Uklady dynamiczne

Zadania przygotowawcze do pierwszego kolokwium

Zadanie 1. Ktére z wymienionych przeksztalcenn R sg topologicznie sprzezone? Ktére sa C!
sprzezone? f(x) = 2, f(x) = 2z, f(x) = =2z, f(x) = 2*.

Zadanie 2. Wykaz, ze f(z) = 2* 4 £ jest C' strukturalnie stabilny.

Zadanie 3. Niech f: X — X ¢g: Y — Y bedg pdtsprzezone odwzorowaniem h: X — Y. Niech
x bedzie punktem o najkrétszym okresie n. Wykaz, ze h(x) jest punktem okresowym dla g i jego
okres dzieli n. Wykaz, ze jezeli h jest sprzezeniem, to okres h(x) wynosi n.

Zadanie 4. Ktore z nastepujacych dyfeomorfizméw okregu sa strukturalnie stabilne? Ktére sg
Morse’a Smale’a?
(a) f(0) =0+ a mod 27, gdzie ¢ jest niewymierne.
(b) g(0) = 0 4+ a mod 27, gdzie ¢ jest wymierne.
(¢) ho(f) = 0 + asin@ mod 27, gdzie o € (0,0.2).

Zadanie 5. Uzasadnij, ze pole wektorowe klasy C! (na gtadkiej zwartej rozmaitosci) z nieskon-
czona liczbg zer nie jest C' strukturalnie stabilne.

Zadanie 6. Niech v bedzie izolowana orbita zamknieta pola wektorowego X klasy C" na dwu-
wymiarowej zwartej rozmaitosciM . Pokazac, ze istnieje otoczenie V' D v takie, ze dla kazdego p € V
albo a(p) =7, albo w(p) = 7.

Zadanie 7. Wykaz, ze jesli p € M jest hiperbolicznym punktem statym dyfeomorfizmu f: M —
M, to dla kazdego n € N istnieje otoczenie V punktu p w M takie, ze kazdy punkt okresowy w V\{p}
ma okres wiekszy niz n.

Zadanie 8. Niech X bedzie polem wektorowym na M majacym orbite zamknieta. Niech &,
bedzie potokiem tego pola. Pokaz, ze dyfeomorfizm ®; nie jest strukturalnie stabilny.

Zadanie 9. Niech a > 1l,ac > 1,0 < ¢ < 1,e > 0. Sprawdz, ze homeomorfizm sprzegajacy
przeksztatcenie ®(z,y,2) = (az,ac(y + exz, cz) z jego czescia liniowa w otoczeniu statego punktu
hiperbolicznego 0 nie jest klasy C!.

Zadanie 10. Wykaz, ze dla (nieodwracalnego!) przeksztalcenia torusa zadanego macierza
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Zadanie 11. Znajdz dyfeomorfizm Anosowa torusa n—wymiarowego, n > 3.

punkty okresowe sg geste.

Zadanie 12. Zalézmy, ze f: R? — R? jest dyfeomorfizmem dla ktérego A jest zwartym niezmien-
niczym zbiorem hiperbolicznym. Zatézmy, ze wymiar kazdej podprzestrzeni rozktadu jest réwny 1.
Wykaz, ze rozktad jest ciagly (a nawet Holdera).

Zadanie 13. Przypusémy, ze dla kazdego t € [ab], fi: M — M jest dyfeomorfizmem struktural-
nie stabilnym. Wykaz, ze f, i f, sa topologicznie sprzezone.

Zadanie 14. Niech f: R — R bedzie zdefiniowany jako f(z) = z + 1. Wykaz, ze istnieje € > 0
taki, ze jesli g klasy C* spehia |f(z) — g(z)| < € oraz |f'(x) — ¢'(x)| < € dla wszystkich x € R, to f
i g sa C! sprzezone.



Zadanie 15. * Niech F' bedzie podniesieniem cigglego przeksztalcenia okregu w siebie, stopnia
1. Wykaz, ze zbior wszystkich granic dla wszystkich x € R
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jest domknietym odcinkiem.

Zadanie 16. * Niech f bedzie C! dyfeomorfizmem okregu, sprzezonym topologicznie z obrotem
o kat niewymierny. Wykaz, ze f jest C! sprzezony z obrotem wtedy i tylko wtedy, kiedy cigg norm su-
premum ||logD f*|| jest ograniczony. Wskazéwka: lemat Gottschalka-Hedlunda (zadanie 1 z ostatniej
listy).

Zadanie 17. Wykaz, ze dyfeomorfizmy Morse’a—Smale’a nie sa gestym podzbiorem dyfeomorfi-
zméw sfery dwuwymiarowej Diff(S?) (z topologia C*).

Zadanie 18. * Wykaz, ze przeksztalcenie torusa zadane macierza
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jest ergodyczne wzgledem miary Lebesgue’a.
Zadanie 19. * Wykaz, ze jesli f(z) = z[I}_, ok, gdzie z,ax € C, lag] < 1 (tzw. produkt
Blaschke), to f zachowuje miare Lebesgue’a na okregu jednostkowym.

Zadanie 20. Oznaczmy przez [a;, asy . . .] kolejne liczby naturalne rozktadu liczby x € (01] w uta-
mek tancuchowy. Wykaz, ze dla p.w. x zachodzi
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