Generyczne oznaczenia: R—pierscien przemienny z 1, K—cialo
Dwie ogdélne zasady dotyczace obchodzenia sie z produktami kohomologicznymi:

. “Jest tak, jak chcialoby sie by¢”.
. Znaki sa zawsze zle.

x—produkty, I

. Uzupeij te szczegdly dowodu tw. Eilenberga—Zilbera, ktére Cie niepokoja,.

. Sprawdz, ze pojawiajace sie we wzorze Kiinnetha odwzorowanie H,C ® HyC' — Hp,,1(C ® C’) dane

jest wzorem [2] ® [2'] — [z ® 2/].

Podczas wykladu zdefiniowalidmy (z dokladnoscia do naturalnej homotopii) odwzorowanie taiicuchowe

C.X ®C.Y 5 C.(X xY). Indukuje ono odwzorowanie H,(C,X @ C,Y) — H,(X x Y), ktére po ztozeniu z
odwzorowaniem H, X ® H,Y — H,11(C. X ®C,Y) pochodzacym z ciagu Kiinnetha daje tzw. homologiczny
x-produkt H, X ® H,Y — H,1x(X xY). Oczywiscie istnieje tez wersja dla homologii o wspélezynnikach
w pierscieniu . ..

2.

Uzasadnij, ze jesli K jest cialem, to X: @piq=nHp(X,K) @ Hy(Y,K) — H,(X x Y, K) jest izomor-
fizmem.

Na wykladzie okredlilismy 6: C.(X xY) — C.X ® C.Y. Niech f,g € C*(X, R); definiujemy f X g €
C*(X x Y,R) wzorem (f x g)(c) = (f ® g)(00), gdzie (f ® g)(a ® b) = f(a) - g(b). Uzasadnij, ze tak
zdefiniowany X indukuje dobrze okreslone mnozenie x: H*(X,R) ® g H*(Y,R) — H*(X x Y,R). [W
szczegdlnosci sprawdz niezaleznos$é od wyboru 6.]

4. Niech € € HP(X,K), ¢ € HY(Y,K), a € Hy(X,K), b € Hy(Y, K). Sprawdz, ze (€ x (,axb) = &(a)-C(b).

Udowodnij, ze x: @pyq=nHP (X, K)®x HI(Y,K) — H"(X x Y, K) jest izomorfizmem jesli wystepujace
w tym wzorze przestrzenie kohomologii sa skoniczenie wymiarowe. [Wsk. Uzyj wersji homologicznej,
dualnodci: HY(X, K) ~ Homg (Hy(X, K), K), i poprzedniego zadania.]

U—produkt
Dla c € C?(X,R) id € C1(X, R) definiujemy cUd € CPT(X, R) wzorem:

(cUd)(0) = c(0leg,....c]) " ATlie,....epra])s

przy czym [ep, ..., €p+q] utozsamiamy z A7 = [eg,. .., e,] przez afiniczny izomorfizm zachowujacy kolejnosé
wierzchotkow.

6.

Uzasadnij ze:

z) §(cUd) =dcUd+ (—1)lcuéd.

a) cU(dUe) = (cUd)Ue.

b) Jedli f:Y — X, to f*cU f*d = f*(cUd).
Wywnioskuj z poprzedniego zadania, ze jesli ¢ i d sa kocyklami, to ¢ U d tez jest kocyklem, oraz ze
klasa kohomologii tego kocyklu zalezy tylko od klas kohomologii kocykli ¢, d. W ten sposéb U indukuje
iloczyn na H* X, réwniez oznaczany U.

8. Uzasadnij, ze U (na kohomologiach) jest laczny i naturalny.

9. Uzasadnij, ze dla A-kompleksu X naturalne obcigcie C*(X, R) — CA(X, R) indukuje izomorfizm na

10.
11.
12.

13.

kohomologiach (zachowujacy U).
Wylicz U na H*(RP?,Z/2).
Wylicz U na H*(X,Z) dla zwartych spéjnych orientowalnych powierzchni .

Uzasadnij, ze jesli T: C, X — C.X jest naturalne, laricuchowe i znormalizowane warunkiem 7T'(z) = z
(dla z € X rozumianego jako element CyX), to T' indukuje identycznosé na H, X.

Uzasadnij, ze jesli ¢,d € C*(X,R), to dUc = (=1)IMdl((co T) U (doT)) o T, gdzie T:C, X — C, X
dane jest wzorem To = (—1)""*1)/25 o flip, gdzie flip: A™ — A" jest izomorfizmem afinicznym
odwracajacym kolejnos¢ wierzchotkéw. Uzasadnij, ze T' jest naturalne, lanicuchowe i znormalizowane.
Wywnioskuj, ze U jest na kohomologiach ‘przemienny’: ¢ U ¢ = (—1)IEFCI¢c U g,
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x—produkty, 11

Okreslmy x: HP(X,R) @ H1(Y,R) — HPT9(X x Y, R) wzotem & x ¢ = p% () Up} (), gdzie px, py
to rzuty produktu X x Y na osie. SprawdZ, ze ta definicja zgadza sie z poprzednia. [Wsk. zapisz
(p% (f) Upt(9)) (o) w postaci (f ® g)(6'c) i pokaz, ze € jest taicuchowo homotopijna z 6.

Niech d: X 2z +— (z,z) € X x X. Sprawdz, ze £ U = d* (£ x ().

Niech 1 € H°(Y, R) niech bedzie wiadoma klasa, (ta, ktéra na kazdym punkcie wylicza sie do 1). Uzasad-
nij, ze 1 jest jedynka w pierscieniu (H*(Y, R),U). Uzasadnij tez, ze jesli £ € HP (X, R), to £ x 1 = p% ()
[Wsk. najpierw zréb to gdy Y jest punktem].

Uzasadnij wzér (EUC) x (nUp) = £(Exn)U(xp) (£, € H*(X,R), n,n € H*(Y,R)). Jaki jest znak?
Uzasadnij, ze izomorfizm H*(X,K) ®x H*(Y,K) — H*(X x Y,K) z zadania 5 jest izomorfizmem
pierdcieni. [Wsk. Zdefiniuj mnozenie w iloczynie tensorowym K-algebr z gradacja tak, by poprzednie
zadanie dawalo teze.

Teoria Hodge’a, wersja do zabawy

Niech X bedzie skonczonym kompleksem symplicjalnym, C, X i C* X za$ jego kompleksami: tancucho-
wym i kotlaricuchowym (na uzytek tego zadania: symplicjalnymi i o wspdlezynnikach rzeczywistych).
Oba te kompleksy utozsamiamy z przestrzenia F(X) funkcji rzeczywistych na zbiorze wszystkich sym-
plekséw kompleksu X. W F(X) wprowadzamy iloczyn skalarny tak, by delty Diraca symplekséw
tworzyly baze ortonormalna. Niech H*"X = Z" X N Z,, X. Uzasadnij, ze:

a) H, X jest dopemieniem ortogonalnym B"X w Z"X.

b) H,, X jest dopelieniem ortogonalnym B,X w Z,X.

¢) Zlozenie wlozenia i naturalnego rzutowania H*X — 7, X — Z,X/B,X = H,X jest izomorfizmem.

d) H"X — Z"X — Z"X/B"X = H"X tez jest izomorfizmem.

e) Operatory na przestrzeni F'(X): Diraca D = 9 + 6 i Laplace’a A = 9 + 60 — sa samosprzezone.

f) H*X = &, H"X = ker(D) = ker(A).



