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Rozwazmy sfere o promieniu R. Przypomnijmy, ze najkrétsza krzywa

na powierzchni sfery laczaca dwa wybrane jej punkty (tzw. geodezyjna)

jest fragment okregu wielkiego tej sfery. (Ciekawi niech potraktuja ten fakt
jako zadanie.) Sfera ma nastepujaca pasjonujaca wlasno$é: suma katéw
wewnetrznych dowolnego tréjkata geodezyjnego (czyli tréjkata, ktérego
krawedziami sa geodezyjne) jest wieksza od 7w o miarg pola powierzchni tego
trojkata pomnozong przez %.

Sprawdzmy to na przykladzie trojkata sktadajacego sie z potowek potudnikéw
45°F i 45°W oraz ¢wiartki réwnika (rys. 1). Suma katéw wewnetrznych tego

trojkata jest réwna 3 - 5 = 37, czyli jest o 7 wigksza od 7. Natomiast pole tego

tréjkata stanowi % powierzchni calej sfery, czyli % 47 R?. Zatem po pomnozeniu
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przez gz rzeczywiscie otrzymujemy 5.

Jest to przejaw jednego z najwspanialszych twierdzen geometrii rézniczkowej

— twierdzenia Gaussa—Bonneta. Mowi ono, ze na kazdej powierzchni M role
czynnika # odgrywa pewna funkcja rzeczywista « : M — R. Ta funkcja, zwana
krzywizng (Gaussa), opisuje lokalng geometri¢ powierzchni M: mianowicie, jesli
chcemy zbadaé réznice miedzy suma katow wewnetrznych trojkata geodezyjnego,
a wartoscia 7, to musimy scatkowaé funkcje k po powierzchni tego trdjkata.

Na przyklad dla plaszczyzny ta funkcja jest stata i wynosi 0, a dla sfery

o promieniu R tez jest stala i wynosi #. (Ale dla elipsoidy krzywizna stala

juz nie jest.) Jak widaé, im wieksza krzywizna, tym bardziej ,zakrzywiona” jest
rozwazana powierzchnia — natomiast sfera o duzym promieniu, ktéra lokalnie
wydaje sie prawie ptaska, ma mala krzywizne. Druga ciekawa obserwacja jest

to, ze jesli powierzchnia lokalnie nie jest ,wypukta”, czyli przypomina siodlo, to
krzywizna staje sie ujemna. Zajmiemy sie taka wlasnie powierzchnia, mianowicie
wyliczymy, ile wynosi krzywizna pseudosfery — pewnej powierzchni obrotowej
przypominajacej trabke.

Zdefiniujemy najpierw krzywa, z ktérej obrotu powstaje pseudosfera.
Wyobrazmy sobie, ze wzdluz osi x plaszczyzny morza z kartezjanskim ukladem
wspOlrzednych przebiega pomost. W poczatkowe]j chwili w punkcie (0, 0)

stoi marynarz, ktéry trzyma na sztywnym holu o dtugosci 1 tédeczke, ktéra
unosi sie w punkcie (0,1). Nastepnie marynarz ciagnie 16dke posuwajac si¢ po
pomoscie w kierunku dodatnim. Tor ruchu 16dki bedzie mial te¢ wlasnosé, ze
wektor predkosei 16dki bedzie styczny do kierunku holu (patrz rys. 2). Krzywa,
bedaca torem ruchu 16dki, nazywamy traktrysq. Obracajac ja dookola osi x,
otrzymujemy powierzchnie nazywana pseudosferg.

Skorzystamy przy obliczaniu krzywizny tej powierzchni z recepty uzywanej

na drugim roku przez studentéw matematyki, ale unikniemy wykonywanych
przez nich zazwyczaj nieprzyjemnych rachunkéw. Jedyny przepis potrzebny

nam wezesniej to pojecie krzywizny krzywej w przestrzeni (nie myli¢ z krzywizna
powierzchni!). Krzywizna krzywej jest okreslona w kazdym punkcie krzywej jako
dhugo$éé¢ wektora przyspieszenia w tym punkcie, przy zalozeniu, ze przebiegamy
te krzywa z jednostkowai predkoscia. Na przyktad, dla ruchu po okregu wiemy, ze
przyspieszenie wynosi %, wigc skoro zakladamy, ze [v| = 1, to krzywizna okregu
bedzie w kazdym punkcie réwna %. Widzimy, ze im mniejszy okrag, bardziej
yzakrzywiony” | tym wieksza krzywizna.

Mozemy teraz wroci¢ do krzywizny powierzchni. Recepta dla powierzchni
obrotowych brzmi nastepujaco: ustal punkt P powierzchni, w ktérym masz
ochote wyliczy¢ krzywizne. Rozwaz nastepujace dwie krzywe na powierzchni
przechodzace przez punkt P: poludnik (czyli krzywa plaska, ktéra obracamy)
oraz druga, bedaca cieciem powierzchni obrotowej ptaszczyzna prostopadia

do potudnika w punkcie P (rys. 3). Wez iloczyn krzywizn tych krzywych

w punkcie P i postaw znak minus, jesli funkcja dodatnia, ktérej wykresem jest
obracana krzywa, jest wypukta.
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Zbadamy najpierw, jak rozumieé te recepte na przykladzie sfery o promieniu R.
Sfera powstaje z obrotu pélokregu (rys. 4). Poludnikiem jest tutaj pétokrag

o promieniu R, czyli krzywa o krzywiznie %. Natomiast plaszczyzna prostopadia
do tego pélokregu zawiera wektor normalny sfery, czyli przechodzi zawsze

przez srodek S sfery, zatem tnie sfere réwniez wzdluz okregu wielkiego.

Zatem ta druga krzywa réwniez ma krzywizne %. Pélokrag jest wykresem
funkcji wklestej, wiec nie bedziemy zmienia¢ znaku. W rezultacie krzywizna
powierzchni jest réwna iloczynowi krzywizn dwéch rozwazanych krzywych, czyli
wynosi % . % = %. Zatem nowa recepta daje wynik zgodny z twierdzeniem
Gaussa—Bonneta.

Skorzystajmy teraz z tego przepisu, zeby obliczy¢ krzywizne pseudosfery.
Ustalmy punkt P pseudosfery. Na poczatek zbadajmy krzywa powstala z ciecia
pseudosfery plaszczyzna prostopadla do potudnika przechodzaca przez punkt P
(rys. 5). Postuzymy sie tutaj malym oszustwem. Mianowicie przypomnijmy, ze
w przypadku obliczania warto$ci krzywizny tej krzywej dla sfery, otrzymaliSmy
wartosé %, gdzie R bylo odlegtoscia miedzy punktem P, a punktem S bedacym
przecieciem osi = z kierunkiem wektora normalnego w punkcie P. Okazuje

sie, ze w ogollnosci pewien okrag o srodku w punkcie S i promieniu R dobrze
przybliza rozwazang krzywa i ma taka sama krzywizne w punkcie P. Zatem
zawsze rozwazane ciecie ma krzywizne w punkcie P réwna wartoSci ‘—ISI

Teraz obliczmy krzywizne potudnika, czyli krzywizne traktrysy. Jak pamietamy,
musimy obliczy¢ przyspieszenie 16dki ciagnietej przez marynarza, przy zalozeniu,
ze predkosé 16dki jest stata i wynosi 1. W kazdym punkcie krzywej narysujmy
wektory predkosci v 16dki (rys. 6). Zgodnie z definicja traktrysy, kofice tych
wektoréow beda zawsze lezaly na osi x! Wykorzystamy p6zniej to spostrzezenie!
Mamy obliczy¢ przyspieszenie a, ktére jest réowne zmianie wektora predkosci

w czasie, czyli (qut;. Oznaczmy przez v1(t), v2(t) odpowiednio poczatki i korice
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wektoréw predkosci. Wtedy da =—3% =4 17 - Zauwazmy, ze skoro vy
porusza si¢ po traktrysie, to <t = v. Natomiast vy zawsze nalezy do osi x,
zatem ddit? jest wektorem poziomym. Dodatkowo wiadomo, ze w przypadku

ruchu o jednostajnej predkosci przyspieszenie jest skierowane prostopadle
do kierunku ruchu, wiec jedli poczatek wektora —a umiescimy w punkcie P,
to jego koniec musi sie znajdowaé na prostej P.S. Jednoczesnie ten koniec

musi si¢ znajdowac na osi z, gdyz koniec wektora % lezy na osi z, a jego
modyfikacja o —% jest wektorem poziomym. Zatem koniec wektora —a jest

punktem przeciecia prostej PS z osig z, czyli punktem S. Wobec tego krzywizna
traktrysy w punkcie P wynosi | — a| = |PS|.

Na koniec, zgodnie z recepta, powinnisémy pomnozy¢ krzywizny poludnika

i krzywej powstalej z ciecia plaszczyzna prostopadla do poludnika oraz dodaé
znak minus z uwagi na wypuklosé funkcji, ktérej wykresem jest traktrysa. Zatem
krzywizna pseudosfery wynosi fﬁ\PS | = —1. Czyli jest stala, nie zalezy

od punktu P, mimo, iz wydaje sie, ze pseudosfera w kazdym swoim punkcie
wyglada nieco inaczej! Ale to tylko jest wrazenie obserwatora zewnetrznego.
Mréwki zyjace na pseudosferze nie maja szansy tego (lokalnie) dostrzec. Nazwa
pseudosfery wziela sie wladnie z tego (dosy¢ przyszywanego) podobiefistwa

do sfery — funkcja krzywizny jest na niej rowniez stala.

Teraz mozemy sformutowaé¢ bardzo prosto twierdzenie Gaussa—Bonneta

na pseudosferze. Tym razem krzywizna jest ujemna, wiec trojkaty geodezyjne
beda ,chude” (rys. 7). Réznica miedzy wartodcia 7 a suma miar katéw
wewnetrznych kazdego trdjkata geodezyjnego bedzie miara powierzchni tego
trojkata. (Bowiem caltka funkcji stalej réwnej 1 po dowolnej powierzchni jest
miara tej powierzchni.)

Ciekawym warto zdradzié¢, ze pseudosfera jest lokalnie modelem tzw. geometrii
hiperbolicznej. Ale o tym innym razem.
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