Klasy charakterystyczne

Zadania domowe (seria VIII)

Definicja. Niech £ bedzie rzeczywista wigzka wektorowa nad B, a ¢QC jej kompleksyfikacja.
Klasq Pontryagina p;(€) nazywamy klase (—1)co;(€®C) € HY(B,Z). Totalng klasqg Pontryagina
p(§) w pierscieniu H*(B, Z) nazywamy sume 1 + p1(§) + ... + pjz ().

Zadanie 1. Wykaz, ze £ ® C jest izomorficzna nad C swojej wiazce sprzezonej £ @ C(w
ktérej mnozenie przez i zastepujemy mnozeniem przez —i).

Zadanie 2. Wykaz, ze 2¢9;,1(§ ® C) = 0 dla kazdego i.
Zadanie 3. Wykaz, ze 2p(¢ ®n) — p(&)p(n)) = 0.

Zadanie 4. Dla wigzki zespolonej w wymiaru n oznaczamy przez wr wiazke rzeczywista
wymiaru 2n otrzymana z w przez zapominanie struktury zespolonej. Wykaz, ze wg ® C jest
izomorficzna z w @ .

Zadanie 5. Znajac klasy Cherna wiazki zespolonej w, wyznacz klasy Pontryagina wiazki
rzeczywiste] wg.

Zadanie 6. Wyznacz klasy Pontryagina wiazki stycznej do CP™.

Zadanie 7. Niech £ bedzie zorientowana wiazka rzeczywista wymiaru 2k. Wykaz, ze pi(€) =
(£

Definicja. Niech M bedzie zwarta gtadka zorientowana rozmaitoscig wymiaru 4n. Dla
dowolnego podziatu I = 14, ... 1%, liczby n, I-tqg liczbg Pontryagina rozmaitosci M nazywamy
liczbe catkowita

(pir (1) .. i, (1), [M]),

gdzie T oznacza wiazke styczng do M, a [M] klase fundamentalng M.
Zadanie 8. Oblicz liczby Pontryagina rozmaitosci CP?".

Zadanie 9. Wykaz, ze jesli ktéras liczba Pontryagina rozmaitoéci M*" jest niezerowa, to
M*" nie posiada dyfeomorfzimu zmieniajacego orientacje.

Zadanie 10. Wykaz, ze jedli ktora$ liczba Pontryagina rozmaitoéci M*" jest niezerowa, to
M*" nie jest brzegiem zwartej orientowalnej rozmaitoéci wymiaru 4n + 1.

Definicja. Oznaczmy przez oy, . . ., 0, jednorodne funkcje symetryczne zmiennych ¢4, ..., %,
spekliajace
l+o+... 4o, =0+t)1+1t)...(1+1,).

Dwa jednomiany zmiennych ¢y, ..., t, nazywamy rownowaznymi, jesli pewna permutacja zmiennych
t1,...,t, przeksztalca jeden na drugi. Niech " ¢7* ... t%" bedzie suma po wszystkich jednomianach
zmiennych ty, ..., t, rownowaznych z 7' ...t% (w szczegblnosci o = Y 1 ... 1). Dla podziatu

I =1q,...,4, liczby k definiujemy wielomian s; od k zmiennych jako jedyny spetniajacy formute

si(01, .. o) =D .t

Zadanie 11. Wykaz, ze ta definicja jest poprawna i ze nie zalezy od n.



Zadanie 12. Wykaz, ze klasy s;(ci, ..., c,) stanowia baze H*(G,(C>®);Z) (bedziemy te
klasy w skrocie oznaczaé sr(c)).

Zadanie 13. Wykaz, ze
sic(waw)) = > sile(w))sk(c(w)).

JK=I
Zadanie 14. Dla zwartej rozmaitosci zespolonej K™ i rozbicia [ liczby n oznaczamy przez
s1(c)[K"], lub jeszcze zwiezlej przez s;[K™"| liczbe catkowita (s;(c(7)), [K™]). Wykaz, ze
SI[KTL X Lm] = Z S[l[Kn]SIQ[Lm],

LI=I
gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszystkich rozbiciach Iy liczby n i rozbiciach I, liczby m, ktére
tacznie stanowig rozbicie 1.

Zadanie 15. Wykaz, ze dla kazdego produktu K" x L™ zespolonych rozmaitosci niezerowych
wymiaréw m, n, zachodzi s, ,[K™ x L™] # 0.

Zadanie 16. Oblicz s,(CP™).

Zadanie 17. Niech K" beda rozmaitosciami zespolonymi dla ktérych zachodzi s, (c)[K*] #
0. Wykaz, ze macierz kwadratowa

(Cil . Cz‘r[Kjl X ... X stD,
gdzie iy, ...,1, oraz ji,...,Js przebiegaja wszystkie podziaty liczny n, jest nieosobliwa.
Zadanie 18. Wykaz ze jesli M** sg rozmaitoéciami zorientowanymi dla ktérych zachodzi
se(p)[M**] #£ 0 (gdzie s;(p) sa zdefiniowane tak samo jak s;(c)), to macierz
(pil .. .pir[M‘ljl X ... X M4js])

jest nieosobliwa.



