Klasy charakterystyczne

Zadania domowe (seria IV)

Definicja. Symbolem Schuberta o = (o4, ... ,0,) nazywamy ciag liczb catkowitych spetnia-
jacych
I1<oi<oy<. ... <o, <m.

Dla kazdego symbolu Schuberta o, oznaczamy przez e(oc) C G,(R™) zbiér wszystkich prze-
strzeni liniowych X wymiaru n takich, ze

dim(X NR7) =4, dim(X NR7 1) =i — 1

dlai=1,...,n.

Zadanie 1. Wykaz, ze kazdy punkt X € G, (R™) nalezy do dokladnie jednego ze zbioréw
e(o).
Zadanie 2. Wykaz, ze X € e(o) wtw kiedy X posiada baze xi, ..., x, taka, ze
rn e H? . .., x,€ H™,
gdzie H* C R* oznacza otwarty potprzestrzen postaci (£1,...,&,0,...,0) dla & > 0.

Zadanie 3. Wykaz, ze kazda przestrzen liniowa X € e(o) posiada jedyna baze ortonor-
malng (x1,...,2,) nalezaca do H? x ... x H".

Definicja. Niech ¢'(0) = VO(R™) N (H' x ... x H°") oznacza zbiér wszystkich ortonor-
malnych reperéw (zy,...,x,) takich, ze x; € H%. Niech €(c) oznacza zbiér ortonormalnych
reperéw (z1, ..., x,) takich, ze z; € H '

Zadanie 4. Wykaz, ze zbiér € (o) jest homeomorficzny z domknieta komérka wymiaru
(01 —1)+ (02 —2)+...4 (0, —n). Ponadto q: VI(R™) — G,(R™) przeprowadza €'(c), wnetrze
€ (o), homeomorficznie na e(o).

Wskazéwka. Niech T'(u,v) oznacza jedyny obréot w R™, ktéry przeksztalca u na v i trzyma
przestrzen ortogonalng do u i v. Niech b; € H? oznacza wektor o o,—tej wspotrzednej rownej 1,
a pozostalych wspétrzednych zerowych. Dla dowolnego reperu (xy,...,z,) € € (o) rozwazmy
izometrie

T =T(bp,x,) 0T (bp_1,2n-1)0...0T (b1, 21)

przestrzeni R™. Niech D oznacza zbiér wszystkich wektoréw jednostkowych u € H "™ ortogo-
nalnych do by,...,b,. Wykaz, ze f: €(oy,...,0,) X D — €(01,...,0,:1) zdefniowane formuta

F((z1,. . xn),u) = (1, ..., xp, Tu)

jest homeomorfizmem.

Zadanie 5. Wykaz, ze e(0) nadaja strukture CW-kompleksu przestrzeni G,,(R™). Podob-
nie, biorac granice prosta, otrzymujemy strukture CW—kompleksu na G,,(R*).

Zadanie 6. Wykaz, ze liczba komérek wymiaru r w G, (R™) jest réwna liczbie podziatéw
liczby r na co najwyzej n sktadnikéw nie wiekszych niz m — n.

Zadanie 7. Wykaz, ze homomorfizm i*: HP(G,(R>)) — H?(G,(R"*)) indukowany przez
wlozenie jest izomorfizmem dla p < k (wspétezynniki dowolne).



Zadanie 8. Wykaz, ze przyporzadkowanie f(X) = R' @ X definiuje wlozenie G, (R™) w
Grii(R'®R™) = G,y 1 (R™Y), oraz ze f jest nakryte odwzorowaniem wiazek

81 D ,Yn(Rm) N n—l—l(Rm-‘rl)‘

Wykaz, ze f przeksztatca r—komorke w G, (R™) odpovvladajch podziatowi ¢y . . . i na r—komorke
w Gy 1 (R™) odpowiadajaca temu samemu podziatowi 4y . . . 44

Tn
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Zadanie 9. Wykaz, ze liczba réznych liczb Stiefela—Whitneya wi' ... w
miaru n jest réwna liczbie podzialéw liczby n.

Zadanie 10. Wykaz, ze G,(R"™*) i G}(R""*) sg izomorficzne jako CW-kompleksy.
Zadanie 11. Wylicz klasy Stiefela-Whitneya £ = 4! x ... x 4! (n czynnikéw).

Zadanie 12. Wykaz, ze w H*(RP>®x...xRP>) (n czynnikéw) klasy wy(€), wo(§), . . ., w,(§)
sg algebraicznie niezalezne.

Zadanie 13. Wykaz, ze w G,,(R*) klasy wq(7"), ..., w,(7") sa algebraicznie niezalezne.

Zadanie 14. Wykaz, ze H*(G,(R>);Z/2) jest algebra wiclomianéw nad Z/2 generowana
w spos6b wolny przez wi(y"), ..., w,(y").

Zadanie 15. Zidentyfikuj kocykl w C"(G,,(R*)) odpowiadajacy w,(y") (wskazéwka: zad.8).

Zadanie 16. Wykaz, ze algebra H*(G,,(R"**)) nad Z/2 jest generowana przez klasy wy, . . ., w,
wiazki y" oraz klasy dualne wy, ..., w,, z n + k relacjami definiujagcymi
(14w +...4+w,) (4w +...+w) =1

(wskazéwka: zad.8).
Zadanie 17. Wykaz, ze
w(™ @n") = pm,n(wl(gm)a W (EM),wi(n"), - wa(n"),

gdzie p,,, mozna zcharakteryzowaé¢, oznaczajac przez oy,...,o,, oraz oj,...o,, elementarne

funkcje symetryczne od zmiennych ¢y, ..., %, oraz t|, ..., ¢ odpowiednio, formula

pm,n(O'l,...,O'm,O'll,..., m HH _|_t +t



