Geometryczna teoria grup
zadania przygotowawcze do drugiego kolokwium

Zadanie 1. Niech X bedzie geodezyjna przestrzenia metryczna spetniajaca
warunek
|zy| + |wz| < max{|zz] + [yw], [zw| + [yz]} + 6.

Znajdz ¢ dla ktérej X speinia warunek ¢'—cienkich trojkatow.

Zadanie 2. Niech X bedzie geodezyjna przestrzenig metryczna spetniajaca
warunek d—cienkich trojkatow. Niech d oznacza odlegto$é¢ punktu x od pewnej
geodezyjnej yz. Wykaz

d—06 < (y|z), <d.

Zadanie 3 (*). Wykaz, ze przestrzen geodezyjna z nieliniowa funkcja roz-
bieznosci jest hiperboliczna.

Zadanie 4 (**Twierdzenie Papasoglu). Zalézmy, ze Cay(G, S) spelia warunek
d—cienkich bigonow. Wykaz, ze G jest hiperboliczna.

Zadanie 5. Niech X bedzie ograniczong przestrzenia metryczng. Wykaz, ze
X jest quasi-izometryczna z Y wtedy i tylko wtedy kiedy Y jest ograniczona.

Zadanie 6. Mamy ciag doktadny
0—-FH—>G—H—F,—0,
gdzie Fi, I3 sg skonczone. Wykaz, ze G i H s quasi-izometryczne.

Zadanie 7. Wykaz, ze grupy podstawowe wszystkich zamknietych powierzchni
genusu co najmniej 2 sg quasi-izometryczne.

Zadanie 8. Niech X bedzie drzewem o wierzchotkach stopnia nieogranic-
zonego z gory i ograniczonego z dohu przez 3. Wykaz, ze X nie jest quasi-
izometryczne z drzewem o wszystkich wierzchotkach stopnia 3.

Zadanie 9 (*). Wykaz, ze grupa hiperboliczna posiada tylko skonczenie
wiele klas sprzezonosci skonczonych podgrup.

Zadanie 10. Niech
0—-N—-G—-B—=0

bedzie krotkim ciagiem doktadnym nieskonczonych grup, gdzie GG jest hiper-
boliczna. Wykaz, ze wlozenie N — G nie jest quasi-izometrycznym wtloze-
niem.



Zadanie 11. Zidentyfikuj, korzystajac z definicji, typ topologiczny brzegu
Gromowa

(i) drzewa o wierzchotkach stopnia 3,
(ii) plaszczyzny hiperboliczne;.

Zadanie 12. Niech X bedzie wtasciwa przestrzenia hiperboliczng. Wykaz,
ze dla kazdej pary punktow a # b € 0X istnieje geodezyjna o koncach a, b.

Zadanie 13. Znajdz przestrzen hiperboliczna X i punkty xo € X, £ € 0X
takie, ze £ nie ma reprezentanta postaci (x;) spetiajacego |xypz;| = |k — .

Zadanie 14. Niech g bedzie elementem nieskonczonego rzedu w grupie hiper-
bolicznej G, a a,b € 0G koncami quasi-geodezyjnej (¢g"), Wykaz, ze dla
kazdej pary otoczen a € U \ {b} C 0G oraz b € V' \ {a} C OG istnieje n
spelniajace ¢"(0G \ V) C U.

Zadanie 15. Niech X bedzie przestrzenia hiperboliczna, niekoniecznie wtas-
ciwa. Wykaz, ze X z metryka Gromowa jest przestrzenia metryczna zu-

peina.
Zadanie 16. Znajdz wzrost grup
(i) grupy izometrii R? zachowujacej Z*
(ii) Zy x Zg,
(iii) (s1,82,t1,te,7 | [si, 7] = [ti, 7] = 1, [s4, 5] = d457),
(iv) (s,t,r | [s,7] = 1,t7 st = s*r t7Irt = sr),
(v) grupy hiperbolicznej.

Zadanie 17. Niech X bedzie przestrzenig hiperboliczng. Znajdz naturalne
odwzorowanie 0X — FEnds(X) i wykaz, ze jest ciagte.

Zadanie 18. ZnajdZ Ends(X) dla X jak na rysunkach.



