Geometryczna teoria grup, lista 10

Definicja. Niech S bedzie skonczonym zbiorem generatoréow grupy G. Funkcja
wzrostu Ba s N — N przypisuje liczbie n liczbe wierzchotkéw w grafie Cay-
leya Cay(G, S) odleglych o nie wiecej niz n od identycznosci.

Definicja. Piszemy [ < «, jedli istnieja ¢, ¢y spelniajace 3(n) < cia(can)
dla duzych n. Mowimy, ze funkcje S i a sg réwnowazne, jesli o < [ oraz
g < a.

Zadanie 1. Przypusémy, ze grafy Cayleya Cay(G, S) i Cay(G', S") sa quasi-
izometryczne. Wykaz, ze wtedy (g s oraz ¢ s sa rownowazne. W szczegol-
noéci klasa réwnowaznosci wzrostu grupy nie zalezy od wyboru zbioru gen-
eratorow. Te klase nazywamy wzrostem grupy G.

Zadanie 2. Znajdz wzrost grupy
(i) z",
(ii) wolnej o n generatorach,
(iii) Heisenberga (s,t,r | [s,t] = [s,r] = 1,[t,r] = s),
(iv) rozwiazalnej (s, t,r | [s,r] = 1,t 7 st = s> t71rPt =r).

Definicja. Rodzine zbioréw F C P(N) nazywamy filtrem, jesli spelnia
warunki

(i) 0#F,
(i) jesi A,Be F,to ANB € F,
(iii) jesli A € F oraz B D A, to B € F.

Ultrafiltrem nazywamy taki filtr, ze dla kazdego A € P(N) mamy A € F lub
Ace F.

Zadanie 3. Wykaz, ze rodzina wszystkich podzbioréw N zawierajacych
pewien ustalony element a € N jest ultrafiltrem (taki ultrafiltr nazywamy
gtownym). Wykaz, ze istnieje ultrafiltr, ktory nie jest glowny.



Definicja. Niech w bedzie ultrafiltrem. Mowimy, ze ciag (x,) liczb rzeczy-
wistych zbiega do x € R wzgledem w, jesli spetnia dla kazdego € > 0

{n|l|z,—z|l<e} €w.
Podobnie (x,,) zbiega do 0o wzgledem w, jesli spelnia dla kazdego R > 0
{n|z,> R} ecw.

Zadanie 4. Niech w bedzie ultrafiltrem. Wykaz, ze kazdy ograniczony ciag
liczb rzeczywistych ma granice wzgledem w.

Zadanie 5. Niech w bedzie ultrafiltrem. Wykaz, ze kazdy ograniczony z dotu
ciag liczb rzeczywistych ma wzgledem w granice skonczona lub nieskonczona.

Zadanie 6. Wykaz, ze dla dowolnych ograniczonych ciagéw liczb rzeczy-
wistych (x,,), (y,) zachodzi

(1) hmw T, + hmw Yn = hmw(xn + yn)7

(i) lim, z, - lim,, y, = lim,,(x,, - y,).



