Geometryczna teoria grup, lista 1.

Twierdzenie (Kuro$). Jesli H jest podgrupg grupy G1 % G, to przedstawia
sie jako produkt wolny grupy wolnej i podgrup sprzezen G;.

Twierdzenie (Grusko). Niech F' bedzie skoniczenie generowang grupg wolng.
Zalozmy, ze mamy epimorfizm ¢: F — G, gdzie G rozklada si¢ jako G =
G x Gy. Wtedy istniejg podgrupy Fi, Fy C F spelniajgce F' = Fy x Fy oraz

Zadanie 1. Niech pu(G) oznacza minimalna moc zbioru generatoréw grupy
G. Wykaz rownosé
(G x Gz) = p(Gr) + p(Ga).

Zadanie 2. Niech G bedzie grupa skonczenie generowana. Wykaz ze dla
pewnego n mamy rozktad

G=Gy*...%xG,,

gdzie G; sa nierozkladalne (czyli nie dopuszczaja przedstawienia w postaci
A x B dla nietrywialnych A i B).

Zadanie 3. Wykaz, ze kazda nierozktadalna podgrupa grupy Gi * Gy jest
zawarta w pewnym sprzezeniu (w Gy % Gg) grupy Gp lub grupy Gs albo jest
nieskonczona cykliczna (tzn. izomorficzna z Z).

Zadanie 4. Jedli mamy G = G, * Gy oraz przeciecie w™'Giw N G; jest
nietrywialne dla pewnego w € G, i = 1,2, to wtedy zachodzi i = 1 oraz
w € Gl.

Zadanie 5 (twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu). Niech G bedzie grupa
skoniczenie generowana. Wtedy rozklad z zadania 2 jest jednoznaczny w
nastepujacym sensie. Przypusémy, ze mamy G = Gy *...xG,, = Hy*...xH,,,
gdzie G, H; sa nierozkladalne. Wtedy zachodzi m = n i, po przenumerowa-
niu, G; jest izomorficzne z H;. Co wiecej, dla kazdego G; nie izomorficznego
z 7, G; jest sprzezona do H; w G.



