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Zadanie 1. Wykaz, ze beztorsyjna 2-generowana grupa przedstawiajaca sie
nietrywialnie jako produkt wolny jest grupg wolna.

Rozwigzanie. Z Zadania 1 z listy 1 mamy p(Gy * Go) = p(Gy) + pu(Ga).
Poniewaz G; sa nietrywialne, mamy p(G;) > 1. W $wietle u(Gp * Gg) = 2
mamy rownosci u(G;) = 1. Zatem G sa cykliczne. Poniewaz G; zanurzaja
sie w (3, sg one beztorsyjne, czyli izomorficzne Z.

Zadanie 2. Narysuj graf Cayleya grupy G = (s,t | s* = 2 = (st)* = 1).
Czy G ma wtlasnos$¢ (FA)?

Rozwigzanie. Poniewaz t jest rzedu 2, z kazdego wierzchotka wychodza 3
krawedzie. Stowo s* jest trywialne w G, doklejamy kwadraty dla kazdej war-
stwy (s) w G. Podobnie doklejamy o$miokaty odpowiadajace stowu (st)* dla
kazdej warstwy (st). Otrzymamy zanurzenie grafu Cayleya w R?, widoczne
jako parkietaz kwadratami i osmiokatami regularnymi takie, ze w kazdym
wierzchotku schodza sie 2 oSmiokaty i jeden kwadrat. G ma wlasnosé (FA)
z Zadania 6 z listy 3, bowiem s, t, st, ts sa skoniczonego rzedu.

Zadanie 3. Niech T bedzie drzewem symplicjalnym, a ¢ i h hiperbolicznymi
izometriami 7. Wykaz, ze jedli osie g i h sa roztaczne, to izometria g o h jest
rowniez hiperboliczna.

Rozwigzanie. Niech z,y beda punktami na osiach ¢ i h realizujacymi odle-
gtod¢ miedzy tymi osiami. Niech v oznacza geodezyjna yxr. Oznaczmy przez
a, 3, odpowiednio, fragmenty h~1(y)y,zg(z) osi h i g. Wtedy konkatena-
cja h™*(y)ayBg(7y) jest izometryczna z odcinkiem, a g o h przeksztalca jego
pierwszy segment na ostatni. Zatem orbita ary3g(7y) pod dziataniem goh jest
niezmiennicza osig.

Zadanie 4. (i) Zrealizuj grupe o prezentacji
G={(st,r|s>=r*=1t>=(sr)? = (rt)* = (s1)® = 1)
jako podgrupe izometrii H?.

(i) Oblicz pole powierzchni ilorazu D = H?/G.



(iii) Niech P bedzie jednospdjnym wielokatem, bedacym suma kopii D, w
odpowiednim parkietazu H?. Oszacuj liczbe kopii D w P przez liczbe
krawedzi na obwodzie P.

Rozwigzanie. (i) Dowodzimy, ze w H? mozna znalezé trojkat o katach
wewngetrznych 7, 7, ©. Najpierw konstruujemy osmiokat regularny o ka-
tach zewnetrznych %: W modelu dyskowym rozwazamy wszystkie oSmio-
katy regularne o $rodku w srodku dysku. Gdy wierzchotki takich osmio-
katow daza do oo, kat zewnetrzny dazy do w. Gdy wierzchotki daza do

srodka dysku, z twierdzenia G-B kat zewnetrzny dazy do 7. Zatem

do konstrukeji szukanego osmiokata wystarczy zauwazy¢ 7 < ‘%’T < .
Szukany trojkat otrzymujemy ltaczac srodek znalezionego osmiokata z
wierzchotkiem i érodkiem sgsiedniego boku. G dziala na H? tak, zZe jej

generatory dziataja przez odbicia w bokach znalezionego trojkata.

(ii) Horaz D jest izometryczny z trokatem z punktu (i). Z twierdzenia G—
B pole powierzchni jest réwne defektowi, czyli roznicy pomiedzy suma
katow zewnetrznych a 27, Ta wielkos¢ wynosi
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(iii) Z twierdzenia G-B mamy A5 = 3, ,ewn @ — 27, gdzie A oznacza liczbe
kopii D w P. Liczba katow zewnetrznych jest rowna liczbie krawedzi
Per na obwodzie P. Ponadto katy zewnetrzne nie przekraczaja %71’.
Zatem mamy

A < 10Per — 24.



