Geometria Ro6zniczkowa 1

Zadania przygotowawcze do drugiego kolokwium

Zadanie 1. Zbadaj typy punktéw (eliptyczne, ombiliki, paraboliczne i hiper-
boliczne) na powierzchni bedacej wykresem funkcji
a) f(z,y) = a* +y* — 2%y,
b) g(z,y) = xy® — a?
¢) h(z,y) = 23 — 3zy? (malpie siodlo).

Zadanie 2. Sprawd?, ze przeksztalcenie p(u,v) = (sinucosv, sinusinv,u),
gdzie 0 < u < 7, v € R, jest parametryzacja pewnej powierzchni. Wyznacz wszyst-
kie jej ombiliki dwoma sposobami: z proporcjonalnosci obu form podstawowych i
ze znikania wyrdznika w réwnaniu kwadratowym opisujacym krzywizny gléowne.

Zadanie 3. Wykaz, ze powierzchnia opisana réwnaniem z = f(z,y) jest mini-
malna wtedy i tylko wtedy, gdy

Zadanie 4. Znajdz linie krzywiznowe i linie asymptotyczne na powierzchni
o parametryzacji
p(u,v) = (ucosv, usinv, 6lnu).

Zadanie 5. Ktore z podanych powierzchni sg lokalnie izometrycznie wewnetrz-

nie? Dlaczego?
a) sfera o promieniu 1,
b) sfera o promieniu 2,
) pseudosfera,

) stozek,
) walec,
) hiperboloida 2% = y? + 22 — 1,
) p6lplaszczyzna hiperboliczna,

) plaszczyzna,
i) dysk Poincare, czyli {z € R? : |x| < 1} z metryka g11 = go2 = W, g12 = 0,

j) plaszczyzna z metryka g11 = g2 = Wa g12 = 0.
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Zadanie 6. Na sferze o promieniu R dany jest okrag o promieniu r < R.
Wyznacz krzywizne geodezyjna i krzywizng normalna tego okregu.

Zadanie 7. Oblicz symbole Christoffela na torusie — powierzchni obrotowej
o parametryzacji

p(u,v) = ((2 + cosv) cosu, (2+ cosv)sinu, sin v).

Zadanie 8. Znajdz krzywizne Gaussa powierzchni o metryce
a) g11 = g2 = A(u,v), g12 =0,
b) g11 =g22 =1, g1z = cosw(u,v),
¢) g11 =g = (W + 0> +1)7% g1 =0.

Zadanie 9. Dana jest powierzchnia z metryka
gll(uu ’U) = ]-7 gl?(uvv) :07 922(u7v) = 1—|—u2—|—v2.

Znajdz geodezyjna na tej powierzchni wychodzaca z punktu o wspélrzednych
u=1, v =1 w kierunku wektora (1, 1).

Zadanie 10. Powierzchnia obrotowa S jest opisana réwnaniem
2 +y? +(n2)?=1.
Dane sa dwa wektory v i w styczne do S w punkcie (0,0, ), przy czym |v| = |w|.

Wykaz, ze istnieje taka ciagla, kawatkami gladka krzywa D na S, Ze przesuniecie
rownolegte wektora v wzdluz D daje wektor w.

Zadanie 11. (x) Dane jest przeksztalcenie konforemne pélplaszcezyzny hiper-
bolicznej w siebie. Wykaz, ze nie zwieksza ono hiperbolicznej odlegtosci miedzy
punktami.

Zadanie 12. (x) Czy istnieje dziatajaca w sposéb wolny i dyskretny! podgrupa
grupy izometrii potptaszczyzny hiperbolicznej, ze po utozsamieniu punktow kazdej
orbity dostajemy powierzchnie homeomorficzng, ze
a) sfera,

b) torusem,
¢) preclem z dwoma dziurami,
d) preclem z trzema dziurami?

1Czyli dla kazdego punktu z pétplaszczyzny obrazy x przy dzialaniu réznymi elementami grupy sa rézne oraz tworza podzbiér dyskretny poiptaszczyzny.



