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Ẋ = f(X, ε), X ∈ R
3, ε ∈ R, c 5 �a�.� 5 e

B�� �
:CM=P%<GWZ: � B8WZY=PlUxB8W7EG:�Y=9K48MCMj:
C1 oQ@QBjMCMjReEN4	WQP :=W ε = 0

<GWS@QB8UXWQP%E�_aRegh<?UX9LUlkh>D:�EG:TMj:=9X9;:
X0

4	6	:CY�P�>DB8U;MF684	9;:=<G>DM
@�>DBC@�>D:CM
λ1(0) > 0 > λ2(0) > λ3(0)

:=P+<GWZ: k=B8<QY=9;:S}QB8wvBjY=9LU��
WQUlgh<Q:

Γ0
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MjB8WQPuMh4	PlU;M �~4	UXP':CM��

	��m]�� � σ0 = λ1(0) + λ2(0) > 0 �	��m] � � Γ0

>C:=6jUx:=WQPT:=W
X0
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ε 6= 0
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Ẋ = AX, A =
∂f

∂X
(X0, ε) =








λ1(ε) 0 0

0 λ2(ε) 0

0 0 λ3(ε)







. c 5 �a�.�a� e

� �!	������
�����Q9i7�7!6?9
��� ��7 6�9��
�5���%	�� �¥7 �=7*���"�%9��#	����w������6������U9��r7��������%9 ���%�i���
�Q���G	�� ���¥�����
,�7��G��6"�Q9\���%	�� 6������Q9i7��������'�G���?6?6 ���G�����*
 �G� X0 = 0 � � ���������5��� �8�!� 	�� �� �\���
�N�Qc 5 �a�.�a� e
�
�\� ���
���G���:7��w��$

ϕ(t, X) =








eλ1(ε)t 0 0

0 eλ2(ε)t 0

0 0 eλ3(ε)t







X, X ∈ R
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E��� λ1(ε) > 0 > λ2(ε) > λ3(ε)
6 ���?9#�G� ε 7*��������6�������� � 687!9#�%���w����� �G� ���5�

� ��������	��%9i���G�#���j7!6?6G�����Q7:��� ��� 	�� ������7�� ∆ε : Σ1 → Σ2
� �10 Σ1 = {(x, ỹ, z) | x, z ∈ R}

Σ2 = {(x̃, y, z) | y, z ∈ R} 7 ����� x̃, ỹ ∈ R
��� �N�i7����N�
�w��6���������� 6 ����9)
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Σ1
�%� Σ2
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����687!9���� �&%87���6��
�N�
�w��	�� ���&%��
�����5�86 �����Q9 x̃ = 1 ��� ỹ = 1 � � ���������?6 ���?9 (x0, 1, z0) ∈
Σ1
�!��� ���
� �*�o9i���G���%9 y1

�%� z1 ���
��
E��� ∆ε(x0, 1, z0) = (1, y1, z1) ∈ Σ2
� � 9����
�K�����������o7*���

��� �?�!� c 5 �a�.� G e ����� 6"�
� ��6 �����Q9

∆ε








x0

1

z0








=








eλ1(ε)tx0

eλ2(ε)t

eλ3(ε)tz0








=








1

y1

z1







.

� ��������� eλ1(ε)tx0 = 1 ⇒ λ1(ε)t = ln 1
x0

= − ln x0 ⇒ t = − 1
λ1(ε)

lnx0 ⇒ y1 =

eλ2(ε)t = e
λ2(ε)·(− 1

λ1(ε)
ln x0) = (eln x0)

−λ2(ε)
λ1(ε) = x0

−λ2(ε)
λ1(ε) � �#� 6G������� z1 = eλ3(ε)tz0 =

e
λ3(ε)·(− 1

λ1(ε)
ln x0)z0 = x0

−λ3(ε)
λ1(ε) z0

�

Σ

Σ

∆ ε

∆ε

ξ

(ξ )

1

2

y

x

z

������� ��� � � � � � �a7!6�6������r7:���¥��� 	G��������7�� ∆ε : Σ1 → Σ2

� �&�o9i���G���%	?���G���¥7 �^��9��N� 6������Q9i7����%	��%���j7!6?6G�����Q7:��� ��� 	G��������7��

∆ε : Σ1 → Σ2 :








x0

1

z0








7−→








1

x0
−λ2(ε)

λ1(ε)

x0
−λ3(ε)

λ1(ε) z0









E���
6"�
��� ����9i7��������Q9*#

∆ε :




x

z



 7−→




y1

z1



 =




x
−λ2(ε)

λ1(ε)

x
−λ3(ε)

λ1(ε) z



 . c 5 �a�.��� e
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	�� 9������?9����(�� �\���
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	?7��w�
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�������"
E��� Γ0

c �!���¥9��76��?9�� 5 � 5 �a� e � � ���������O687:9!�Q���w�����E��� ��� 	�� �� �G�
�
�N�'���?������6 ���G�!����� �Q��������	��Q9��Q9
���j7!6?6G�����Q7:��� ��� Rε : Σ2 → Σ1

cA����� 9 �76��?9�� 5 �Y�.��� e �

Σ

Rε

ε

ξ

(ξ)R

Σ

z

x

y

1

2

������� ��� � ��� � � �%	�� � �%������9i6	%G�����N� Rε : Σ2 → Σ1

� ���N�N� �?���G�*7 �������*9i7��N�
���S��� �  �G�������Jc 5 �a�.� 5 e 7����  5�\�������Jc 5 �Y���Y� e 687!9 ����	������Q� �
����9i6	%G�����N� 	�� ����7������ C1 � �
����7 ����6����"
E��� 
E��� ���a7!6�6������r7:���¥��� Rε

�
�\� ����	������Q������9G6	%��������
	��%�
�¥7������ C1 � 
 �
�m7!9

E�?����� 
E��� �
� ε = 0 � R0(0, 0) = (0, Z0)

�1�r7:9 ���
�¥7K�%��9i9��
�G6 ���G	 #
��7� ���G�
��� %?�����5���������"
E��� Γ0

c �����¥9#�¥7��76���9�� 5 � 5 �a� e � � �Q6"�
�G	87��w� �
687:9 ��� �&%87���6��
�N�
�w�
	����:7!9��¥7' ���� 	G������7������ C1 �����m6�������6 �����Q9 Z0 = 0 � 	 � �����%��� 7*�N�!���������87'6�� 	G�����j��9��"6������'�
���
�  �G��������7���7-�^��9����

ẋ = λ1(ε)x

ẏ = λ2(ε)y

ż = λ3(ε)z

�%� # 6?9�� ��9����?��� �o7��������
�����
�N�
�w� 
 �G� ��7  ��������� %?�����5���������"
E��� Γ0
�Q���?6"� y = ỹ = 1 ���

(x = 0, z = Z0)
�	� 7��������$6G��7�� {x = 0} �G�
�+6 �����w� �b7�� � 	?������687!9\�����
	��%��7��o9i76���
���o��� 9��

z = Cy
λ3(ε)
λ2(ε) , �10 Z0 = Cỹ

λ3(ε)
λ2(ε) = C.

� � �b7�� �����
�&%87��	6��������w��	G�%�:7!9���7' G���
� 	��%�
��7*����� C1

z̄ = z − Z0y
λ3(ε)
λ2(ε) .
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˙̄z = ż − Z0
λ3(ε)

λ2(ε)
y

λ3(ε)
λ2(ε)

−1
ẏ

= λ3(ε)z − λ2(ε)Z0
λ3(ε)

λ2(ε)
y

λ3(ε)
λ2(ε)

= λ3(ε)(z̄ + Z0y
λ3(ε)
λ2(ε) ) − λ3(ε)Z0y

λ3(ε)
λ2(ε)

= λ3(ε)z̄.

� ���������G��� �b7����i7��w� �
�
�&%?7��	6���������� 	�� �:7!9���7' G���
� c-	��#�
��7*����� C1 e � �����  ����������+
E���
�¥7
 �����
���!%?�����5���������"
E��� �%���?6"� y = ỹ = 1 �
� (x = 0, z̄ = 0) ��� 687!9\���¥9 	��%�=7����w���
�?7��w� �
��� 6"�
��� ���?6?6 �����%9 Z0 = 0 � �|�����5� ���
6�9i�  ����
�N� 	�� �&%��%9��&%��%9S	G�
� �i��������� ����� 6��%9��¥� 	���
 �G�
�
	�� �  �G������� 	87���� �G� �����������87'6��Q	�� �¥7  �����
���)%����m� �
��������
E��� Γ0

6 ����9 ε 6"�%�����=���
9o7*�������
#%�&%��Q9��&%��Q9 ���
�g6 �����w��� ���5�
�S	�� ���j7!6?6������r7I���¥��� 	���6?9��������Q9g9����o���?9 Pε = Rε ◦∆ε

���	0 Pε :

Σ1 → Σ1
� ������� �&%��%9��&%?����� 	?����� ���
� 6 �����w��� ξ ∈ R3 ���
�.
 �G� Pε(ξ) = ξ = (Rε◦∆ε)(ξ)

�

� ��� 7����i9����m7����"�%9�� 	�� �^��9�� �����%9#��� 6?9i�  G�"�
�N� ���G�%	����%��������	��%9��Q9
��� ��� ���Q9�����	�� Rε

�%��	G�
�&%��Q9��&%��Q9 ����� ξ ∈ R3 ������
E��� ∆ε(ξ) = R−1
ε (ξ) � � 9�� Rε

�
�\� ��� 	������Q������9G6	%��������
	����
��7*����� C1 ��� 
E���"����6�����
 �G�*
E��� R−1

ε
�
�\� ��� 	�� � �%������9i6	%G�����N��	��#����7������ C1 � �|�����5�

687!9K���&�
%��Q�!9
�
�N� 	�� ��7 �m�  ��������5� R−1
ε : Σ1 → Σ2

6������ ��� ���Q9��¥9��5�g6 ����9 ξ 6?9��
�N	��
(x0, z0) = (0, 0) �

R−1
ε (ξ) = R−1

ε (0) +
∂R−1

ε

∂ξ
(0) ξ + o(|ξ|).

� 7$�^��9�� �����m6?9����
�
	G�
�w��� �
�\�� G���
� �%�����E��� �
� ����7������ C2 � � ���N���=��� ��� �������������N���
�S�
�
�
�¥7������ C1 �I7�� ��9�������	?�����G� �o7�6?9��
�G��� 	87���� ��� ���
�N��� 5 �a�.� 5 7:6?9
��� ���%�i��� 	����m�����G�i9o7:���¥�����

�|�����'�¦6 ���i���G�

R−1
ε (0) =




β1(ε)

β2(ε)



 et
∂R−1

ε

∂ξ
(0) =




aε bε

cε dε



 .

� ��6"�
��� ���?6?6 �����%9 det[∂R−1
ε

∂ξ
(0)] = aεdε−bεcε > 0 c-�r7:9 R−1

ε
6?9������%9���� ���j�!9������w�V7:���¥��� e

�%� dε 6= 0 � �r7:9 d0 6= 0 687!9S��� %  6 �!�
%	�
��� cWI � G e � 	 �!�2� ��� �G������	G�¥�����S�����r7�� d0 = 0 � � �����
	��j7' ��9�	��G�i����� ε = 0 � �|�����5�

R−1
0 (ξ) = R−1

0 (0) +
∂R−1

0

∂ξ
(0)ξ + o(|ξ|).
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� 9�� R−1

0 (0) �%��9i9��
�i6 ����	 #���7  �����
���!%?�����5���������"
E���5� � ������� R−1
0 (0) = 0 	��j�	0

R−1
0 (ξ) =

∂R−1
0

∂ξ
(0)ξ + o(|ξ|).

(*9
����	�� ξ = 0 �8��� 7�	?����� 
E���

R−1
0 (ξ) ∼= ∂R−1

0

∂ξ
(0)ξ =




a0 b0

c0 d0



 ξ. c 5 �a�.� ` e
, ��� � {e1, e3} ����� �����%�����?9���	��
�¥7- 87���� 6?9G��6?9��
�%��9i9��
�G6 ���G	87��w��7��.���:7������?9��
6�9i��6?9��
�

λ1
��� λ3

� � ���������

R−1
0 (e3) =




a0 b0

c0 d0



 e3 =




a0 b0

c0 d0








0

k0



 = k0




b0

d0



 = k0




b0

0



 ,

�10 k0 > 0 �
�\� �o9��
�$6"�%��� � �Xa
�Q���N�%�i9��"
E���������w� �"�¥��9��

E��� b0 > 0 �%� b0 < 0 � ���B�  ������
�w�
	����.� ���&%����=7*��	�� � �%9��������+
 �G� ���j���&6?9��
���
�w���-#N�¥7 �	6��?9�� 5 �a�.� `.� � � �������+
 �9�a7��G�
���(	G�
�

	����.� ���%�Q��9G9����i6 ����	 #K��� %  �6 �!��%	�����dcWI � G e ��� 
 �G� ���m6G���"
E��� 
E��� d0 6= 0 �

x

y

z

Σ1

Σ2

R-1

e3

)3R (e
-1

7 H�9
b0 < 0

x

y

z

Σ1

Σ2

R-1

e

)R (e

3

-1
3

7 P*9
b0 > 0

������� ��� � ��� � �g���������87'6�� 	G���¥7  �����
���!%?�����5�������G�"
E��� Γ0
�¥��9��

E��� d0 = 0

U 7*���w�����87��w� �8687:98c 5 �a�.� � e �?��� 7

R−1
ε (ξ) = ∆ε(ξ)

��� �%�����������������w�����
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


β1(ε)

β2(ε)



 +




aε bε

cε dε








x

z



 +




o(x, z)

o(x, z)



 =




x
−λ2(ε)

λ1(ε)

x
−λ3(ε)

λ1(ε) z



 =




y1

z1



 . c 5 �a�.� H e

� ����7K�Q����	G��� ��7���� 	��
��� ��
E�87:���¥���G� �������:7��w���
�%$

β1(ε) + aεx+ bεz + o(x, z) = x
−λ2(ε)

λ1(ε) c 5 �a�.� K e
β2(ε) + cεx + dεz + o(x, z) = x

−λ3(ε)
λ1(ε) z. c 5 �a�.� � e

� �����S	��a75 ��9�	��w���N�o7���� 687!9 ��� %  6 �!�
%	�
���,cWI � 5 e 
E��� λ1(0)+λ2(0) > 0 � � ����7�9��
�\������9o7��
	87��G� ��� �����������87'6��K	�� ε = 0 � �'� �
�G� � # �:	��¥9��3
 �G� λ1(ε) + λ2(ε) > 0 6 ����9��G� ε 7��������
6"�%����� � � ��������� ��� 7 
E��� λ1(ε) > −λ2(ε) > 0 �
� 
E��� ���m6G���"
E��� 
E��� 0 < −λ2(ε)

λ1(ε)
< 1 �

( ���i����� r(ε) = −λ2(ε)
λ1(ε)

∈ ]0, 1[ � � 9��E��� ��
E�87I���¥���(c 5 �Y��� � e 6"�
��� ���|9��
���Q9�� 9�� �Q���N�N������� ��$

G(x, z, ε) := β2(ε) + cεx + dεz + o(x, z) − x
−λ3(ε)

λ1(ε) z = 0.

� � 7N	?����� 
 �G�
∂G

∂z
(x, z, ε) = dε − x

−λ3(ε)
λ1(ε) +O(x2, z).

�#�B6��������O��� 
E��� λ1(ε)
� −λ3(ε) > 0 �
��
E��� ���m6G���"
E��� 
E��� −λ3(ε)

λ1(ε)
> 0 � ��� 7��¥��9��

∂G
∂z

(0, 0, ε) = dε 6= 0 ���|���G�'�S687!9 ���*�
%��Q��9��
�N� 	��
� �^���������¥����� ����6������
� ���
��� G(x, z, ε) = 0

6"�
��� ��� �
�%9�� 9��

z = h(x, ε) = δ(ε) + γ(ε)x+ o(x) �86 ����9 x, ε 6"�%��� ��� c 5 �Y��� Z e
�10 δ(ε) �
�\�N	�� � �����!���"6���� 
E��� −β2(ε)

dε

� γ(0) = − c0
d0

����% ���G�N	�� �
�¥7������ C1 � ( 7!9
�Q��������
 �G�
�w� �"��� ��
E�87:���¥��� c 5 �a�.� K e 6������ ����9����
�Q9��¥9���7*������� $

F (x, ε) := β1(ε) + aεx+ bεh(x, ε) − xr(ε) + o(x) = 0.

	 � � ���������i7��w��c 5 �Y�.� Z e �?��� �  ������
�w����� ��
E�87I���¥��� �������:7��w���$6?9
����	�� x = 0

F (x, ε) = β1(ε) + aεx+ bε[γ(ε)x+ δ(ε)] − xr(ε) + o(x) = 0 ⇐⇒

F (x, ε) = [β1(ε) + bεδ(ε)] + [aε + bεγ(ε)]x− xr(ε) + o(x) = 0. c 5 �a�.� 5   e



5�G
� ���������G�?����� �' ������?�����+
E���

∂F

∂x
(x, ε) = [aε + bεγ(ε)] −

r(ε)

x1−r(ε)
+O(x) 6= 0 c 5 �a�.� 5�5 e

�%�S�
�5� 6 ���?9 (x, ε) �i9
�
� 6?9��
� 	G� (0, 0) � 	 � �����%��� 6 ���?9 x 6?9��
� 	G� 0 � O(x) �
�\�O�o9��
��6������ �
�%� r(ε) ∈ ]0, 1[ �
� 
E��� ����6�����
E��� 
 �G� r(ε)

x1−r(ε)

���G� �i9
�
� 6�9o7��G	���, �?6?6 ���i���G�
�=7����w���
�?7��w�

E��� ��� �2�5���\��� x1, x2

���
�*
 �G� F (x1, ε) = F (x2, ε) = 0 �)(�7!9 ��� �
%��Q�!9
�
�N�(	�� 
 �������5�
�
����7 ���m6����"
E��� 
E��� ��� �2�5���G��� x3 ∈ ]x1, x2[

���
� 
E��� ∂F
∂x

(x3, ε) = 0 � � ���w�o9i7�	�������� ���B7 �����
c 5 �Y�.� 5�5 e 6 ���?9 (x, ε) 6?9��
��	�� (0, 0) � � ��������� F (x, ε) 6 �������
	���7��&6����G� �G����9o7��������
	87*���
���&6"�%����� �����������87'6�� 	G� (0, 0) 	��f�10 ��� �b7*� � 
E���%���#�� �G�
�
�N��c 5 �Y��� 5 e 6 �����
��	��+7��&6������ �G�
�� �����%����������� 	87�������� �����������87'6��
	��%�¥7  ���G�
��� %?���m� �
��������
 �G�|6 ���?9 ε 6"�%��� ���


 ��6w7:9�	?���G�#�m7����w�����87��w���10 �:7"7:6?687!9i7��¥�i9��%���%�� ����� �����N� ��� 	��Q6"�
�G	87��N�������#	�� �����
�
�%9G�o7������ �:7����
�?9 β(ε) 
 �G����������7���� ����� 	G�%���%9��N�����%9��7( 7!9 c 5 �a�.� 5   e �?���&�  ������
�w�*
E���
F (x, ε) = 0 ⇐⇒ xr(ε)[1 − (aε + bεγ(ε))x

1−r(ε) + o(x1−r(ε))] = β1(ε) + bεδ(ε).

� �Q6"�
�G	87��w� �¦6?9��
��	�� x = 0 �8��� 7

1 − (aε + bεγ(ε))x
1−r(ε) + o(x1−r(ε)) ∼= 1.

�|���G�'� F (x, ε) = 0 ���j7 	�� �G���������¥��� 
E��� ��� β1(ε) + bεδ(ε) ≥ 0 � 	 � �����%� � ��� 6"�
���
�
�%9�� 9��

x [1 − (aε + bεγ(ε))x
1−r(ε) + o(x1−r(ε))]

1
r(ε) = [β1(ε) + bεδ(ε)]

1
r(ε) . c 5 �Y��� 5 � e

���������������w�#��� β1(ε) + bεδ(ε) ≥ 0 � � � ��
 �?7:��� ���=c 5 �a�.� 5 � e 7N���G� �G���������¥��� ���G�"
E���+687!9����
��%G�Q��9��
�N��	G�
� �^���������¥����� ����6������
�����
�Q�r7:9

H(x, ε) := x [1 − (aε + bεγ(ε))x
1−r(ε) + o(x1−r(ε))]

1
r(ε) − [β1(ε) + bεδ(ε)]

1
r(ε) = 0

�
�\�����
����� 
E���
∂H

∂x
(0, 0) = 1 6= 0.

(�7:9 �Q��������
E��������� F (x, ε) = 0 6 �����
��	�� ����� ������
E��� �i��������� ��� x = x(ε) � ��9���
E���
β1(ε) + bεδ(ε) ≥ 0 � U 7����w���
�87��w���86 ���G�����

β(ε) := −dε[β1(ε) + bεδ(ε)].



5 �
( 7!9
��� ��
E�87:���¥���Fc 5 �a�.� 5 � e � ���(�!��� � 
 �G� x = 0 ���=�%�
���
�����
�N�
�w�
��� β(ε) = 0 �
� 
E���

����6����"
E��� 
E���f��� 7 ������ ���G�
���3%?���m� �
��������
 �G� ���Q�%� ����������������� ��� β(ε) = 0 � � 9���687!9
��� %  �6 �!�
%	�
��� (H.4) � ��7  ��������� %?���m� �
��������
 �G� ����6"�
����� �G���G���Q9�6 ���?9 ε 6= 0 � 	 � �����%� �
687!9 %  �6 �!�
%	�
���'�:����7 �����  ��������� %?�����5���������"
E��� ��� ε = 0 ��� 
E��� ����6�����
 �G� 
 �G� β1(0) =

β2(0) = 0 � � �����N� −β2(ε)
dε

�
�\�%	�� � �
�N� ����6���� 
E��� δ(ε) � 7*�¥��9�� β2(0) = 0 ����6�����
E���

E��� δ(0) = 0 � � ��������� β(0) = −d0[β1(0)+b0δ(0)] = 0 � ,5�?6?6 ���G����� �=7*���w�����87��w� 
E�������
�� �\���
�N�Pc 5 �Y�.� 5 e 7 �����  ���G�
��� %?�����5���������"
E����6 ���?9 �G� ε0 6= 0 � � �"6�9��
�G	 ε0 > 0 �i7����
6"�Q9G���K	��36��
���%9o7���� ���'� ( 7!9%�
�3
E���g6?9������
	G�'�����47 
E��� β(ε0) = 0 = β(0) � � 9�� ���!�o���G�

E��� β ∈ C1 � �Q7!9 R−1

ε ∈ C1 � � � ��9����w687!9Q������%��%��9
����� 	�� 
 �������5�����I�2�5���G��� ��� ε1 ∈]0, ε0[

����� 
E��� β ′(ε1) = 0 � � ���w�o9i7�	�������� ���&7 ���
����� %  �6 �!�
%	�
��� (H.4) �

�|�����'� β(0) = 0 ���G����7��Q����	G� ��� ��� 6��%���N�%�o9��"
E����	������ � �5���G���
������	�� �����3 �����
��� %?� �
���5�������G�"
E���'� � �
�K	����.� ������6w7*��� ���
� β(ε) < 0 �%� β(ε) > 0 �Q��9G9��
�G6 ����	��
�w�m7��.� 	��
�.�
6 ���������¥����� 	�� ��7(�:7!9����%���!�����\�V7' G����687!9�9i7!6?6 ��9G��# �¥7 �:7!9��������!�G�o7' ���� c �����¥9������ �76��?9��
�
5 �a�.� 5 ��� 5 �Y���Y� e �

U 7*���w�����87��w� �1�b7����G��������7K	����G�������%���¥��� �
�w�i9�� ���%�r7���	�� �¥7� ���������%�����m6����%�%���
�
����� 	��
��7! ����������7 ���
���o�!9���� ����� ���!�o���G� 
E��� ��7%	����G�������%���¥�������*� �%9o7�687!9 �������"6�����	���687!9i7����%�o9��
d0

	G���¥7 �=7I�o9����
�



a0 b0

c0 d0



 .


 7!6?6"�
� �����
�o����� 	��a75 ��9�	 ��� ��
E�87:���¥��� c 5 �Y��� ` e ��� �i�����

R−1
0 (e3) = k0




b0

d0



 . c 5 �Y��� 5�G e

c 5 e Cas simple

� 7��G� ��� �r7�� 	�� �¥7  �����
��� %����m� �
��������
E��� ������6�����c �o7��G�m�o�!9���� ��� e � ��� 7 
E���
d0

���G���G�o9��������
�N�
�w� 6 ����� �����Q$I�
���
� �
�G� 6��%�������o9��"
E���
�N�
�w� ��� ��	��
�w�����?9 ��7 �76���9��
5 �a�.� H��%� ���'�"�
� �%��������	��%9o7��w�fc 5 �a�.� 5�G e � � � �o7���� ��6w7����
�N�
�w�*
E��� ������ �
���������������
�:7�7!6?687:9o7�� �o9������ �%�#���
�G���
�N�
�w�
��� β1(ε) + bεδ(ε) > 0 � �|�����5� �%�����N� d0 > 0

����6����"
E��� 
E��� dε > 0 6 ���?9 ε 6"�%��� ��� 7*�¥��9�� ��� �� �
��� �����������#�:7=7:6?687!9i7��¥�i9������ �%�



5 `
���������������w�����

β(ε) = −dε[β1(ε) + bεδ(ε)] < 0

c �!���¥9 �¥7 �76��?9�� 5 �Y�.� 5 e �
cL� e Cas avec torsion

� 7��G�Q��� �r7*�Q	G� ��7  �����
��� %?����� �
�������"
E����7 �������i��9����¥�����:��� 7!
E��� d0
���G� �G�i9����%��� �

�N�
�w� ����6w7:��� � $B�
�
���G���G� 6��%���N�%�o9��"
E�����������=��� ��	G�
�w� ����9 ��7+�76��?9�� 5 �a�.� H#�%�=�
�'�*�
�
�Q��������	��Q9i7��w�Qc 5 �a�.� 5�G e � � � �o7���� ��6�7������������ 
 �G����� �� 5�����������N� ���
�:7�7!6?6?7!9o7�� �o9��
���=�%�%���������������w�%��� β1(ε) + bεδ(ε) > 0 � �|�����5� �Q���N�N� d0 < 0 ����6�����
 �G� 
E���
dε < 0 6 ���?9 ε 6"�%��� ���87��¥�!9�� ���
�� �
���������N� �����:7 7!6?687!9i7��¥�i9�� ��� �%� ���������������w�����

β(ε) = −dε[β1(ε) + bεδ(ε)] > 0

c �!���¥9 �¥7 �76��?9�� 5 �Y�.�a� e �

x

y

z

Σ1

Σ2

e3

)3R (e
-1

R-1

7 H�9
d0 > 0

x

y

z

Σ1

Σ2

e3
R (e3)

-1

R-1

7 P*9
d0 < 0

������� ��� � ��� � 8O�����
����������6����,c d0 > 0 e ���|7 ���
���o��9����¥��� c d0 < 0 e

�

\]�*	�	��F<�� L1� <��
{^B8UXP
F : R2 → R2 <GW E	U ��RCB8wvB8>b@Q}GU;M=wv:`EG: Y=9K48MCMj: C1 ]iH
9;B8>DMCoi@QB8<?>

X
@�>DOCM,EG:

(x1, x2) = (0, 0)
o
F
@Q:=<GP/MQ_aRCY=>VUX>D:�YCB8wFwv:
M=<GUXP �

F (X) = F (0) +
∂F

∂X
(0)X + o(|X|).



5 H
���������
	���
���� ������� 	 � �����%� �¦6 ���i�����

F (X) := (F1(X), F2(X)),

�10 X = (X1, X2)
�%� F1, F2 : U → R

�i���w� 	G�����Q9����w����75 �������7 ���
� U ⊆ R
2 ��� �!���������87'6��

���G���Q9\� 	�� 0 	?7����
R2 � , �����
�w� ξ, ζ ∈ U � � � ��9����
687!9���� ��%��%��9
�����N	��N��7 �m�  ��
�����5�=���

�2�5���G��� z1, z2 ∈ U ���?9����
����6��N�
�w��9������¥7��w� ξ �%� ζ ���
��� 
 �G�

F1(ζ) − F1(ξ) = ∇F1(z1) · (ζ − ξ)

F2(ζ) − F2(ξ) = ∇F2(z2) · (ζ − ξ) .

� ���������

F (ζ) − F (ξ) − ∂F

∂X
(ξ) (ζ − ξ)

=




∇F1(z1) · (ζ − ξ)

∇F2(z2) · (ζ − ξ)



 − ∂F

∂X
(ξ)(ζ − ξ)

=








∇F1(z1)

∇F2(z2)



 − ∂F
∂X

(ξ)



 (ζ − ξ)

=









∂F1

∂X1
(z1)

∂F1

∂X2
(z1)

∂F2

∂X1
(z2)

∂F2

∂X2
(z2)



 −





∂F1

∂X1
(ξ) ∂F1

∂X2
(ξ)

∂F2

∂X1
(ξ) ∂F2

∂X2
(ξ)







 (ζ − ξ).

� ���N��� z1 ��� z2 �i����� ���?9S��� ����6��������
9��
����7��w� ξ �%� ζ ��7�� ��9�� z1, z2 −→
ζ→ξ

ξ � � 9�� ∂Fi

∂Xj

�i���w�
�Q���������E�����4c ∀ i, j = 1, 2 e ��� 
E���Q����6�����
E��� 
E��� ∂Fi

∂Xj
(zi) −→

ζ→ξ

∂Fi

∂Xj
(ξ) c ∀ i, j = 1, 2 e �

�|���G�'�



∇F1(z1)

∇F2(z2)



 − ∂F

∂F
(ξ) −→

ζ→ξ




0 0

0 0





	��f�10 ��� �b7���� 
E���

F (ζ) − F (ξ) − ∂F

∂X
(ξ) (ζ − ξ) = o(|ζ − ξ|).

( ���i����� ζ = X �%� ξ = 0 � � �������

F (X) = F (0) +
∂F

∂X
(0)X + o(|X|).

�
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�
�¥7������ C1 � � ���%�Q����	�� ���¥���!��� �N�o7��w���-#���7�9��r7������i7:��� ��� 	��%���%�i��� %E �6 �!��%��
�������%9o7 �^���?9 �
�����=687!9 ������%��%��9
����� 	G�4I|7!9\���m7�� 
E��� ������� ���?�����%�������
� �h7!6�9
�
��� (E���?9 ��� ���?������� 	��

��%G�Q��9��
�N�'� �?���G�O7 ������� �i�����Q	��j7' ��9�	� ����i������	G��	��2�1��� 9Q�¥7
�?�!��� ���K	���9��
�G���87��G�
�'� �������
9���6w7!9�	?����������� 	���� �  �G���������#	87*���

Rd �

24��+�!
�2��� 03! <�� [1� <��
	iWZ: YCB89X9;:CY=PlUxB8W EG: 684	9;:=<G>DM @�>DBC@�>D:CM
Λ = (λ1, λ2, ...., λd)

:CM=P
>DRCMjB8W�4	WQP': M=U#YC:CMI684	9;:=<?>DM�MjB8WQP/>D:=9LUxRC:CMT@\4	>`<?WZ:m>C:=9K4	PlUxB8W EG:`9K4	� B8>Vwv:

λk =

d∑

i=1

miλi

@QB8<G>,<GW
λk ∈ Λ

oAB��
m = (m1, m2, ...., md) ∈ N0

d = {N ∪ {0}}d
:=P ∑d

i=1mi ≥ 2
]

�#:=PlP':�>D:=9K4	PlUxB8W�:CM=P�4=@N@Q:=9;RC:|>DRCMjB8W�4	WZYC: :=P,9;: WZB8w kh>C: |m| =
∑d

i=1mi

9e_aB8>rE	>D: EG:79K4
>DRCMjB8W�4	WZYC:h]

� 	1��	�9 % � <>� [N� <��m3^4�>D:=9K4	P�UxB8W
λ1 = 2λ2

:CM=P�<GWZ: >DRCMjB8W�4	WZYC:vE�_aB8>eE	>D:
2
o
2λ1 = 3λ2WZ_a:CM=P\@\48Mt<?WZ:T>CRCMjB8W�4	WZYC:Co

λ1+λ2 = 0
:CM=P5<GWZ: >DRCMjB8W�4	WZYC:+E�_aB8>rE	>D:

3
o Ye4	>AYC:=P�Pb: >D:=9K4	PlUxB8W

:=WQPl>e4��XWZ:m9;:CMI>CRCMjB8W�4	WZYC:CM
λ1 = 2λ1 + λ2

:=P
λ2 = λ1 + 2λ2

P'B8<GPb:CMSEG:=<	s7E�_aB8>rE	>D:
3
]

� �������i���N����� �=7*���w�����87��w��6?9
���*#K���?�������Q9 ��� �
%��Q��9��
�N�%	��JI|7!9\���m7����
$ 7 ��0>��?�	�� <�� [1� <�� ��
 � {^B8Ux:=WQP n ∈ N

:=P
Γ ∈ Md(R)

<?WZ:�w 4	P�>VUxYC:FWZB8W M=UXW��	<?9LUxO=>D:h]
H
9;B8>DMCodUX9i:rs1U;M=P':�<?W :=WQPlUx:=>

N = N(n) ≥ 2
4	6	:CY�9;:CMt@�>DBC@�>VUxR=P'RCM�M=<?UX684	WQPb:CM�� �+B8<?>mPbB8<?P

M=pjM=P'O=wv:,E�_aRegh<\4	PlUxB8W\M,E	U ��R=>D:=WQP�Ux:=9X9;:CM

ẋ = Γx+ Ξ(x), c 5 � G � 5 e
B��

x ∈ Rd
o

Ξ(0) = ∂Ξ
∂x

(0) = 0
o

Γ
:CM=PmPb:=9X9;:�gh<Q:vMj:CMv684	9;:=<?>DM,@�>CBC@�>D:CMvWZ:�Mh4	PlU;M � B8WQP

4	<QY=<?WZ:�>D:=9K4	PlUxB8W EG:�>DRCMjB8W�4	WZYC: E�_aB8>rE	>D: ≤ N
:=P

Ξ(x)
:CM=PS<GW E	U ��RCB8wvB8> @Q}GU;M=wv:7EG:

Y=9K48MCMj:
CN

@QB8<?> |x| @Q:=P�UXPXo`4	9;B8>DM�UX9T:rs1U;M=P':�<GW YC}\4	W��G:=wv:=WQP y = R(x)
o`B��

R
:CM=P�<GW



5 �
E	U ��RCB8wvB8> @Q}GU;M=wv:`EG:FY=9K48MCMj:

Cn
ou>r4	wv:=W�4	WQPu9;:mM=p�M=PbO=wv:

(1.3.1)
4	< M=p�M=PbO=wv:`9LUXWZRe4	UX>D:

ẏ = Γy.

� � � � � , � 
 � � � � � � � 	 �8c n e
� 7�6?9��
�G��� 	�� �
%��Q�!9
�
�N�=6�9��
���
	����w� �^���?9��G� ����� �&%?��� � 	�� N(n) ����� 	����=7��G�"�Q9��

��
E��� �:7����������'� 	G� λ = λ(n) = N(n) − n � ��������7����¥����� �^���?9����¥9 ���
��� �1		��������������# �¥7
6?9��
�G����	��fI 7!9G���=7��9�"�¥7��m7������Q9���	��+�o9i���G���%9 ��� λ ∈ N

��� �N�o7*���N�
�w� ����������6 ���?9���7
�������r7:9����i7:��� ����	����� �G�
�
�N� (1.3.1) � � �!�i�����)
 �G�#����� ��� �N�o7*���N�
�w�S�
���������#���m6G���"
E��� 
E���
�
���i��� �b7��%��� 	��+�i9i���5���Q9���� λ ��� �
�\�|6?9G�  87' G���
�N�
�w��687�� ��7��N�
���������?9��5� �g�����
� 	?����� ���%�G���
�m7����"�%9�� $

, �����
�w� {λ1, ..., λd} ��� �
�G���
�- �����	����Q�:7����
�?9�� 6�9i��6?9��
�Q	�� Γ ���
�7
E��� Reλi 6= 0 ( ∀i =

1, ..., d) �?6 ���i���G�
γk = eλk c 5 � G �a� e

�%� �G����������7.� α ∈ R
������� 
E���

0 < α < min
k=1,..,d

{|γk|,
1

|γk|
} < a < 1.

� � ��9���� λ 6"�
��� ���o9���6 �����%�%�����N�
�%�o7��w�

λ = λ(n) = min{δ ∈ N | An,d · d2 · aδ

αn+2
< 1},

�10&��� 6 �����
An,d =

(d+ n− 1)!

n!(d− 1)!
c 5 � G � G e


E���I�
�\� �����?���  ?9�� 	�� 	��Q9������
�
��687!9\�����������
� 	��f��9�	�9�� n 	�� �����+�^���������¥��� # d �:7!9��¥7' ����
��� � �
6 �����+7��������

N(n) = λ(n) + n. c 5 � G � � e



� �������	��

� �

� � � � � � � � � �2;���� � � � � � � � > � 3 ��� ��� � �

� �*6�9o7��G	��m7:��%G�
�m7:�����
������,����%6	%���� ,5�m7�����7%	�� ��$�� � 7��
%��Q��9�����	����&%87!����7 �^9i7!6?6"�
	�� �����Q���?6 ����9G���
�E���S	��%���Q9��N���G�����N�'� ���
����� �:�
�E�%�o7' ��������i7��w� ���j���N��� 6?9������
�G�
�Q	�� ��� ����6?9���� � �
���� ������ �����%�����N�|�i9o7���� �^����	?7������w�V7�� 	G�
��� �2� 6��%9����
�����	� � �|7���� �
���i���+�!6�����
 �G�'�����
� ��������� �
��� �7
E���
�S�%�O6������ 687!9\�����
�����"�Q9��
�N�
�w�Q�����S�m7:��%G�
�m7:�����
���������!���w� 	?� �����i7  ��Q9 	G�#�Q�����^9i���w���Q9
�
���i�����
%��Q�!9�����7*����� �:	��%���Q9��N���G���G��� �
� ��7 	G���1�������i7��w�#	��%�m7������Q9��|9��"6!���?9��������5�

� 7*��� �
���&%87!6����o9��'�E�?�����O7���� ����� 	��2�1���¥9Q	����=7��G�"�Q9���9��"6!���?9�����������7%�?�!���¥���N	��#�&%?7!���
�%� �?����� �^���?9���� 9i���G�!��� �%9������Q9�� 	�� �%����687!9o7*���i��� �
�w�o9�� �¥7 	5 5�?7�����
E��� 	�� ���Q9\�V7������
�� �\���
�N�
��� (�7:9 ���3�b7���� � �
�N�'� �?���G��6 ���?9i9G����� 	��������%9 ����� ��� ��	������
� 	�� ��7 6?9����������
�
	��(�&%?7!��� 	87*��� ������ �\���
�N� 	�� � �!9��
��� �¥�!9��#	G� ��7� ���� ��9��r7I���¥��� 	��j7!6?6?7!9������¥��� 	��(�&%?7!���
c �!���¥9 �¥7 �����%��� ��� G � G � G e �

�5������
(!
�d$')�$ ��$ �S)�. - � -��,-t&��#"i-
�������m7���� ����� �m7����w���
�87��w�K�����i9i� 	���� 9�� �¥7 ���!��� ��� 	�� 	G �87��N�"
E��� 	������Q9��%��� 
E��� ���G�

# ��7  87���� 	�� �¥7 	��2�1��� ���¥��� 9��"6!���?9�������� 	G� �&%87!����� � ����� 	��j7' �!9�	��S�Q��������	��%9i���G�!�����

7!6?6G�����Q7:��� ��� f : X → X �����G� 6 �����w� x0 ∈ X �

� 0����*��� 03! $ � �������������������%9i���G� ��7 �?�:�V7:���¥��� fn(x0)

E��� ���"6���� �1�Q9i7 
E��� ��������7!6?6����"
E��� �

9i����� f n �^�����U7�� 6 �����w� x0
�5� ���G� � # �:	��¥9�� fn(x0) = f ◦ f ◦ · · · ◦ f

︸ ︷︷ ︸

n �������
(x0)

�

24��+�!
�2��� 03!FLN� <��W<��T3`_aB8>~khUXP': E	<,@QB8UXWQP
x0

MjB8<NM�9e_ 4=@N@�9LUxYe4	PlUxB8W
f
:CM=PuEGR��uWQU\@\4	>�9K4�M=<GUXP':

EG:�@QB8UXWQPXM {x0, x1 = f(x0), x2 = f(x1) = f 2(x0), ..., xn = fn(x0), ...}
] �#B8wFwv:vB8W

4=@N@�9LUlgh<Q:
f
c�P':=w
@QMvE	U;MjY=>D:=PXMComB8W�@\4	>=9;:v4	UXW\M=UAE�_ <GW M=pjM=P'O=wv:|E	p8W�4	wFUlgh<�:�E	U;MjY=>D:=P ]#3�:



�! 
@QB8UXWQP

x0

:CM=P
<GW @QB8UXWQPi@QR=>VUxBhE	Ulgh<Q: MQ_ UX9t:rs1U;M=P': <GW
m ∈ N

	'4=@N@Q:=9;R�@QR=>VUxBhEG: EG:
x0 � P':=9gh<Q:

fm(x0) = x0

]�3`_aB8>~khUXP':IE	< @QB8UXWQP5@QR=>VUxBhE	Ulgh<�:
x0

EG: @QR=>=UxBhEG:
m

{x0, f(x0), f
2(x0), ..., f

m−1(x0), f
m(x0) = x0, f(x0), ...}

:CM=PT4=@N@Q:=9;RI<?W Y=pNY=9;: EG: @QR �
>VUxBhEG:

m
]

� 	1��	�9 % �(LN� <��W<�� �#B8W\M=UlEGR=>DB8W\Mm9e_ 4=@N@�9LUxYe4	PlUxB8W
f(x) = −3

2
x2 + 5

2
x+ 1

] �TW�>D:=w 4	>rgh<�:
gh<Q:

f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 0
]TH
UXW\M=U;o`9;:CM�@QB8UXWQPXM

0
o

1
:=P

2
MjB8WQP`P�>DB8U;M�@QB8UXWQPXM

@QR=>VUxBhE	Ulgh<�:CMIEG:T@QR=>VUxBhEG:
3
	 6	B8UX>m9K4 �
�	<G>D: �G]��N]�� � ]

21

1

2

x

f(x)

5/6

������� � ��������� �  5������	���6��%9�� �5	�� 3

24��+�!
�2��� 03! LN�W<�� LN�t{^B8UXP���<GW :CMb@\4GYC: wvR=Pl>VUlgh<�:h]
�TW7E	UXP gh<d_ <GWZ:�4=@N@�9LUxYe4	P�UxB8W
f : X →

X
47<GWZ:FEGRb@Q:=W�EN4	WZYC:
Mj:=W\M=Ulkh9;:,4	<ys�YCB8W�E	UXPlUxB8W\M`UXWQUXP�Ul4	9;:CM MQ_ UX9 :rs1U;M=P':S<GW

δ > 0
P':=9 gh<�:

@QB8<G>SPbB8<?P
x ∈ X

:=P%@QB8<G>SPbB8<GPT6	B8U;M=UXW�4 �G:`f EG:
x
o UX9 :rs1U;M=P':S<GW

y ∈ N
:=PT<?W

m ∈ NPb:=9�gh<�:
d[fm(x), fm(y)] > δ

]

24��+�!
�2��� 03! LN� <>� [N� �TW E	UXPZgh<u_ <GWZ:t4=@N@�9LUxYe4	PlUxB8W
f : X → X

:CM=P�PbBC@QB89;B �	Ulgh<�:=wv:=WQPuPl>e4	W\M=UXPlUX6	:
M=U @QB8<?> P'B8<GP':�@\4	UX>D:(E�_a:=W\Mj:=w kh9;:CM B8<G6	:=>VP M 	5o�� ⊂ �mo�UX9`:rs1U;M=Pb: <?W

k ∈ N
P':=9
gh<Q:

fk(U) ∩ V 6= ∅ ]



� 5
�5���5��� �+* �,. - �����S)����	�m*,$b. �,) � � ���," �
�,$��
�
-
�������g7����¥����� �=7*���w�����87��w� ���w�i9i� 	����¥9�� �¥7#�?�!���¥��� 	G� �� �G�
�
�N� 	5 5�?7�����
E��� �&%87!�:���"
E���5�

� � �2�5���G��� 6����������
�?9��
	�������� ���¥�����
	G�N�&%?7!���%	87����%��� �� �\���
�N�K	G �87��N�"
E���K	������Q9��%��� �
�Q9 �
�V7*������� �%�o7��w�
6������)�^�!9G����� ��� 	��j7����i9��
� �m��������� ������� �&%������������G����� �¥7�	G���1������� ��� �������:7��w���5�
�r7:9=�
�����S���j7!6?6����"
E��� # �G��� 6�9i7���	��S�
��7*����� 	�� �^��������� �����=��� �
�����S�
�G�*7�������� �b7��������)#����Q9�� �1�Q9��
( ���?9�6������ 	G��	G�%�V7*�������G�����¥9 	87��G� � 2 ���

24��+�!
�2��� 03! LN� LN� <>� �TW E	UXPtgh<�:I9e_ 4=@N@�9LUxYe4	PlUxB8W
f : X → X

:CM=P+YC}\4GB8PlUlgh<�: M=<?> � M=U��
� � f 4v<GWZ:,EGRb@Q:=W�EN4	WZYC:�Mj:=W\M=Ulkh9;:,4	<ys YCB8W�E	UXP�UxB8W\M�UXWQUXP�Ul4	9;:CM �
� � f :CM=P/PbBC@QB89;B �	Ulgh<�:=wv:=WQPuPl>r4	W\M=UXP�UX6	: �
! � 3i:CM @QB8UXWQPXMT@QR=>VUxBhE	Ulgh<�:CM,EG: f MjB8WQPtEG:=W\Mj:CM,EN4	W\M �,]
� 	1��	�9 % �(LN� LN�W<��+3I_ 4=@N@�9LUxYe4	PlUxB8W

g : S1 → S1 : θ 7→ 2θ
:CM=P+YC}\4GB8PlUlgh<�:h]

���������
	���
���� ������� (E���?9 �¥7 	����m�����G�i9o7:���¥�����6�?����� 7����¥���G� ���Q9�� �1�Q9 ����� �o9G����� �Q����	�� ���¥���G�
	�� ��7 	��2�1�������¥���$6?9����
�
	G�
�w���5� � ����� 	��j7' ��9�	�� ���!�o���G� 
E��� �?������9��Q6�9��
���
�w���%9i���G� ���+6 �����w�
	�� S1 687!9
�i��� 7���6���� ���49i7�	��¥7���� � �����'� �G� 6 �������%���G��9��Q6?9��
�����w���=6?7!9 �o��� �+7��	6���� 	��
��7 �^��9���� θ + 2kπ �8�10 k ∈ Z

� � ���G����	G�Q9i�������¥7 	����\�V7��G�
�%�
�w�o9�� 	G�
�.� 6 �����w��� θ � ψ ∈ S1

�Q�����N�
�%�o7��w� dS1(θ, ψ) := ���j7��	6���� 	�� 6����G��6"�%��� ��7!9�� 
 �G�5�G�����w� θ �%� ψ 	87��G� S1 cA����� 9
��7-�	6��?9����.�a�.� 5 e � � �!�i�����+
E����6 ����9��i����� θ � ψ ∈ S1 � dS1(θ, ψ) ∈ [0, π] �

π
2

π3
2

S1

[θ,ψ]
S1d

π 0

θ

ψ

� ����� � � � ����� �����G�o7����������w�o9���	����.�&6 �����w��� θ ��� ψ 	87���� S1



���
� � � ����� δ = π

4
�0, �������w� θ ∈ [0, 2π) � ε > 0 �%� ψ ∈ [0, 2π) �������+
E��� dS1(θ, ψ) < ε <

π
8
� � 9��

dS1[g(θ), g(ψ)] = dS1[2θ, 2ψ] = 2dS1(θ, ψ) <
π

4
�
� 
E��� ���m6����"
E��� 
E��� ��� �2�5���\���%��� n > 1 ���
� 
E���

dS1[gn(θ), gn(ψ)] = 2ndS1(θ, ψ) >
π

4
= δ.

� ��������� g 7#����� 	G�Q6"�
��	87*���
� ���
�����" ���� ���?9 �����=�%����	������¥����� ����������7*���
�
cA����� 9 �¥7*�76��?9��
�.�Y���Y� e �

π
2

π3
2

S1
[θ,ψ]

S1d

π 0

θ
ψ

7 H
9

π
2

π3
2

S1
g(θ) g( )ψ,[ ]dS1

π 0

θ
ψ

7 P*9

π3
2

S1

)(g 2 θ ])ψ(g 2,[dS1

π 0

  

θ
ψ

7 d�9

������� � � � � � � �#�Q6"�
��	?7����
������������ ����%	�� g : S1 → S1

U 7*���w�����87��w� � �i�����
�w� U ��� V 	G�
�.� �i���G� � ���������  ����
�
���5���Q9\��� 	G� S1 � � 9Q���I� �G���G���#���
k ∈ N

���
� 
E��� gk(U) = S1 � 	 � 687!9G�������������Q9��

gk(U) ∩ V 6= ∅

�%� 	?�����'� g �
�G���i��6 ���¥� 6���
E���
�N�
�w�O�i9o7��G��� �������'�

� 9i���5������� �1�87����
�N�
�w����� �
�����
�  �����	G�
� 6 ����������6��%9��¥� 	���
 �G�
�%	�� g 
E��� �?����� 7*���¥�����
�?�!���Q9 Per{g} ��, ��� � θ ∈ S1 ���&6 �����w�
6"�Q9��¥� 	��"
E����	�� g 	G�$6��%9��¥� 	�� n �'� �
�\� � #�� 	�� 9�� 
E���

gn(θ) = 2nθ = θ + 2kπ, k ∈ Z.

� ������������� �  ����������+
E���

θ =
2kπ

2n − 1
, �	0 k ∈ {0, 1, ..., 2n − 2}.



� G
(�7:9 �2�5�
��6����5�:�i����� �����*6 �����w��� 6"�Q9��¥� 	��"
E����� 	��U6"�Q9��¥� 	�� 3 	�� ���a7:6?6������r7:���¥��� g : S1 → S1

�^���w��687!9\�����
	��%��� �
�����
�  ����
����� �:7��w� $

{0, 2π
7
,
4π

7
,
6π

7
,
8π

7
,
10π

7
,
12π

7
}.

π
7

4
π
7

2
π
7

2g( )

π
7

2g2( ) π
7

8

7
π16 g ( )π

7
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S1

  
=

=

=

=

������� � � � � � � �  5�����%	�� 6K	���6��%9�� �5	�� 3

�|�����'�

Per{g} =
⋃

n≥1

{
2kπ

2n − 1

∣
∣
∣ k = 0, 1, ..., 2n − 2

}

.

� 9�� Per{g} = S1 	��f�10���� �b7�� � 
E�������
� 6 �����w��� 6"�Q9�� �5	G�"
E���
� 	�� g �i����� 	��
�G����� 	87���� S1 �

( 7!9��Q��������
E��������� g : S1 → S1 ���G� �&%87!�!���"
E���
�

24��+�!
�2��� 03! LN� LN� LN�m{^B8Ux:=WQP
f : X → X

:=P
g : Y → Y

EG:=<ys 4=@N@�9LUxYe4	P�UxB8W\Mh]
f
:=P
gMjB8WQP
PbBC@QB89;B �	Ulgh<Q:=wv:=WQPtYCB8W��V< �	<QRC:CM MQ_ UX9T:rs1U;M=P': <GW }QB8wvRCB8wvB8>b@Q}GU;M=wv:

h : X → Y
P':=9

gh<Q:
h ◦ f = g ◦ h YQ_a:CM=P � c � E	UX>D:,gh<�:I9;:IE	Ul4 �	>e4	wFwv:
M=<?UX684	WQPTYCB8wFwF<GP': �

X X

Y Y

f

g

h h

������� � � � � � � �#���.� 7!6?6������Q7:��� ����� f ��� g 
E��� �Q���N� �����
�w�



���
�J��0>9U03���;���20"! L1� LN� <���{^B8Ux:=WQP

f
:=P
g
EG:=<ys 4=@N@�9LUxYe4	PlUxB8W\M`PbBC@QB89;B �	Ulgh<�:=wv:=WQP YCB8W��V< �	<�RC:CM

6jUl4�9e_ }QB8wvRCB8wvB8> @Q}GU;M=wv:
h
] H
9;B8>DM

f
:=P
g
B8WQPm:rsz4GY=Pb:=wv:=WQPT9;:CM�w �=wv:CM�@�>DBC@�>VUxR=P'RCM E	p �

W�4	wFUlgh<Q:CMh]
��� �������	� �
���������
	 ��
���� ����� � ������� ���j7����¥����� 6?9������������Q9Q�����	
E�����
�Q9\�V7������
�*6�9i��6?9���� �
�����S��� �!7:9���7*�����
����,5�?6?6 ���i����� 
E��� x0

�
�\� ���m6 �����w� ���5��	�� f � � � ��9�� h[f(x0)] = h[x0] =

g[h(x0)]
�%� 	?����� h(x0)

�
�\� ���"6 ������� ���5��	�� g � ( 7!9 �%��������
E���
�w� �G���
� 6 �����w��� ���5��� �i���w�
6?9��
���%9����
��� U 7��������
�87*�����1�i����� y0

��� 6 �����w��6��%9��¥� 	���
 �G�
	���6��%9��¥� 	�� m 	G�����a7:6?6������r7:���¥���
f � � �����N� h ◦ f = g ◦ h �1��� �
�\�*�b7*�
����� cb6?7!9U9����
�?9G9��
�G�
� e 	��%	��
�����w�o9��Q9 
E��� h ◦ fn =

gn ◦ h, ∀n ∈ N
� � ���G����� fm(y0) = y0

���m6G���"
E���+
E��� h[fm(y0)] = h[y0] = gm[h(y0)]
�%�

	?���G� h(y0)
�
�\� ����6 �����w�
6"�Q9��¥� 	��"
E����	�� 6"�Q9��¥� 	�� m 	�� g �.( ���i����� per(y0) := 6"�Q9��¥� 	��

�N�������=7�����	G� 6 �����w��6"�Q9��¥� 	��"
E��� y0
� � ��������� per(h(y0)) ≤ per(y0)

����687!9K�� �N�%�o9����5�
per(h(y0)) ≥ per(y0)

�1(�7!9��Q��������
 �G�
�w� �"�����U6 �����w���U6"�Q9�� �5	G�"
E���
� �G���w��6?9������Q9 �������
�

24��+�!
�2��� 03! LN� LN� [N�m{^B8Ux:=WQP
f : X → X

:=P
g : Y → Y

EG:=<ys 4=@N@�9LUxYe4	P�UxB8W\Mh]
f
:=P
gMjB8WQPdMj:=wFU��eYCB8W��V< �	<QRC:CM MQ_ UX9%:rs1U;M=Pb:I<GWZ:�M=<?> � :CY=PlUxB8W

h : X → Y
Pb:=9�gh<�:

h ◦ f = g ◦ h ]

���!�o���G��7*������� 
E���K	87����%�
�K�Q7���� �¥7!�Q����6���� �5� ��� 	�����7 	G �87*����
 �G�N	G� g : Y → Y

�^���?9���� ���G���- ��9��G� ����� �Q9����
��9���6 ���?9���7K�Q����6���� �5� ���
	G� �¥7N	G �87*����
 �G� 	�� f : X → X �
�|���G�'�"��� g : Y → Y �
�G�#�&%87!�!���"
E���5� 7�� ��9�� f : X → X ���Q9o7���6w7����
�N�
�w� �*�&%87!�!���"
E��� �
	87��G� ��� ���
�����10!�����2�5���\���%9o7���� �i���G� � ���������  ���� A ⊂ X ���
��
E���
�¥7�9��
�\�o9����%���¥��� f|A ���%9o7
�&%87!�:���"
E���%���?9 A �

� 	1��	�9 % �(LN� LN� LN� �#B8W\M=UlEGR=>CB8W\M�9e_ 4=@N@�9LUxYe4	P�UxB8W�EG:���4 
N:=>

B(x) =







2x
M=U
x ∈ [0, 1

2
],

2x− 1
M=U
x ∈ (1

2
, 1] .

:=P�YCB8W\M=UlEGR=>DB8W\MI9e_ 4=@N@�9LUxYe4	PlUxB8W
π : I → I/{0, 1} = S1 gh<GU#UlEG:=WQPlU �T:,9;:CM+@QB8UXWQP M 0

:=P
1
]

H
9;B8>DMCo 9e_ 4=@N@�9LUxYe4	PlUxB8W
π
:CM=P M=<G> � :CY=P�UX6	:,:=Pt:CM=PdP':=9X9;:`gh<�:

π ◦B = g ◦ π B��
g : S1 → S1 :

θ 7→ 2θ
] �T4	>�YCB8W\MjRegh<Q:=WQP o

B
:=P
g
MjB8WQP Mj:=wFU��eYCB8W��V< �	<�RC:CMh]
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6 ���?9 	G�
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24��+�!
�2��� 03! [N�W<�� <�� 3�:dM=pjM=PbO=wv:SEG:�3iB8>C:=W�
 :CM=P�<?W�M=pjM=P'O=wv:tE�_aRegh<\4	PlUxB8W\MtE	U ��R=>C:=WQPlUx:=9X9;:CM
B8>rE	UXW�4	UX>D:CM#EN4	W\M

R3 EGRb@Q:=W�EN4	WQPZEG:dP�>DB8U;M5@\4	>r4	wvO=P�>D:CM σ o ρ :=P β >D:b@�>DRCMj:=WQP 4	WQP�>D:CMb@Q:CY=P�UX6	: �wv:=WQP�9;:
WZB8w kh>D:
EG: �#>r4	W�E	P�9[o�9;:�WZB8w kh>D:
EG:��T4	py9;:=U �8}7:=P <GW�@\4	>r4	wvO=P�>D:
EG:u@�>DBC@QB8>=PlUxB8W�]
3i:I6	B8UxY=U �

ẋ = σ(y − x)

ẏ = ρx− y − xz

ż = −βz + xy







(x, y, z) ∈ R3

σ, ρ, β > 0.

c G � 5 � 5 e

(E���?9 �%����	����%9 c G � 5 � 5 e 	87��G� �G���!���������87'6�� 	�� ���f��9���6������5�%���+9��
���Q9���� ��� �  5�\�������Q�Q���N�N�







ẋ

ẏ

ż








=








−σ σ 0

ρ −1 0

0 0 −β















x

y

z








+








0

−xz
xy







. c G � 5 �a� e

�J��0>9U03���;���20"! [N� <�� <>��3i:(M=pjM=P'O=wv: EG: 3�B8>D:=W�
7@QBjMCMjOeEG:�9;:CM gh<\4	P�>D:CM|@�>DBC@�>VUxR=P'RCM M=<?U��
684	WQPb:CM �
U � 3i:�M=pjM=P'O=wv:F:CM=PdM=pywvR=Pl>VUlgh<�:mMjB8<NM`9K4vPl>r4	W � B8>=w 4	PlUxB8W (x, y) 7→ (−x,−y) ]



��H
UXU � �+B8<G> ρ < 1

o/9;:�M=p�M=PbO=wv:IWZ:T@QBjMCMjOeEG:,gh<d_ <GWv@QB8UXWQP Y=>VUXPlUlgh<�:Sgh<GUt:CM=P/9e_aB8>=U �	UXWZ:h]
UXUXU ��� ρ = 1

o/UX9qMj: @�>DBhE	<GUXP#<GWZ:,khU �V<G>CYe4	PlUxB8W EG:`9K4	� B8<G>DYC}Q:�	 6	B8UX>
Mj:CY=P�UxB8W
3.3.1 �UX6 � �AB8<G> ρ > 1

o EG:=<	s7WZB8<?6	:e4	<ys�@QB8UXWQP MIM=UXW��	<?9LUx:=>DM,WZB8W P�>VUX6jUl4	<ys(:=P#M=p8wvR=Pl>=Ulgh<Q:CMF4=@ �
@\4	>r4	U;MCMj:=WQP#c Mh4	6	B8UX>

p± = (±
√

β(ρ− 1),±
√

β(ρ− 1), ρ− 1).

U 7*���w�����87��w� �1�?������7���� �����S�?����� �������Q9��
�����Q9�7�� �r7*���	0 σ = 10 �%� β = 8
3
6 ���?9U7*�������

�  ����
��� 9 ���
�  5�\������������� �:7��w�%$








ẋ

ẏ

ż








=








−10 10 0

ρ −1 0

0 0 −8
3















x

y

z








+








0

−xz
xy








c G � 5 � G e
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 �G�#	��m687!9o7*�����o9�� ρ ��(E���?9Q�?����� 6��%9��N�%�G�o9���	�� �������������%9 ������%��%��9
������	��
,.%������ ���"/:� � �E�?����� 	����������
�i����� 	��a75 ��9�	 �?���G� �����i�i9��#	?7���� ���#�Q�������2�����
	9� ���G�  ���� ��9��r7��
��� ���3%?�����5���������"
E���5� �������Q�Q�����?7������i�����Q�E���N�Q9���
E���
�N�
�w�Q��� �2�5���\�������
� 	�� �����* ���G�
��� %�� �
���5�������G�"
E���
6 ���?9 ρ ∼= 13.926 ��� �¥7%����� � � �5���G���
������	G�����
�����
�  �����
���
�g6 ���?9 ρ < 13.926 �
� �Q6"�
�G	87��w� � �?������	����!�����K��6�7������������ �?����� 7������?9��Q9 
E��� ��� ���G� 6 �������" ���� 	��!�������Q7!9������Q9
c G � 5 � G e # ���f��9���6����G� �%� ���'��687!9 ��� 	������Q���m��9G6	%������N� 	�� �
�¥7������ C1 � � �G� �%����	������ ���
��� ���i7��w���&6 ���?9 ��� � �G���G���
����� 	�� �����"��������� �������r7:9����i7:��� ��� �
�G� ���j7' ��������
�!	G��9��
�¥7:��� ������	��
9����i���?7����
��	��f��9�	?9�������� �Q9������?9 # �����
�Q9\�V7���� �?���  ?9�� � �E	?�����S��� �2�5���G�������
���
�\� 	?�������|6?7!9
������%��%��9
����� 5 � G � 5 � ��������7����¥���G� 	?�����'� �1		�
���
�N�
�w�3# �¥7�6?9��
�G���!	�� ��%��%��9
����� 5 � G � 5 �
�o9G���G���Q9���� N(1) 	?7��������
�%���w���2����� 	��%�?�:�o9���6?9G�  ����
�N�'�

�J��0>9U03���;���20"! [N� <>� LN� �+B8<G>`P'B8<GP
ρ > 13

P':=9�gh<Q:
ρ 6∈ R o B��

R := {81

5
= 16.2,

154

9
= 17.1̄,

126

5
= 25.2,

1562

45
= 34.71̄,

2684

45
= 59.54̄}, c G � 5 ��� e

UX9t:rs1U;M=Pb: <?W E	U ��RCB8wvB8> @Q}GU;M=wv:FEG: Y=9K48MCMj:
C1 >e4	wv:=W�4	WQPA9;:�M=pjM=P'O=wv: (3.1.3)

c�MjB8W 9LU��
WZRe4	>VU;MjR,c�9e_aB8>VU �	UXWZ:h]
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���� ��������� ������	9�a7' ��9�	�� ���
���!7*���
��9���6?9G��6?9��
� 	�� �������Q7!9�������# ���j��9��"6������K	��
c G � 5 � G e �G���w�����
� �������:7��w����� $

λ1(ρ) =
1

2
(−11 +

√

81 + 40ρ)

λ2(ρ) = −8

3
c G � 5 � ` e

λ3(ρ) =
1

2
(−11 −

√

81 + 40ρ)

, ����� ρ > 1 � � � 9����=7!9�
E��� 
 �G�

λ1(ρ) > 0 > λ2(ρ) > λ3(ρ).

(�7:9 	G���1������� ������6 ���G����� γk(ρ) = eλk(ρ) 6 ���?9 k = 1, 2, 3 � � ���������

γ3(ρ) < γ2(ρ) < 1 < γ1(ρ) =⇒ 1

γ1(ρ)
< 1 <

1

γ2(ρ)
<

1

γ3(ρ)
.

�#��6��������

λ3(ρ) = −11

2
− 1

2

√

81 + 40ρ <
11

2
− 1

2

√

81 + 40ρ = −λ1(ρ)

�
� 
E��� ���m6����"
E��� 
E���

γ3(ρ) = eλ3(ρ) < e−λ1(ρ) =
1

γ1(ρ)
.

(�7:9 �%��������
E���
�w���

min
k=1,2,3

{|γk(ρ)|,
1

|γk(ρ)|
} = γ3(ρ) = e−

1
2
(11+

√
81+40ρ).

�#�2�1�������i���G� a, α ���
� 
E���

0 < α < γ3(ρ) < a < 1.


 7!6?6"�
�¥����� 
E��� ���f��� �&%��%9��&%��K��� 	������Q������9G6	%��������%	�� �
�¥7������ C1 	87�������� �� �G�
�
�N� #
G �:7!9��¥7' �������� � ���G����� An,d = A1,3 = (3+1−1)!

1!(3−1)!
= 3 cA����� 9 ��7 �^��9�� ����� c 5 � G � G e e �

�|����� N(1) = λ(1) + 1 �10 λ(1) = min{δ ∈ N | A1,3·32·aδ

α3 < 1} � � 9�������7

A1,3 · 32 · aδ

α3
< 1 ⇐⇒ 27aδ

α3
< 1 ⇐⇒ δ >

3 ln( 3
α
)

− ln a
.



� �
� �&6�������6 �����Q9 α �%� 7��o9��
��6?9i� �&%��%	�� γ3(ρ)

��� ��7������N� ���5� α = a = γ3(ρ)
� � ���������

δ >
3 ln( 3

γ3(ρ)
)

− ln γ3(ρ)
= 3 · (1 +

2 ln 3

11 +
√

81 + 40ρ
) ∈ ]3, 4[.

(�7:9��%��������
E���
�w��� λ(1) = 4 �%�%	?���G� N(1) = λ(1) + 1 = 5 � � ���������/687!9
������%��%��9
�����5 � G � 5 � ���1� �G���G��������	������Q���m��9G6	%������N� 	�������7������ C1 9o7��N�
�?7��w�S������ �G�
�
�N�,c G � 5 � G e #%�i���
�������r7:9������-#����f��9���6������
��� ���=��� �2�5���G��� 687�� 	�� 9��
�¥7:��� ��� 	���9����i���?7����
��	9�j��9�	?9�� ����� �%9����
�?9�� #
N = 5 �5� ���G� � # � 	G�¥9��

λi(ρ) 6= m1λ1(ρ) +m2λ2(ρ) +m3λ3(ρ)

6 ���?9 i = 1, 2, 3 �%� ∀ (m1, m2, m3) ∈ N0
3 ���
� 
 �G� 2 ≤ m1 +m2 +m3 ≤ 5 ��� ���j7���	��

	�� U 7!6����'�I�?����� 7 �!�������o9i���G��� 5 �:7������?9�� 	�� ρ > 13 �10(���  �7m9��
�¥7:��� ��� 	�� 9��
�G���87������
	��f��9�	�9�� m ∈ {2, 3, 4, 5} # �i7 ����� 9 ρ ∈ R = { 81

5
, 154

9
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ρ ∼= 24.06 

�������U7����¥���G�S�m7����w���
�87��w�S�m�����i9��%9 
E��� � ��9���
 �G�#��� 687!9i7������o9�� ρ �^9i7����&%���� �¥7��:7������?9

24.06 � ��� �� �\���
�N� 	G� � ��9����	�Q	���� �����w� �&%87!�:���"
E���5� � �!�i����� 
 �G� �
���i���  �� � �?9��Q7:��� ���%��� �b7*� �
687�� 687!9\����� 	G���¥7%�����\�����
�¥7������"
E��� 	��
�  ���� ��9��r7I���¥����� 	����%�5	G���N�
�����¥��� 5 � (E���?9 	G�
�����w�o9��%9
��7 6?9��
�������
� 	�� �&%87:���#	87*������� �  5�\�������5���?�����|7*���¥�������%���G	����%9��¥7K	5 5�?7�����
E��� 	G�����%9
�����
	��%���j7!6?6G�����Q7:��� ��� 	G� � ��9��
�	� #��
���i�����:7����
�?9 �G6����
���	
 �G��	G� ρ �

� ��������� �i����� �¥7 �76���9�� G � G � `Ocb7 e ��� �%��������	��Q9G����� �¥7 9��
�G�i9����%��� ��� 	G� ���j7!6?6������Q7:��� ��� 	��
� ��9����	� # ��� ���������  ���� J = [r−, r+] � �10 r− ��� r+ �G���w�%���
��	��
��� 6 �����w���*���5�
�%	�� ���a7!6 �
6������r7I���¥��� 	�� � ��9����	��6 ���?9 ρ > 13.926 � � �r7��G���K	��K��7 �  �����o9���� r− = −r+ �/6 ���G�����
L(0) = r+

�i7����=6"�Q9\��� 	�� �����^��9��=7:���¥��� ���?9 �¥7 	G �87��N�"
E��� 	�� L � � � �' ������
�w�"7*�������
���j7!6?6G�����Q7:��� ��� L : J → J 
E��� ���j��� 6"�
��� �!���¥9 # ��7��76��?9�� G � G � `Oc  e � ���!�o���G� 
E���
L0 := inf

ξ∈J\{0}
{L′(ξ)} > 1 �4( ���?9g6������ 	G� 	G�%�V7*�����=���?9 ����� 6�9o7:6	%��"
E����� 	������j7!6?6������Q7:��� ���

	�� � ��9����	�%�%� ����9 �¥7 �=7*���"�%9��
	��%�����U�  ����
��� 9��G�!���¥9 	87*����� @ ���



G H

r-

r+

p

p

+

-

K

K

7 H�9

J

r-
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������� � � � ��� � � 6?6������Q7:��� ��� 	�� � ��9����	��6 ���?9 ρ ∼= 24.06

�J��0>9U03���;���20"! [N� [1� LN�A3`_ 4=@N@�9LUxYe4	PlUxB8W L : J → J
:CM=P+YC}\4GB8PlUlgh<Q:h]
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���� ��������� ����� 	��j7' ��9�	��G�Q��������	��%9i���G����� %?�����%���m�!9i6	%������N�

γ : J → I : x 7→ γ(x) =
x+ r+
2r+

, �10 I = [0, 1]

�%� 	��2�1�������i�������G���%�?���G���
������7!6?6������Q7:��� ��� �Q�����N� ���G� ��$

f : I → I : x 7→ γ ◦ L ◦ γ−1(x).

(�7:9 	�������� ���¥����� ������7!6�6������r7:���¥����� L : J → J �%� f : I → I �i���w���i��6 ���¥� 6���
E���
�N�
�w�
�Q���B���	6������
��� ��7���� %?���N�Q������9G6	%�������� γ cA����� 9 ��7-�76��?9�� G � G � H e �

r-

L (x)

x

J

J

r+
γ

x

f(x)

1

10

1/2

1/2

f

f

1

0

I

I

������� � � � ��� � � 
 �G���:7��������
�$�i��6 ���¥� 6���
E���#	�� L : J → J ��� 	�� f : I → I �



G�K
� 687:9G��� 9 	�� �m7����w���
�87��w���=�?���G� 7���� �������i9o7 �:7��������%9 7 ����� f : I → I � (E���?9��¥7(	�� �

�������G�i9o7:���¥���9�5�?������7���� ����� �%�����\�o9��G�¥9��
�G� %������%������9i6	%G�����N� ϕ 
E��� �%���B���	6��G�Q9o7��i��6 � �
�¥�'6��"
E����������� f ��� ���j7!6?6������r7I���¥��� 	�� 8
75/��Q9

B(x) =







2x ��� x ∈ [0, 1
2
],

2x− 1 ��� x ∈ (1
2
, 1] .

c G � G � 5 e

B(x)

x

1

10

1/2

1/2

I

I

������� � � � � � � � 6?6G�����Q7:��� ���!	�� 8
7'/*�Q9

(E���i���G� An = { k
2n | k = 1, 2, ..., 2n − 1} �86 ���?9
�o����� n ≥ 1 � � � ��9����?���&�  ����������

A1 = {1

2
}

A2 = {1

4
,
1

2
,
3

4
}

A3 = {1

8
,
1

4
,
3

8
,
1

2
,
5

8
,
3

4
,
7

8
} ...

5 e � � � , � 
 � � � � � � � 	 ϕ :
⋃

n≥1

An → ⋃

n≥0

f−n(1
2
)

� � 9��
�m7!9

E����
 �G� ⋃

n≥1

An
���G� 	G�
�����!	87���� I = [0, 1] �%� 
E��� An ⊂ An+1

� �������
7����¥�������?����� ���Q9�� � 9 	�� �
��� 	G�Q9��G���Q9�� �b7�� ��� 6 ���?9 �Q�����G�i9���� 9�� ����� 7!6�6������r7:���¥��� ϕ :

⋃

n≥1

An →
⋃

n≥0

f−n(1
2
) �Q���w�����E��� 
 �G� �?������6 ����9i9i�����U6?9i���¥���	6��Q9 ����9��i��������� ���������  ���� I �

������� 7*���¥����� 	��������¥9 ϕ ���?9 �i����� ����� An
687!9E9��
���?9i9��
�����'� � ��� �=	��j7' ��9�	9�]9��
�m7!9�
 �������


E��� ���f��� 6"�
��� ���Q687:9��Q9 f : I → I �
� 	����.� %������%������9i6	%G�����N�
� f0 : I0 → I �%�



G �
f1 : I1 → (0, 1] �	0 I0 = [0, 1

2
] �%� I1 = (1

2
, 1] c �����¥9 ��� ���&%��
�m7 	�� 	?9i��������	�� �¥73�76��?9��

G � G � H e �
� � 	����1�G� ��7��������

ϕ : A1 → f 0(
1

2
) = {1

2
} :

1

2
7−→ 1

2

�%�

ϕ : A2 → f 0(
1

2
) ∪ f−1(

1

2
) :







1
4

7−→ f−1
0 (1

2
)

1
2

7−→ 1
2

3
4

7−→ f−1
1 (1

2
) .

,5�?6�6 ���G�����S�=7����w���
�?7��w�)
E��� ϕ : An → I �
�\�  ����
��	����1�G�"��� �%�����\�o9��G���i����� ϕ : An+1 →
I ���?9���7  87����%	��%�?�!�o9�� %E �6 �!��%��
���5� � ������7����¥���G�
6?9i� �
��	��Q9���� 	����.� �%�o7!6"�
�%$

c 5 e ,5� x ∈ An+1 ∩ I0
��7��¥��9�� ��� �2�5���\��� ��� kx ∈ {0, 1, ..., 2n} ����� 
E��� x = kx

2n+1
�

� ���������?���&6 �����

ϕ(x) = ϕ(
kx

2n+1
) = f−1

0 ◦ ϕ (
kx

2n
) = f−1

0 ◦ ϕ ◦B (x). c G � G �a� e
� ���N��� kx

2n ∈ An
������7 
E��� ϕ : An+1 ∩ I0 ���G�* ����
� 	����������

cL� e ,5� x ∈ An+1 ∩ I1
�g7�� ��9������ �2�5���\��� ��� kx ∈ {2n + 1, ..., 2n+1 − 1} �����*
E���

x = kx

2n+1
� � ���������?���&6 �����

ϕ(x) = ϕ(
kx

2n+1
) = f−1

1 ◦ ϕ (
kx

2n
− 1) = f−1

1 ◦ ϕ ◦B (x). c G � G � G e
� ���N��� kx

2n ∈ An
������7 
E��� ϕ : An+1 ∩ I1 ���G�* ����
� 	����������

� ���������]6 ���?9E�i����� x ∈ ⋃

n≥0

An
�I����7 
E��� ϕ(x) �
�\�  ����
� 	G���1����� � ��6������*7�� ��9�� �%��������	��Q9��Q9

��7-�^�����%���¥���

ϕ :
⋃

n≥1

An →
⋃

n≥0

f−n(
1

2
)

� 	1��	�9 % �([N� [N�W<��A{^B8UXP 5
16

∈ A4 ∩ I0
]^H
UXW\M=U;o

ϕ(
5

16
) = f−1

0 ◦ ϕ ◦B (
5

16
) = f−1

0 ◦ ϕ (
5

8
).

�T>Do 5
8
∈ A3 ∩ I1

:=PtEGB8WZY

ϕ(
5

8
) = f−1

1 ◦ ϕ ◦B (
5

8
) = f−1

1 ◦ ϕ (
1

4
) = f−1

1 [f−1
0 (

1

2
)]
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YC:,gh<GUdUXw
@�9LUlgh<�:Igh<�:

ϕ(
5

16
) = f−1

0 ◦ f−1
1 ◦ f−1

0 (
1

2
) ∈ f−3(

1

2
).

�#���=7*���"�%9�� 6������Q9i7����5� ��� �
�\� �b7���������	�� 	����m�����i9��%9 
E������� x ∈ An
��7�� ��9�� ϕ(x) ∈

n−1⋃

k=0

f−k(1
2
) ��� 
 �G� ����6�����
 �G� 
E���

ϕ(
⋃

n≥1

An) ⊆
⋃

n≥0

f−n(
1

2
).

� e ϕ :
⋃

n≥1

An → ⋃

n≥0

f−n(1
2
) 	 , � , � 
 � � � 	 U 	 � � � 
 � � ,	, � � � 	

� �&9����=7!9�
E��� �o��� ��	��a75 ��9�	 
E��� f0 : I0 → I �%� f1 : I1 → (0, 1] �G���w� �G�o9��������
�N�
�w�
�Q9G�������o7��w���
� ��� 
E���=���m6����"
E��� 
E��� f−1

0 : I → I0
�%� f−1

1 : (0, 1] → I1
�i���w� ��6w7����
�N�
�w�

�G�i9����%���������w���Q9i�������i7��w������� � 9��86 ���?9
�o����� n ∈ N
�8��� 7

x, y ∈ An
���
� 
E��� x < y =⇒ ϕ(x) < ϕ(y). c G � G ��� e

	 � �2� ��� � c G � G ��� e �
�G� ��9o7��g6 ���?9 n = 1 � �r7!9 ϕ(0) = 0 < 1
2

= ϕ(1
2
) � ,5�?6?6 ���G�����

�m7����w�����87��w� 
E���fc G � G � � e ���G�S� 9i7��¦6 ���?9 n = N ��� �����w�o9G����� 
E���,c G � G � � e ���G�Q��9o7��¦6 ���?9
n = N + 1 �7(E���?9��
� �b7��¥9��'�5�?������7����¥����� �Q��������	��%9��%9��i9i����� �r7����

c 5 e 1 �
� �r7*� $ x, y ∈ I0
� � ��9���� ��� � �G���G��� kx, ky ∈ {0, 1, ..., 2N} ���
��� 
E��� x = kx

2N+1
�%� y = ky

2N+1
� �Q7!9

x, y ∈ AN+1
�1( 7!9��Q���G����
E�����w� � 687!9Jc G � G �a� e �?��� 7�
E���

ϕ(x) = ϕ(
kx

2N+1
) = f−1

0 [ϕ(
kx

2N
)]

��� ϕ(y) = ϕ(
ky

2N+1
) = f−1

0 [ϕ(
ky

2N
)].

� ���N��� x < y �87��¥�!9�� kx

2N+1 <
ky

2N+1
� � � 9����=7!9�
E���+7���������
E��� kx

2N ,
ky

2N ∈ AN
�%�


E��� kx

2N < ky

2N

���-
E���=���m6G���"
E���$6?7!9#��� %  �6 �:��%	����� 	���9����
�?9G9��
�G�
� 
E��� ϕ( kx

2N ) <

ϕ( ky

2N ) � � �����N� f−1
0

�
�\���\�o9����%���
�N�
�w� �Q9G�������o7��w���5�¦7��¥�!9��
��� �  ����������+
E���

ϕ(x) = f−1
0 [ϕ(

kx

2N
)] < f−1

0 [ϕ(
ky

2N
)] = ϕ(y).



�w 

cL� e 2 � �r7�� $ x ∈ I0
�%� y ∈ I1

(�7:9Pc G � G �a� e � ���B7 
E��� ϕ(x) = f−1
0 [ ϕ ◦ B(x) ] ∈ I0 = [0, 1

2
] �%�$687:9,c G � G � G e �

����7 
E��� ϕ(y) = f−1
1 [ ϕ ◦B(y) ] ∈ I1 = (1

2
, 1] 	��f�10 ��� �b7�� � 
E��� ϕ(x) < ϕ(y) �

c G e 3 � �r7�� $ x, y ∈ I1
� � ��9����6���E�2�5���\��� kx, ky ∈ {2N +1, ..., 2N+1−1} ������� 
 �G� x = kx

2N+1
��� y = ky

2N+1
�

�r7:9 x, y ∈ AN+1
�7(�7:9 �%��������
E���
�w��� 687:98c G � G � G e ������7 
E���
ϕ(x) = ϕ(

kx

2N+1
) = f−1

1 [ϕ(
kx

2N
− 1)]

��� ϕ(y) = ϕ(
ky

2N+1
) = f−1

1 [ϕ(
ky

2N
− 1)].

� ���N��� x < y � 7*�¥��9�� kx

2N+1 <
ky

2N+1
� � �"9����=7!9�
E���|7*�������0
E��� kx

2N − 1, ky

2N − 1 ∈
AN

�%�+
E��� kx

2N − 1 < ky

2N − 1 ���!
E��� ����6����"
E����687!9 ��� %  �6 �:��%	�����
	��$9��
�
��9i9������
�

E��� ϕ( kx

2N − 1) < ϕ( ky

2N − 1) � � ���N��� f−1
1

�
�\�#�\�o9����%���
�N�
�w���Q9i�������i7��w���5� 7*�¥��9��
��� �  ������
�w�+
E���

ϕ(x) = f−1
1 [ϕ(

kx

2N
− 1)] < f−1

1 [ϕ(
ky

2N
− 1)] = ϕ(y).

� ���������1c G � G � � e ���a7 �'�Q9�����9o7��
6 ���?9
�i����� n ∈ N
�1�'� �
�\� � #�� 	�� 9��!
E���

x, y ∈ An =
n⋃

k=1

Ak
������� 
E��� x < y =⇒ ϕ(x) < ϕ(y).

U 7����w���
�?7��w� � �i�����
�w� x, y ∈
∞⋃

k=1

Ak
������� 
E��� x < y � � � ��9������ � �G���G��� n1, n2

������� 
E���
x ∈ An1

�%� y ∈ An2

� 	 �m6 ���i7��w� N = max{n1, n2} �w���=7 
E��� x, y ∈ AN
� � 9��E�Q���N�N�

��� ��
E�87I���¥��� c G � G ��� e �
�G����9i7����m6 ����9��o����� n ∈ N
��7��¥�!9�� ��� 687!9\�������������Q9�� �
����� ���G� ��9o7*���

6 ���?9 N ��� 
 �G�1����6�����
 �G�)
E��� ϕ(x) < ϕ(y) � ( 7!9 �Q���G����
E�����w� � ϕ :
⋃

n≥1

An → ⋃

n≥0

f−n(1
2
)

�
�\� �����!�^���������¥��� �\�o9����%���
�N�
�w� �Q9G�������o7��w���5�

G e ϕ :
⋃

n≥1

An → ⋃

n≥0

f−n(1
2
) 	 , � � � � � � 
 U � U 	 � � � � � � � � � 	

� ����� 	��j7' ��9�	��89i7!6?6"�
� ����� ���!�b7���� 
E��� L0 = inf
ξ∈J\{0}

{L′(ξ)} > 1 �
� 
E��� ����6�����
E���

E���

sup
ξ∈I

{(f−1
0 )′(ξ), (f−1

1 )′(ξ)} =
1

L0

< 1.

� �:�o�����K��6w7����������w��
E��� ���f��� 6"�
����6?9G���¥����6��Q9 f1 : (1
2
, 1] → I ���?9 [1

2
, 1] �
� 6 ���o7��w�

f1(
1
2
) = 0 �
� 
E��� ���m6����"
E��� 
E��� f−1

1 (0) = 1
2
�



� 5
, �����
�w� x, y ∈ ⋃

n≥0

f−n(1
2
) � � �¥�!9�� ���G�2�5���\��� ���m6G�����g6"�%����� N ∈ N

���
�7
E��� x, y ∈ AN
�

,5�?6�6 ���G����� 
E��� |x−y| < 1
2N−1

���+
 �G������6�����
E���)
E��� ���G�2�5���\��� ��� k ∈ {1, 2, ..., 2N −2}
����� 
E��� x = k

2N := ak
�%� y = k+1

2N := ak+1
�7(E���i�����

εN = max
k∈{1,...,2N−2}

{ϕ(
k + 1

2N
) − ϕ(

k

2N
)}

�%� ��� 9����=7!9�
E��� 
 �G� εN > 0 ���r7!9 ϕ �
�\� �\�o9����%���
�N�
�w� �%9i�������i7��w���'� U �����i9i���G� 
E���
εN −→

N→∞
0 �5, ����� ϕ(ak+1)−ϕ(ak) = f−1

s0
[ϕ◦B(ak+1)]−f−1

s0
[ϕ◦B(ak)]

�:�10 s0 ∈ {0, 1}
	��%6�����	87��N�����w� 	�� ��7 6 ���������¥��� 	�� y � (�7:9!��� ��%G�Q��9��
�N� 	�� ��7 ���6 ��
���G�'� �����2�5���\���
ξ0 ∈]ak, ak+1[

���
� 
E���

ϕ(ak+1) − ϕ(ak) = f−1
s0

[ϕ ◦B(ak+1)] − f−1
s0

[ϕ ◦B(ak)]

= (f−1
s0

)′(ξ0) · |ϕ(a1
k1+1) − ϕ(a1

k1
)|

<
1

L0
· |ϕ(a1

k1+1) − ϕ(a1
k1

)| ,

�10 a1
k1

= B(ak)
� a1

k1+1 = B(ak+1) ∈ AN−1
� � � 9��
�%�����N�
�G�
�
���#� �����|�i9o7 �:7���� 6 ���?9

�  ����
��� 9 ��� �2�5���\�������
�%	�� ��� ξ1 ∈ ]a2
k2
, a2

k2+1[
����� 
E���

ϕ(a1
k1+1) − ϕ(a1

k1
) = f−1

s1
[ϕ ◦B(a1

k1+1)] − f−1
s1

[ϕ ◦B(a1
k1

)]

= (f−1
s1

)′(ξ1) · |ϕ(a2
k2+1) − ϕ(a2

k2
)|

<
1

L0

· |ϕ(a2
k2+1) − ϕ(a2

k2
)| ,

�10 a2
k2
, a2

k2+1 ∈ AN−2
� � �&�  ������
�w��7���������
E���

ϕ(ak+1) − ϕ(ak) <
1

L0
2 · |ϕ(a2

k2+1) − ϕ(a2
k2

)|.

� �&6?9i� ����	���6?7!9U9����
�?9G9��
�G�
� 6 ���?9U�' ��������¥9 ��� �b7�� � 
E���

ϕ(ak+1) − ϕ(ak) <
1

L0
N−1

· |ϕ(
1

2
) − ϕ(0)| =

1

2
· 1

L0
N−1

−→
N→∞

0.

� �:�o����� 
E�����?���G�Q�9�a7 ��������6?7�� �Q��������	��%9�� ��� �Q7�� �10K����� �G���G��� �G� m0 ∈ {1, 2, ..., N−1}
�����)
E��� am0

km0
= 1

2
��� am0

km0+1 = 1
2
��� 7���� �
� �Q7���� ��� �������%9G��	�� �b7�� � 
E��� f−1

0 (1) =

f−1
1 (0) = 1

2
�7
E��� (f−1

0 )n(1
2
) −→

n→∞
0 �%�+
E��� (f−1

1 )n(1
2
) −→

n→∞
1 c �!���¥9 �¥7-�76��?9�� G � G � � e �



���

f(x)

1

1/2

1/2

f1

I

x
10

I
f0

������� � � � ��� � �_���Q9i7:��� ����� 	�� 1
2
687!9 f−1

0
�%� f−1

1

� ���������?��� 7

ϕ(ak+1) − ϕ(ak) <
1

Lm0
0

· |(f−1
0 )N−1−m0(

1

2
)| −→

N→∞
0

��� ϕ(ak+1) − ϕ(ak) <
1

Lm0
0

· |(f−1
1 )N−1−m0(

1

2
) − 1| −→

N→∞
0.

( 7!9��Q��������
E���������

εN = max
k∈{1,...,2N−2}

{ϕ(
k + 1

2N
) − ϕ(

k

2N
)} −→

N→∞
0.

� ����� �G���N����� �m7��������
�87*���&6�9 �%�$# 	��
�����w�o9��Q9 
 �G� ϕ :
⋃

n≥1

An → ⋃

n≥0

f−n(1
2
) ���G�

����� �^��9��N�
�N�
�w� �%���w����� �G�'�

, ��� � ε > 0 � � �¥��9��#��� �2�5���\��� �G� nε
����� 
E��� εnε

< ε �9( ���G����� δε = 1
2nε+1

���%�i�����
�w�

x, y ∈ ⋃

n≥1

An
���
���!
E��� |x − y| < δε = 1

2nε+1
� � ���G��������� �2�5���\��� x0, y0 ∈ Anε

�������!
E���
k0

2nε
= x0 ≤ x < y ≤ y0 = k0+1

2nε

� � ���N�N� ϕ ���G�%�G�i9����%���������w�
�Q9G�������o7��w���5� ���B�' ������
�w�

E��� ϕ( k0

2nε
) = ϕ(x0) ≤ ϕ(x) < ϕ(y) ≤ ϕ(y0) = ϕ(k0+1

2nε
) ��� 	?�����

|ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ |ϕ(
k0 + 1

2nε
) − ϕ(

k0

2nε
)| ≤ εnε

< ε.

� ��������� ϕ :
⋃

n≥1

An → ⋃

n≥0

f−n(1
2
) �
�\���G�����^��9����������w� �Q���w�����E���'�



� G
� e ( 
 �!� � � a 	 U 	 � � � 	 ϕ 	 � � � 	 � � � � � � � � � � � � � � � 	 , � 
 I

� � ���
��� �m7����w���
�87��w� 6?9i���¥���	6��Q9 ϕ �
� �G��� �^��������� ��� �%���w�����E��� ���?9 I � � ����� 	9�a7' ��9�	��
�Q�����N� ⋃

n≥1

An
���G� 	��
����� 	87��G� I � ��� y ∈ I ��7�� ��9��%��� � �5���G��� ���G� ���G� ��� {yk}k≥0

	?7����
⋃

n≥1

An
���
� 
E��� yk −→

k→∞
y � � 9����%�����N� ϕ :

⋃

n≥1

An → ⋃

n≥0

f−n(1
2
) �
�\�(����� �^��9��N� �

�N�
�w� �%���w����� �G�'� ��� ���m7'6��"6?7!9 ϕ 	�� ����� ��������� 	�� � 7*���&%  ���G� ����� ��������� 	�� � 7*���&%  �
,5�?6�6 ���G�����N�=7*���w�����87��w� 
E��� ��� �2�5���G��� ���G� 7*���o9�� ����� ��� {zk}k≥0

	87��G� ⋃

n≥1

An
���
� 
E���

zk −→
k→∞

y � � �¥��9���� {yk}k≥0
�%� {zk}k≥0

�i���w� 	��
� �i����� � ����� ���
� 	G���¥7 ����� ��� {wk}k≥0 =

{y1, z1, y2, z2, ..., yk, zk, ...} 
E��� ���G��	�� � 7����&%  �	�|�����'���¥7 ���G� ��� {ϕ(wk)}k≥0
�%��� ���%9
6��

�
� 
E��� ���m6����"
E��� 
E��� lim
k→∞

ϕ(yk) = lim
k→∞

ϕ(zk)
�

� ���������?���&6"�
����6 �����%9

ϕ(y) = lim
k→∞

ϕ(yk)

�
�-
 �G� ���m6����"
E��� 
E��� ���j��� 6������ 6�9i��� ���	6��%9 ϕ ���?9 I � �#��6G������� ��� �?�!��� 
E��� ϕ(
⋃

n≥1

An)

�
�\��	��
������	?7���� I � 	 � �2� ��� � �i��� � x ∈ [0, 1] = I � � �¥��9���� 6 ���?9$�i����� n ∈ N
� ���=� �G���G���

akn
, akn+1 ∈ An

�Q���G���
������� � �$���
���!
E��� ϕ(akn
) < x < ϕ(akn+1)

����
E���=����6�����
 �G�-
E���
ϕ(akn

) −→
n→∞

x � ������� �G���N����� �m7����w�����87��w�m6?9 ��� # �����w�o9��Q9�
 �G�(��� 6?9i��� ���	6��������w�
ϕ : I → I ���G���Q���w�����E���'�

,5��6?6 ���i����� 
E��� ϕ ��� �
�\� 687*� �%���w�����E���N�
� x0 ∈ I � � �¥�!9���� ��� �2�5���G���N��� ε > 0 ���
�

E���$6 ���?9��i����� δ > 0 � ���"�2�5���\���
��� x ∈ I �����9
E��� |x− x0| < δ

3
��� |ϕ(x)−ϕ(x0)| > ε �

( ���?9��
� ε �������2�5���\��� δ1 ������
E����6 ���?9��o����� y, y′ ∈ ⋃

n≥1

An
� |y − y′| < δ1

����6�����
 �G� 
E���

|ϕ(y) − ϕ(y′)| < ε
3
���Q7!9 ϕ :

⋃

n≥1

An → ⋃

n≥0

f−n(1
2
) �
�G������� �^��9��N�
�N�
�w� �%���w����� �G�'�

(E���i���G� δ = δ1
3
�1(�7:9 	G�
����� ����	�� ⋃

n≥1

An
�1��� �2�5���G����	����.� ����������� {uk}k≥0

�%� {vk}k≥0

	87��G� ⋃

n≥1

An
���
������� 
E��� uk −→

k→∞
x �%� vk −→

k→∞
x0
� � � 6�9��
�G	 n1

��� n2
7���������6�9o7*��	��

6 ���?9 
E��� |un1 − x|, |vn2 − x0| < δ1
3
�
� 
E��� ����6����"
E��� 
E���

|un1 − vn2 | = |(un1 − x) + (x− x0) + (−vn2 + x0)|

≤ |un1 − x| + |x− x0| + |vn2 − x0|

<
δ1
3

+
δ1
3

+
δ1
3

= δ1.



� �

� 9��

|ϕ(un1) − ϕ(vn2)| = | [ϕ(un1) − ϕ(x)] + [ϕ(x) − ϕ(x0)] + [−ϕ(vn2) + ϕ(x0)] |

≥ |ϕ(x) − ϕ(x0)| − |ϕ(un1) − ϕ(x)| − |ϕ(vn2) − ϕ(x0)|

≥ ε− ε

3
− ε

3
=
ε

3
.

� ���w�o9i7�	����%��� ����7 ���
� ��� �b7*� � 
E��� ϕ :
⋃

n≥1

An → ⋃

n≥0

f−n(1
2
) ���G�S����� �^��9��N�
�N�
�w� �%���w�����E���5�

�|���G�'� ϕ : I → I �
�\� �Q���w�����E���'�

` e ϕ : I → I 	 , � � � I �%U � �%U � 
 (]I � , U 	
U 7*���w�����87��w� � �G�������w� x, y ∈ I ���
���-
E��� x < y � ( 7!9�	��
�G��� ��� 	�� ⋃

n≥1

An
� ���Q�2�5���\���

a1, a2 ∈
⋃

n≥1

An
���
��� 
 �G� x < a1 < a2 < y ��� ����� �G���G���Q	G�
�.� ���G� ����� {xn}, {yn} ⊂ ⋃

n≥0

An

������� 
 �G� xn −→
n→∞

x ��� yn −→
n→∞

y � � ���������I��� �2�5���G��� ��� N ���
� 
 �G� xn < a1 < a2 < yn

6 ���?9
�o����� n > N �
� 
E��� ����6����"
E��� 
E����6 ���?9
�o����� n > N �8����7 
E���

ϕ(xn) < ϕ(a1) < ϕ(a2) < ϕ(yn).

	 � 6?7����i7��w� #���7 �����N� ���'�����&�  ������
�w�+
E���

ϕ(x) ≤ ϕ(a1) < ϕ(a2) ≤ ϕ(y)

�
�-
 �G�=����6����"
E��� 
E��� ϕ(x) < ϕ(y) �0(�7:9 �Q���G����
E�����w� � ��� �2�����
�����¥��� ϕ : I → I ���G�
�G���
�^��������� ��� �%���w�����E��� �G�o9��������
�N�
�w� �Q9i�������i7��w��� ����	?���G�'� ϕ : I → I �
�G� ����%?���N�Q������9 �
6	%������N�'�

H e f 	 � B , � � � � � ( �!� � a � 	 � 	 U 	 � � � � � � � a � � 	 ,


 7!6?6"�
� ����� 
 �G� B 9��%6?9������������ ���j7!6?6������Q7:��� ��� 	�� 8O7'/��%9(	?���G���
�4687!9 ��� ��
E�87:��� ���
c G � G � 5 e � U ���w�o9G����� �=7����w���
�?7��w� 
 �G� f ◦ ϕ = ϕ ◦ B � (E���?9 �
� �b7�� 9��'� ������� 7���� �����
�����!�^����� 	���6����G� ���Q6?7!9��%9����
� �r7*��$

c 5 e 1 �
� �r7*� $ x ∈ I0
� � 6������ �&%?�������¥9 ����� ��������� {xn} ⊂ ⋃

n≥1

An
���������$
 �G� xn −→

n→∞
x ∈ I0

�%�
����������
 �G� # 687!9\��� 9 	�� ��� ���Q9G�o7���� N � xn ∈ I0

� � � ��9����
6 ���?9��o��� � n > N �
ϕ(xn) = f−1

0 ◦ ϕ ◦ B (xn) � 	 � 687*���o7*��� # �¥7 ����������� 	�� �&%87'
E��� �%�!���5�
���
�  ����������*
E��� ϕ(x) = f−1

0 ◦ ϕ ◦B (x)



��`
cL� e 2 � �r7�� $ x ∈ I1
� � 6������ �&%?�������¥9 ����� ��������� {xn} ⊂ ⋃

n≥1

An
���������$
 �G� xn −→

n→∞
x ∈ I1

�%�
����������
 �G� # 687!9\��� 9 	�� ��� ���Q9G�o7���� N � xn ∈ I1

� � � ��9����
6 ���?9��o��� � n > N �
ϕ(xn) = f−1

1 ◦ ϕ ◦ B (xn) � 	 � 687*���o7*��� # �¥7 ����������� 	�� �&%87'
E��� �%�!���5�
���
�  ����������*
E��� ϕ(x) = f−1

1 ◦ ϕ ◦B (x)

� ���N�����
����7��^�����%���¥�����G� 6 ���?9 f−1
0

�%�$6 ���?9 f−1
1
�/7*�¥��9�� f ◦ ϕ (x) = ϕ ◦ B (x) 6 ����9

�o����� x ∈ I � � ��������� f : I → I �%� B : I → I �G���w���i��6 ���¥� 6��"
E���
�N�
�w� �%���B���	6����
�����

K e L 	 , � � I � � � � 	 � 	
� ��������� ��� �  ������
�w��6G���������
��9�� 	��¥7'6�9i7����N�
�N�Q����� � �V7:����� ���10 γ �%� ϕ−1 �i����� 	G�
�

%?���N�Q���m��9G6	%������N�
�#��� π �
�G�����G��6?9i�B�����%���¥��� ����9 ���
����� ��� c �!���¥9
�¥7��76��?9�� G � G � Z e � �������
7 �����G��	����m�����i9��+7�� �&%87!6����o9��+6�9��
���
	����w� 
E��� g : S1 → S1 : θ 7→ 2θ ���G� �&%87!�!���"
E���%�%�

E��� B ��� g �G���w�����
�N� �:�Q���B����6����
��� � ��������� L : J → J ���G� �&%87!�!���"
E���5�

ϕγ

γ

π

π

f gB

-1

J S1I

J S1I

I

I
-1ϕ

L

������� � � � ��� � �#�¥7'6�9o7*���N�
� �%���N� ���V7I����� �

�

U 7*���w�����87��w� � �Q���N�N� L : J → J �
�\� �&%87!�:���"
E���5��7*�¥��9�� L : K → K ���G� �&%?7!�!����
E���'�
�10 K = [p−, p+] � �#� 6G������� �¥7�6?9G�B���
����� ��� �����
���������!# �¥7 �76���9�� G �Y�.�a�����V7��w� ���?9A���
�%�������'�
���"6"�
� �U7��������I�Q�����
���?9�� 
 �G� ��� �� �G�
�
�N� 	�� � �!9��
���#�
�\� �&%87!�:���"
E�����¥��9��

E��� ρ ∼= 24.06 �



��H
[N� [N� �)� �,�	� �)�����:���203! ')� 
 0>9 � �C�*!

ρ ∼= 24.74 

� ���i���K���
�%���¥��� ���G�%���G���%���G	���	�� �&%87��	6��
�N�
�w�%	�����7��G�V75 ������ ����	����$6 �����w��� 	�� ��
E��� �

���� ?9����

p± = (±
√

β(ρ− 1),±
√

β(ρ− 1), ρ− 1) = (±
√

3608

57
,±

√

3608

57
,
451
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)

�¥�!9��

E���!	G�
�.� �:7����
�?9���6?9i�!6?9�����	�� �i7��Q�  G���
� c ���:7����G� �
� p−
�%� p+ e �o9i7 ���Q9����
�w�����j7 �5�

���m7'6����87�� 9��'� � �#�
�G� �b7*�
����� 	�� �����w�o9��Q9 
E��� �
� ρ = 470
19

∼= 24.74 �S�?�����&7 �!����� �
���i���
6?9G��6?9����%���'� �#��9o7��w� �
���i��� ������	��5� �?����� ���j7����¥�������%����	����%9 
E��� p+

� �%�o7��w� 	?�����G�Q�¥7
687!9 �b7�� ���
����������������	�� 	G� �G�V75 ������ ���Q	�� p+

�%� 	�� p− ��	G���+##��7��� �����o9���� 	G�N�  �G�������5� � ����� 	��j7' ��9�	9�
�����o9i7�������7:���
���$6 �����w�������	6��������%9 p+

#����f��9���6��������
� 6 ���o7��w�

W =








w1

w2

w3








=








x

y

z








−








√
3608
57

√
3608
57
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






= X − p+.

� ���������G����6 ���o7��w� ρ = 470
19

��� W = X − p+
�1���
�� �G�
�
�N��c G � 5 � G e 	���� �����w�








ẇ1

ẇ2

ẇ3








=








−10 10 0

1 −1 −
√

3608
57

√
3608
57

√
3608
57

−8
3















w1

w2

w3








+








0

−w1w3

w1w2







. c G � G � ` e

(E���i���G� A =








−10 10 0

1 −1 −
√

3608
57

√
3608
57

√
3608
57

−8
3








�%� V








w1

w2

w3








=








0

−w1w3

w1w2








�
�!
E���

����6����"
E��� 
E�������
�  �G�������Qc G � G � ` e 6"�
� ������9��
���Q9��¥9��%�%�����N�
���G� �%$

Ẇ = AW + V(W ).

� �
� �i9i����� �:7������?9��*6�9i��6?9��
� 	�� A �i���w� λ =
√

1760
19

��� λ̄ �%� λ3 = −41
3
	�� �����%���
�?9���6?9G��6?9��
�

9����i6"�
������� � u =








10

10

40
√

60
779








+








0
√

1760
19

−22
√

15
41








��� ū �%� v =








−30
11

1

328
33

√
57

3608








�



� K

(E���i���G� P =








10 0 −30
11

10
√

1760
19

1

40
√

66
779

−22
√

15
41

328
33

√
57

3608








�

� �&6������ 7�������� ���%9�� �1�Q9*
E��� B :=








0
√

1760
19

0

−
√

1760
19

0 0

0 0 −41
3








= P−1AP �

� 7����G����� �m7����w�����87��w�Q���"7*���o9�� �&%?7��	6���������� 	����!7:9���75 ����5�4#��i7 ����� 9 Y = P−1W �E�
�*
E���
����6����"
E��� 
E���

Ẏ = P−1Ẇ = P−1[AW + V(W )]

= P−1[APY + V(PY )]

= (P−1AP )Y + P−1V(PY )

= BY + P−1V(PY ).

� ������7 �!����� �r7����
����� �
� U 7!6G��� P−1V(PY ) cA����� 9 ���j7������ �5� 8 e 6 ����9U�  ��������¥9

P−1V(PY ) = −








15000
1958939

√
51414

760830
1958939

√
615

55000
1958939

√
51414







y2

1 +








630300
1958939

√
615

21560
1958939

√
51414

2311100
1958939

√
615







y1y2

+








25320
21548329

√
51414

46534225
711094857

√
615

8440
1958939

√
51414







y1y3 −








171900
1958939

√
615

5880
1958939

√
51414

630300
1958939

√
615







y2y3

+








1440
5781259

√
51414

702145
63593849

√
615

480
525569

√
51414







y2

3 :=








S1(y1, y2, y3)

S2(y1, y2, y3)

S3(y1, y2, y3)








:= S(Y ).


 7!6?6"�
�¥����� 
E��� �&%��%9��&%��%9$# �%�����87�� �o9��(��7 �\�V7' G��������� 	�� 6 �����w�!�����	6��������%9 p+
6 ���?9 ���

�� �\���
�N� c G � 5 � G e �
� ρ = 470
19

����9o7����
�G� # ������	����Q9 ��7 �\�V7' G���������N	�� ���j��9��"6�������6 ���?9 ���
�� �\���
�N�

Ẏ = BY + S(Y ). c G � G � H e



� �

� 9��6�Q�����N�S	G�
�.� 	����=�:7������?9��E6?9i�!6?9����=	��S��7��=7:�i9����
� B �G���w� ���m7'6����87�� 9��
� 6��?9���� �Q���B��� �
6������
���/7�� ��9����?���G� 7����¥������	�������� 9#�Q7����������%9 �G����7!6?6�9i� �5���m7:��� ��� 	�� �¥7K�:7!9����%��� ���
�w�o9�� #
���f��9��"6������'� � ���
%��Q�!9
�
�N� 	G� ��7K�!7:9�������� �
�
�w�i9��'��	87����#�?�!�o9�� �%���w���2������687!9G�������������Q9��1�������
	����+
 �G�����%�G���%�!7:9��������
���G� 	��%��7-�^��9����

y3 = h(y1, y2) = ay2
1 + by1y2 + cy2

2 + o(|ȳ|) c G � G � K e
�%��9��Q6 ����	 #K��� ��
E�87:��� ���

Dh(ȳ)[ Cȳ + S̄(ȳ, h(ȳ)) ] +
41

3
h(ȳ) − S3(ȳ, h(ȳ)) = 0 c G � G � � e

�10 C :=




0

√
1760
19

−
√

1760
19

0



 � S̄ :=




S1

S2



 ��� ȳ :=




y1

y2



 �

� � �  ������
�w�����j7!6?6?9G� �G���=7I���¥���$
E�87�	?9i7:����
E���K	��K��7 �:7!9����%�����
�
�w�i9��'� �5� ���G� � # � 	G�¥9������
�
�%� �
� �N�����
�w��� a, b �%� c 	��K��� ��
E�87I���¥���Tc G � G � K e � ��� ��	G�
�w��� �¦7��w�%���������Q9������ 	��K	���6�9��N	����.�
	87��G�,c G � G � � e � (E���?9 6G����� 	�� 	����V7�������������� 9#	87��G� � � ��� �������|7 �!����� �Q7�����������7 ����� U 7!6����
����� �:7����
�?9�� 	�� a, b �%� c � � �"6?9i�'6�9o7��N�N��
E���O7$6��
�G�Q9��!���
� �:7����
�?9�� �
�\��6��¥7��
��	87����
���j7����G�2�5� 8 � �g������� 	?�����%�
�
���:7������?9��
$

a =
6558783000

7654082038201

√
51414

b =
7056320700

186684927761

√
615

c = − 22283118000

7654082038201

√
51414 .

� ��6������ 	�������9����m6��¥7��
�%9 �
��� �i9i����� �!7*���
��9�� 	87����Q��� ��
E�87I���¥��� c G � G � K e �%�Q��� �%���m6 ��9 �
���������w�#	�� �� �G�
�
�N�4c G � G � H e ���?9 ��7��:7!9����%��� ���
�w�o9�� 6"�
���#��� ���¥9��
���?9����%�Q����6 ��9G���
�N�
�w�
	�� �� �G�
�
�N�-#�	����.� 	������������ �����

˙̄y = Cȳ + S̄ ȳ

���&6�������687!9G�������������Q9��������w� 	�� �� �G�
�
�N�



� Z




ẏ1

ẏ2



 =




0

√
1760
19

−
√

1760
19

0








y1

y2



 +




S1(y1, y2)

S2(y1, y2)



 . c G � G � Z e

� �:�o����� 
E��� ���f��� 7 7:�G�o9o7*�%��� ��� ���%9��K��7 �:7!9��������!�
���w�o9�� 	87��G����7��o9G�������"����� 	G�¥9����%���¥�����

 �
�m7!9

E�?���G�*
E���




S1(y1, y2)

S2(y1, y2)



 =







3∑

i+j=2

aijy
i
1y

j
2 + o(|ȳ|2)

3∑

i+j=2

bijy
i
1y

j
2 + o(|ȳ|2)






. c G � G � 5   e

���!�o���G� 
E���Q��� �  �G������� c G � G � Z e 6"�
��� ����9��
�
�%9�� 9�� �
���Q����9�	����������
� �Q����6���� �5�
� �Q���6��� �
6������
�

ż = − �
√

1760
19
z + o(|z, z̄|)

˙̄z = �
√

1760
19
z̄ + o(|z, z̄|).

c G � G � 5�5 e

� ��������� �%�����N� λ + λ̄ = − �
√

1760
19

+ �
√

1760
19

= 0 ��7�� ��9��
�¥7 �%�������
�����¥���(	��K�!7*���
��9��
6?9G��6?9���� {λ, λ̄} �
�\�=9��
�i���87��w��� �%�N�
��6��
��	�9�� ���
� 9��
�i���87������
� λ = (n + 1)λ + nλ̄ �%�

λ̄ = nλ + (n + 1)λ̄ �E6 ���?9+�o��� � n ∈ N
� U 7��������
�87*����� 6 ���?9��%����	����Q9���7 �\�V7' G����������	��

6 �����w� �����	6��������Q9 (z, z̄) = (0, 0) �E�?����� � �%9i���G��7!6?6"�
� # ��7+�
%��Q�!9�����	��
� �^�!9��N�
� ����9��m7��������
( ���?9��
�!�b7��¥9��'����������7 �������* "�
�i����� 	��%	��������¥9 �¥7K���!��� ���!	��%�m�������N� 9����i���87*�����

24��+�!
�2��� 03! [N� [N�W<���{^B8UXP
A ∈ Mn(C)

<GWZ:(w 4	Pl>=UxYC:(E	Ul4 �GB8W�4	9;:h]�{�<j@N@QBjMjB8W\M gh<Q:�9K4
YCB89X9;:CY=PlUxB8W�EG:CM�684	9;:=<?>DMt@�>DBC@�>D:CM

Λ = (λ1, λ2, ...., λn)
EG:`9K4 w 4	Pl>VUxYC:

A
MjB8UXPu>DRCMjB8W�4	WQP':h]

{^B8Ux:=WQP
es

<?W 6	:CY=Pb:=<G>vEG:F9K4�kC48Mj:
@�>DBC@�>D:Co {x1, ..., xn}
9;:CM�YCBjB8>eEGB8WQWZRC:CM EN4	W\MF9K4�kC48Mj:

{e1, ..., en}
o
m = (m1, m2, ...., mn) ∈ N0

n :=P xm = xm1
1 xm2

2 · · · xmn
n

] 	iW wvB8W��8wv:
6	:CY=PbB8>=Ux:=9

xmes

:CM=P#<GW(wvB8W��8wv:m>DRCMjB8W�4	WQP M=U
λs =

∑n
i=1miλi

:=P |m| ≥ 2
]

� 	1��	�9 % �F[N� [1� LN���#B8W\M=UlEGR=>DB8W\MF9;:�M=pjM=PbO=wv:
(3.3.11)

:=PA>D:=w 4	>rgh<�B8W\M�gh<Q: 9K4 w 4	Pl>VUxYC:
�~4GYCB	khUx:=WQWZ:SR=684	9L<QRC:,cv9e_aB8>VU �	UXWZ:�:CM=P#EGB8WQWZRC:T@\4	>

A =




− U

√
1760
19

0

0
U√1760

19



 ∈M2(C).



`! 
n,4	W\M�9;:IYCB8WQP':rs1Pb:`EG:
WZB8Pl>C:#@�>DB	kh9;O=wv:Co

x1 = z
:=P
x2 = z̄

]ZH
UXW\M=U;o�@QB8<G>�PbB8<?P
n ∈ N

o 9;:CM
wvB8W��8wv:CMm6	:CY=PbB8>VUx:=9[M




zn+1z̄n

0




:=P




0

znz̄n+1





MjB8WQPtEG:CM`wvB8W��8wv:CMm>DRCMjB8W�4	WQPXMh]

��������7���� ����� �m7����w���
�87��w��	��2�1���¥9%�¥7 ���!��� ��� 	�� �^��9��N�K�?��9��m7���� 	�� ��� �  5�\�������N�
�
�
�������r7*��� ���&��%G�Q��9��
�N��	G� (E�����G�r7!9��'�

$ 7 ��0>��?�	��([N� [N� <�� � � � �#B8W\M=UlEGR=>DB8W\M�9e_aRegh< 4	PlUxB8W E	U ��R=>D:=WQP�Ux:=9X9;:

ẋ = Ax +G(x) c G � G � 5 � e
B��

x ∈ R
n
:=P ∂G

∂x
(0) = G(0) = 0

] {�<j@N@QBjMjB8W\MSgh<�:S9K4 YCB89X9;:CY=P�UxB8W EG:CM,684	9;:=<G>DMA@�>DBC@�>D:CM
Λ = (λ1, λ2, ...., λn)

EG:+9K4`w 4	P�>VUxYC:
A
MjB8UXP5>DRCMjB8W�4	WQPb:h]\H
9;B8>DMCo5UX9�:rs1U;M=P': <?W7YC}\4	W��G:=wv:=WQP

� B8>Vwv:=9iEG:`684	>VUl4Nkh9;:
y = h(x)

>e4	wv:=W�4	WQPu9;:�M=pjM=PbO=wv:
(3.3.12)

4	< M=p�M=PbO=wv:

ẏ = Ay +H(y) c G � G � 5�G e
B��

H(y)
:CM=P+<GWZ:SMjR=>VUx: � B8>Vwv:=9X9;:�YCB8w
@QBjMjRC: EG:CMSwvB8W��8wv:CM�>DRCMjB8W�4	WQPXMv:=W��G:=W�E	>DRCMA@\4	>

9;:CM`>D:=9K4	PlUxB8W\MSEG:`>DRCMjB8W�4	WZYC:IEG:I9K47YCB89X9;:CY=PlUxB8W
Λ
]

24��+�!
�2��� 03! [N� [1� LN�/3`_aRegh<\4	P�UxB8W
(3.3.13)

4	UXW\M=UiB	khP':=WQ<Q:�:CM=P�4=@N@Q:=9;RC:T9K4 � B8>Vwv:`WZB8>Vw 4	9;:
E	< M=p�M=PbO=wv:

(3.3.12)
]

���!�o���G� 
E��� #m6?9��¥��9����5��7����%9���� H(y) ���a7�7�����������9o7����i��� 	����Q��� ���Q9
6��Q9�� � ���������?6 ���?9
�Q�����
���?9��%����9��¥7K�\�V7' G��������� c ���?9 ��7 �:7!9����%���
�
�����i9�� e 	�� ����6 �������������	6��������Q9 �?��� %  �6��%9
 � �
����
E���'� �?���G� �����������i�����%����6��
���%9o7��S����� ���������N�
��	��  ?7�� 	���6�9�� 	G� ��7 �^��9��N�N�?��9��m7����
	�� �� �\���
�N�'� 	 � �����%��� ��7m6?9����G���K	��B��%G�Q��9��
�N� G � G � 5 	?7������ � � 	?�����G������� �b7��%��� 	��

�?��9��=7*�������Q9 	G��6�9��+6?7!9�	���6�9�� ��� �
�'�¦687:9 	��
� �&%87��	6��
�N�
�w����	��
�!7:9���75 ������U687!9��b7*� ���������w�
7��87*�� �����
 �G�
��� � ����������6 ���?9
�o����� n ∈ N

�����i���G� ���
� %  �6 �!��%	��������	����
%��Q��9��
�N� G � G � 5 �����
6"�
���$9i7��N�
���%9 cb687:9 ��� �&%87���6��
�N�
�w�+7��87*�� �����
 �G� 	�� �:7!9���7' ����
� y = h̄(x) ���
� 
 �G� h̄−1

�
�\��6 ���  �?���N��7�� e ���
�� �G�
�
�N��c G � G � 5 � e 7�� �� �G�
�
�N�

ẏ = Ay + H̄(y) + o(|y|n), c G � G � 5 � e
�10 H̄(y) �
�G����� 6 ���� �����N� �Q�������
�87*�����o����� ����� �������������
9����i���87*������	9�j��9�	?9�� ≤ n �
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 �����
�?���G� �=7����w���
�?7��w�O7*� �� �G�
�
�N� (3.3.11) �%�O9��
�m7!9�
 ������� 
E�������f���=6"�
� � ��7*�������Q9

��7%	����.�5�"�
�N�#��
E�87:��� ��� 	���� �!���,c^687!9���� 
E��� �
�����#���G� ��7 �%���B���	6����
��	��#�¥7�6?9��
�N�"�Q9�� e 6 ���?9
�?���G� �����N� ���Q9)#N��� ��
 �?7:��� ���

ż = − �
√

1760

19
z + o(|z, z̄|). c G � G � 5 ` e

( 7!9 ������%G�Q��9��
�N� G � G � 5 �%� �����O9����=7:9

E���
�)
E��� �������������
�w� �5��� �� �G�
�
�N� c G � G � 5 ` e 6������
���|9��
���Q9��¥9��fcb687:9S���!�&%?7��	6���������� 	�� �%� ��9�	?�����G�
�
�
7��87��  ����"
E��� Z = h(z) = z+ o(|z|) e
�Q�����N� ���G� ��$

Ż = − �
√

1760

19
Z + c1Z

2Z̄ + o(|Z|3). c G � G � 5 H e

� ���������E��7��G�V75 �������� ��� 	�� ���j�!9��"6������ ���G� ���w���"�%9���������� 	?���������|687:9 ��� ����6�����	��#�¥7+687:9G�����
9����
�����(	�� �%�5������������� c1 � �g�����
�#���%�G��� �:7������?9��S	��Q6"�
��	?7����N�
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