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RESUME

Le systéme de Lorenz est un systéme d’équations différentielles dépendant
de trois paramétres. Lorsque 1'on fixe deux des paramétres du systéme et que
I’on fait varier le dernier, il se produit une suite de bifurcations qui nous méne
d’un systéme parfaitement prévisible a un systéme chaotique. Pour 1’étude de
quelques une de ces bifurcations, nous ferons appel au théoréme de Shil’nikov, a
la définition formelle de chaos et aux formes normales. Pour conclure cette étude,
nous présenterons certains résultats généraux sur la naissance de cycles limites

dans le systéme de Lorenz.

Mots clefs : Systémes dynamiques, Bifurcation, Chaos, Cycle limite, Systéme

de Lorenz.
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ABSTRACT

The Lorenz system is a differential equation system depending on three para-
meters. When one fixes two of the parameters of the system and that one varies
the last, there is a succession of bifurcations which carries out us of a system
perfectly foreseeable with a chaotic system. For the study of some one of these
bifurcations, we will call upon the Shil’nikov theorem, the formal definition of
chaos and the normal forms. To conclude this study, we will have certain general

results on the birth of limit cycles in the Lorenz system.

Key words : Dynamical systems, Bifurcations, Chaos, Limit Cycles, Lorenz

system.
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INTRODUCTION

L’étre humain, par ses mythes religieux, ses observations, ses techniques ou
ses sciences, n’a jamais cessé de tenter d’expliquer la météo. Dans cette optique,
les physiciens et les mathématiciens ont personnellement utilisé les équations dif-
férentielles pour essayer de prévoir les fluctuations météorologiques. Ces derniers,
par leurs tentatives acharnées, étaient peut-étre loin de se douter que leurs re-
cherches allaient les mener a la naissance d’une des plus extraordinaires théories

de 'histoire des sciences a savoir celle du chaos.

Le systéme de Lorenz

t=o(y— )
y:pl’—y—LUZ (:L’,y,z)GRg
Z:_ﬁz—i_];y 07p75>07

un systéme d’équations différentielles dépendant de trois paramétres modélisant
les mouvements des gazs entre certaines couches atmosphériques, a participé a
cette naissance, choquante et angoissante pour le déterminisme en général. Dans
ce mémoire, nous allons suivre en quelque sorte le cheminement qu’a jadis em-
prunté Edward Lorenz en fixant deux des paramétres de son systéme (o = 10 et
B = %) et en faisant varier le dernier (p) . Au fur et & mesure que le parameétre p
augmentera, il se produira une suite de bifurcations qui nous ménera d’un systéme

parfaitement prévisible & un systéme chaotique.

La premiére bifurcation qui retiendra notre attention sera la bifurcation ho-

moclinique qui se produit pour p trés pres de 13.926. Pour nous permettre de bien



2

comprendre cette bifurcation et de prévoir ’apparition de cycles limites dans le
systéme, nous allons énoncer et démontrer le théoréme de Shil’nikov, qui est une

généralisation de notre cas spécifique de bifurcation homoclinique.

Par la suite, nous allons nous pencher sur la fameuse bifurcation d’apparition
du chaos qui survient pour p = 24.06. Pour ce faire, nous allons tout d’abord
définir rigoureusement la notion de systéme dynamique chaotique discret. Pour
appliquer cette définition, nous allons discrétiser le flot du systéme a cette valeur

spécifique de p ce qui nous conduira a I'introduction de ’application de Lorenz.

Finalement, notre route nous ménera & la bifurcation de Hopf en p = 40 =~

24.74. Pour bien comprendre cette bifurcation, nous calculerons une approxima-
tion de la variété centre en un point d’équilibre pour éventuellement conclure sur
sa stabilité. Ainsi se terminera le cheminement classique de 1’étude des bifurca-

tions dans le systéme de Lorenz.

Pour conclure, nous consacrerons le chapitre 4 a certains résultats sur I’appa-

rition de cycles limites dans le systéme de Lorenz lorsque p > %. Pour ce faire,

nous appliquerons une fois de plus le théoréme de Shil’nikov.



Chapitre 1

THEOREME DE SHIL’NIKOV

Avant de débuter notre étude du systéme de Lorenz, nous allons énoncer et
démontrer un théoréme concernant certains types de bifurcations homocliniques
pour un point de selle de R? ayant 3 valeurs propres réelles. Pour ce faire, nous

allons tout d’abord introduire quelques notions élémentaires.

1.1. PRELIMINAIRES
Soit Xy un point d’équilibre du champ de vecteurs

X=F(X), ot X€R} FeC et A= g—i(xo) € Ms(R). (1.1.1)

Supposons que la variété instable W*(X) est de dimension un et que la variété
stable W#(X) est de dimension deux. Supposons également que les trois valeurs

propres de A sont réelles et telles que A\; > 0 > Ay > As.

Définition 1.1.1. La valeur propre de A la plus prés de 0 est appelée la valeur

propre principale. L’espace propre correspondant a la valeur propre principale est

appelé ’espace propre principal. Notons qu’il est possible que |A\1| = |\a|. Dans ce

cas, il y aura deuz valeurs propres principales et [’espace propre principal sera de

dimension deuz.

Définition 1.1.2. Soit Xy un point de selle hyperbolique du systéme (1.1.1). La

quantité de selle du point X, est donnée par o = A\ + Ag.
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Exemple 1.1.1. Considérons a nouveau le systéme (1.1.1). Posons Xy = 0 et
A = diag(A1, A2, A3) tel que o = Ay + Ay > 0. Ainsi, la valeur propre principale
est A\y. On remarque alors que presque toutes les orbites sur W*(0) approchent

0 le long de ’espace propre principal qui correspond & l'aze des y (voir la figure

1.1.1).

=
/@/

W(0)
Fig. 1.1.1. Orbites sur W#(0) approchant 0 le long de I’espace

W'(0)

propre qui correspond a 'axe des y

Toujours dans le contexte de ’exemple précédent, supposons que le systéme
(1.1.1) posséde une boucle homoclinique I'y qui revient de maniére tangente a
l'axe des y (voir la figure 1.1.2) et regardons les différentes topologies possibles

de la variété stable W#(X,) dans un voisinage de I'y.

Tout d’abord, considérons un petit voisinage tubulaire Uy de 'y U {X,}. La
boucle homoclinique I'y appartient entiérement & la variété stable W*(X,). De
plus, génériquement, la variété W*(X,) s’intersecte elle-méme prés du point de
selle X le long des deux orbites exceptionnelles sur W*(Xj) qui approchent le
point de selle tangentiellement & I’espace propre non principal (voir la figure
1.1.3). Ainsi, ensemble M := W*(X,) N Uy qui contient la boucle homoclinique
[y est (génériquement) une variété non différentiable de dimension deux. Pour

plus de détails, voir dans [K].



F1G. 1.1.2. Retour d’une boucle homoclinique le long de la variété stable

Définition 1.1.3. St M est topologiquement équivalent a un simple ruban, I'y

est une boucle homoclinique simple ou sans torsion. Si M est topologiquement

équivalent a un ruban de Mdobius, I'y est une boucle homoclinique avec torsion.

Nous sommes maintenant préts a la formulation du théoréme de Shil’nikov.

F1G. 1.1.3. Boucle homoclinique simple (a) et avec torsion (b)



1.2. THEOREME DE SHIL'NIKOV

Théoréme 1.2.1. Considérons le champ de vecteurs suivant :
X = f(X,e), X €R? c€R, (1.2.1)

ot f est une fonction de classe C*, possédant en ¢ = 0 un point d’équilibre de selle
Xo avec trois valeurs propres A1(0) > 0 > Xy(0) > A3(0) et une boucle homocli-

nique I'y. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(H]) Og — >\1(0) + )\2(0) > O,'
(H.2) Ty revient en Xq le long de ’espace propre principal ;
(H.3) Ty est simple ou avec torsion ;

(H.4) () # 0, pour tout € # 0.

Alors, dans voisinage tubulaire de I'y pour ¢ dans un petit voisinage de € = 0, le

systéeme a au plus un cycle limite.

Notons que le cycle limite existera pour 3 < 0 (resp. 3 > 0) dans le cas de la
boucle homoclinique simple (resp. avec torsion) ou [ sera défini dans la preuve

(voir les figures 1.2.1 et 1.2.2).

(a) <0 (b) =0 (c) >0

Fia. 1.2.1. Bifurcation de Shil’nikov autour d’une boucle homo-

clinique simple
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DEMONSTRATION. Nous ferons la preuve dans un cas particulier pour mettre en
lumiére les idées, c’est-a-dire supposons que le systéme (1.2.1) puisse se ramener
par un difféomorphisme de classe C', dans un petit voisinage V' de X;, au systéme

linéaire suivant :
)\1(5) 0 0
A= —=(Xp,¢e) = 0 X(e) 0 |- (1.2.2)
0 0 )\3(6)

On discutera aprés la preuve de la maniére dont on peut réaliser cette condition.
Sans perte de généralité, supposons que X, = 0. Ainsi, le flot du systéme (1.2.2)

est le suivant :

et 0
pt,X)=1 0 & o |X, XeR. (1.2.3)
0 0 eMe!

(a) f<0 (b) =0 () 8>0

Fia. 1.2.2. Bifurcation de Shil’nikov autour d’une boucle homo-

clinique avec torsion

Notons que Aj(g) > 0 > Aa(e) > A3(e) pour un e assez petit, par continuité.
Considérons I'application de Dulac A, : ¥1 — 35, ou ¥y = {(z,7,2) | =,z € R}
Yo =A{(Z,y,2) | y,z € R} avec 7,7 € R suffisamment petits pour que les sections

¥, et 3y soient dans V' (voir la figure 1.2.3). Trouvons explicitement la forme
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générale de ’application de Dulac. Tout d’abord, pour simplifier la notation, on
peut par un changement d’échelle, poser & = 1 et § = 1. Ainsi, pour (xo, 1, z) €
Y1, on veut trouver y; et z; tel que A (o, 1, 20) = (1,41, 21) € 3. Or, en utilisant

le flot (1.2.3), on peut poser

Zo eM @ty 1
Al 1 [ =] et [ =]y
20 6>‘3(€)t20 21
Ainsi, eM@izg =1 = \(e)t = lnxl = —lnxg =t = —%(E)lnxo =y =
Ao (e) Ao (e)
er2(e)t — eAg(e)(—ﬁlnxo) = (elnx())—ﬁ(s) = {L‘O_)‘f(@' De p]us, 21 = e>‘3(5)tz0 =
A3 (e)
eAS(e).(_ﬁlnmo)Zo _ xo_)\?(s) 20-
y
2, :
z
F1G. 1.2.3. L’application de Dulac A, : X1 — 3,
On trouve donc la forme générale de ’application de Dulac
ZTo 1
_Aa(e)
Ari¥y =S| 1| — | 2o MG
_2A3(e)
20 Ty MGz
qui peut se ramener a
r U1 ARG
A — = e | - (1.2.4)

z 21 x ME)z
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Or, notons que nous travaillons dans un petit voisinage de ¢ = 0, c’est-a-
dire sur un systéme proche d’'un systéme possédant une boucle homoclinique I',
(voir figure 1.1.2). Ainsi, par continuité du systéme, nous pouvons considérer

Iapplication R, : ¥o — 3 (voir figure 1.2.4).

F1G. 1.2.4. Le difféfomorphisme R, : ¥y — >

Comme nous avons ramené le systéme (1.2.1) au systéme (1.2.2) par un difféo-
morphisme de classe C*, cela implique que ’application R, est un diffeomorphisme
de classe C'. Remarquons qu’en ¢ = 0 , Ry(0,0) = (0, Zy), car cela correspond a
la boucle homoclinique T'y (voir la figure 1.1.2). Cependant, par un changement
de variable de classe C', on peut poser Z; = 0. En effet, au voisinage de 1’origine,

le systéme a la forme

T = >\1(€)l’
= Aa(e)y
z = >\3(8)Z

et & priori, on sait seulement que la boucle homoclinique I'y coupe y =y =1 en

(x =0,z = Zy). Dans le plan {x = 0}, ce point fait donc partie de la trajectoire

-

A3(e) Az(e

2= Cy*»©, ou Zy = Cy*e =(C.

On fait le changement de variables de classe C*

A3(e)
Z=z— Loy .
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Alors,
L As(g) sy .
= — Z Ao (e)
z z 0>\2(€)y 2 Yy
Az(g) 2t
=\ — \o(e) Zp—"—Ly 2@
()2 = ale) 203 o

Az(e)

Ag(e)
= Xs(2)(Z + Zoy 2 ) — Xy (e) Zoy 2

= >\3(8)2.

Ainsi, en faisant ce changement de variables (de classe C'!), on obtient que la
boucle homoclinique coupe y =g =1en (z =0,z = 0). A partir de maintenant,
on peut supposer Z; = 0. Donc, le probléme de chercher des solutions périodiques
du systéme dans un voisinage de la boucle homoclinique I'y pour € petit se raméne
a chercher les points fixes de I'application de premier retour P. = R.oA,, ou P :

¥; — 3. Nous cherchons donc les points ¢ € R? tel que P.(§) = £ = (R.0AL)(€).

Une autre maniére de formuler le probléme est de considérer I'inverse de R,

et de chercher les ¢ € R? tel que A.(€) = RZ(€). Or, R. est un difféeomorphisme

£

de classe C'! ce qui implique que R_! est un difféomorphisme de classe C'. Donc,
par le théoréme de la moyenne, RZ' : 3; — ¥, peut s’écrire, pour & prés de

(x0> ZO) = (07 0)7

-1

-1 _ p—-1 aRe
(€)= B (0) + —5=(0) £+ o(le]).

La formule précédente est bien connue en classe C2. Comme on 'utilise ici en

classe C'!, alors on donne sa preuve dans le lemme 1.2.1 aprés cette démonstration.

Donc, posons

Bi(e) o OR: + [ae b
62(5> 8{ Ce de

OR:!
o€

et d. # 0, car dy # 0 par I’hypothése (H.3). En effet, étudions le cas dy = 0. Tout
d’abord, soit € = 0. Donc,

(0)] = acd.—b.c. >0 (car RZ! préserve I'orientation)

On peut supposer det|

ORy*

R5(€) = Ry (0) + 52

(0)¢ + o([¢])-
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Or, R;'(0) correspond & la boucle homoclinique. Ainsi R;'(0) = 0 d’out

ORy*
Ry'(¢) = ag (0)€ + o(|¢])-
Prés de £ =0, on a donc que
1 b
Ry (€)= - (0)¢ = v e (1.25)
o do

Soit {eq, e3} les vecteurs de la base propre correspondant aux valeurs propres
)\1 et >\3. Ainsi,
ap b(] ag b(] 0 b(] b(]

Ry (es) = e = = ko =ko| ]
Co do Co do ]{?0 do 0

ou kg > 0 est trés petit. Géométriquement, lorsque by > 0 et by < 0, on obtient
deux schémas différents que I'on présente & la figure 1.2.5. On voit qu’aucun des

deux ne correspond a I’hypothése (H.3) ce qui implique que dy # 0.

(a) b <0 (b) bop >0

F1G. 1.2.5. Voisinage de la boucle homoclinique I'y lorsque dy = 0

Maintenant, par (1.2.4), on a

R7YE) = AL(§) si et seulement si

€
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_ 220
B1(e) N a. b, x N o(z, 2) = SE) w (1.2.6)
== g (e) = . L.
Ba(€) c. d. z o(z, z) NG 2 21
Cela conduit aux deux équations suivantes :
_Aa(e)
Bi(e) + acx + bz +o(x,2) = 216 (1.2.7)
Ag(e)
Bo(e) + ccx +dez+o(x,2) = 2 NG 2, (1.2.8)

Tout d’abord, on sait par 'hypothése (H.1) que A\1(0) + A2(0) > 0. Cela reste vrai

dans un voisinage de ¢ = 0, c’est-a-dire que A\;(€) + A2(e) > 0 pour un ¢ assez

)\2(6)
)\1 (6)

€]0,1[ . Or, 'équation (1.2.8) peut se réécrire comme suit :

< 1.

petit. Ainsi, on a que A;(g) > —A2(e) > 0 ce qui implique que 0 < —

_ )\2(6)
)\1(6)

Posons r(g) =

Az(e)

G(x,z,¢€) = [ae) + ccx + dez + oz, 2) —x M@z = 0.

On a donc que

Ag(e)
aa—G(xv Z, ‘5) =d. — x_k?(s) + O(xzu Z)‘
VA

)\3(6)
)\1(6)

%—f(O, 0,e) = d. # 0. Donc, par le théoréme des fonctions implicites, G(z, z,) =0

De plus, on que Ai(g), —A3(e) > 0 ce qui implique que — > 0, et alors

peut s’écrire

z=h(z,e) =d(e) +v(e)x + o(x) , pour z, e petits (1.2.9)
ou d(¢) est du méme signe que —ﬁil—(f), 7(0) = —%> et h est de classe C'. Par

conséquent, I’équation (1.2.7) peut se réécrire ainsi :
F(x,¢) = fi(e) + acx + b.h(x,e) — 2" + o(x) = 0.
En utilisant (1.2.9), on obtient I’équation suivante prés de x = 0
F(x,¢) = Bi(e) + acx + b[y(e)z + 6(e)] — 2" + o(z) =0 =

F(x,e) = [Bi(e) 4+ b.6(e)] + [ac + boy(e)]z — 27 + o(z) = 0. (1.2.10)
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Ainsi, nous obtenons que

g—i(fa e) = la: + b-y(e)] — % +0(x) £ 0 (1.2.11)

et ce, pour (z,¢) trés prés de (0,0). En effet, pour z prés de 0, O(x) est trés petit
r(e)

rl—r(e)

et r(e) € )0, 1] ce qui implique que est trés grand. Supposons maintenant

qu’il existe 1,z tel que F(z1,e) = F(x9,e) = 0. Par le théoréme de Rolle,
cela implique qu’il existe x3 € |zq, x2[ tel que g—i(xy), e) = 0. Contradiction avec
(1.2.11) pour (z,¢) prés de (0,0). Ainsi, F(x,e) posséde au plus une racine dans
un petit voisinage de (0,0) d’ou le fait que le systéme (1.2.1) posséde au plus un

cycle limite dans un voisinage de la boucle homoclinique pour ¢ petit.

Regardons maintenant o va apparaitre le cycle limite dépendamment d’une

certaine valeur 3(¢) que nous allons déterminer. Par (1.2.10), on obtient que
Flz,e) =0 <= 2" — (ac + by(e))z 7 4+ o(z 7)) = By(e) + bb(e).
Cependant, prés de x =0, on a
1 — (a4 boy(e)z' ™) 4 o(z' @) 22 1.

Donc, F(z,e) = 0 n’a de solution que si 3;(g) + b.6(¢) > 0. En effet, on peut
écrire

1 1

2 [1 = (a: +0.9(e))a' ™ +o(a'TO)TE = [Bi(e) +b:6(e)] . (1.2.12)

seulement si 3 (g) + b.0(¢) > 0. L’équation (1.2.12) a une solution unique par le

théoréme des fonctions implicites car

1

H(z,e) == [1 — (az + by(e))x' ™ + o(x " N]7@ — [By(e) + baé(s)]ﬂlﬂ =0
est telle que
OH
Z2(0,0) =1 #£0.
. (0,0) =170
Par conséquent, F'(z,) = 0 posséde une unique solution z = x(e) lorsque

B1(g) + b-0(¢) > 0. Maintenant, posons

B(e) := —d.[Bi(e) + bed(e)].
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Par ’équation (1.2.12), on voit que z = 0 si et seulement si 3(¢) = 0 ce qui
implique qu’on a une boucle homoclinique si et seulement si 3(¢) = 0. Or, par
I’hypothése (H.4), la boucle homoclinique ne peut exister pour ¢ # 0. En effet,
par hypothése, on a une boucle homoclinique en ¢ = 0 ce qui implique que 3;(0) =
B2(0) = 0. Comme _63_(:) est du méme signe que 0(¢), alors 55(0) = 0 implique
que 0(0) = 0. Ainsi, 5(0) = —dy[51(0) +byd(0)] = 0. Supposons maintenant que le
systéme (1.2.1) a une boucle homoclinique pour un ¢y # 0. On prend ¢ > 0 sans
perte de généralité. Par ce qui précéde, on a que (3(g9) = 0 = 3(0). Or, notons
que 3 € C*', car RZ! € C'. Alors, par le théoréme de Rolle, il existe un &, €]0, o[
tel que #'(e1) = 0. Contradiction avec I’hypothése (H.4).

Donc, ((0) = 0 est la condition géométrique de ’existence d’une boucle ho-
moclinique. Les deux inégalités G(c) < 0 et G(¢) > 0 correspondent aux deux
positions de la variété instable par rapport a la variété stable (voir les figures

1.2.1 et 1.2.2).

Maintenant, faisons la distinction entre le cas de la boucle simple et celui de
la boucle avec torsion. Notons que la distinction se fera par le signe du paramétre

do de la matrice

ap by

co do

Rappelons tout d’abord ’équation (1.2.5) et soit

b
Roles) =ko | |- (1.2.13)
do

(1) Cas simple
Dans le cas de la boucle homoclinique simple (sans torsion), on a que
dy est strictement positif : ceci est géométriquement évident sur la figure
1.2.6 et ce, en considérant (1.2.13). On sait également que le cycle limite
va apparaitre si et seulement si (31(¢) + b.6(¢) > 0. Donc, comme dy > 0

implique que d. > 0 pour ¢ petit, alors le cycle limite va apparaitre si et
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seulement si
B(e) = —d:[f1(e) + bb(e)] <0
(voir la figure 1.2.1).

Cas avec torsion

Dans le cas de la boucle homoclinique avec torsion, on a que dj est stricte-
ment négatif : ceci est géométriquement évident sur la figure 1.2.6 et ce, en
considérant (1.2.13). On sait également que le cycle limite va apparaitre
si et seulement si 5;(¢) + b.0(¢) > 0. Donc, comme dy < 0 implique que

d. < 0 pour ¢ petit, alors le cycle limite va apparaitre si et seulement si

B(e) = —d.[Bi(e) + b:0(e)] > 0

(voir la figure 1.2.2).

(a) do >0 (b) do <0

F1G. 1.2.6. Boucle simple (dg > 0) et avec torsion (dy < 0)

O

Lemme 1.2.1. Soit F' : R? — R? un difféomorphisme de classe C*. Alors, pour

X pres de (x1,22) = (0,0), F peut s’écrire comme suit :

F(X) = F(0) + §—§(0>X + of|X]).
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DEMONSTRATION. En effet, posons
F(X) = (F1(X), Fa(X)),

ou X = (X1, Xs) et Fi, Fy : U — R sont différentiables avec U C R? un voisinage
ouvert de 0 dans R2. Soient &, ¢ € U. Alors, par le théoréme de la moyenne, il

existe 21, 2o € U sur le segment reliant & et ¢ tels que

Fi(¢) = F1(§) = VFi(z1) - (€ =€)
F5(Q) — F2(§) = VIEy(22) - (( =€) -

Ainsi,

OF

F(Q) = FI&) - 526 (¢~ )

VE(21) - (C=§) OF
- — = (O - ¢
VF2<Z2>~<<£>) ox )

(vEe\ el

[ (e 3;12(21)) . (32(5) 35;;@)] o

02 (29) 282 (z) e (§) 55 (9)

| \ox, 09X
Comme z; et z; sont sur le segment reliant £ et (, alors 21, 25 z €. Or, g—% sont
continues (V i,j = 1,2) ce qui implique que gf;;(z,) p— gf;; &) (Vi,j=1,2).
Donc,
VFi(z) or 00

(VFQ(ZQ)) “ar (o o)

d’ou le fait que
F(Q)— F(&) ~ 95(6) (¢ &) = o([¢ ~€]).

Posons ( = X et £ = 0. Ainsi

F(X)=F(0)+ g—)};(O)X + o(| X]).
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1.3. THEOREME DE HARTMAN

Maintenant, comment, pouvons-nous nous assurer de pouvoir réaliser I’hypo-
thése supplémentaire a 'intérieur de la preuve du théoréme de Shil’nikov a savoir
la linéarisation du systéme au voisinage de 1’origine par un diffeomorphisme de
classe C' ? Une condition suffisante & la réalisation de cette hypothése sera four-
nie par le théoréme de Hartman que nous énoncons ci-aprés. Pour ’énoncé du
théoréme, nous avons tout d’abord besoin de définir la notion de résonance. Nous

regardons ici des systémes dans R?.

Définition 1.3.1. Une collection de wvaleurs propres A = (A, A, ..., \g) est

résonante si ces valeurs sont reliées par une relation de la forme

d
i=1

pour un N\, € A, ot m = (my,ma, .....myg) € No® = {NU{0}}¢ et Zle m; > 2.
Cette relation est appelée résonance et le nombre |m| = 2?21 m; ordre de la

résonance.

Exemple 1.3.1. La relation A\ = 2\ est une résonance d’ordre 2, 2\; = 3\
n’est pas une résonance, \1+ Xy = 0 est une résonance d’ordre 3, car cette relation

entraine les résonances A\ = 2\1 + Ag et Aa = A + 2\ toutes deux d’ordre 3.
Nous sommes maintenant prés & énoncer le théoréme de Hartman.

Théoréme 1.3.1. [H]| Soient n € N et I' € My(R) une matrice non singuliére.
Alors, il existe un entier N = N(n) > 2 avec les propriétés suivantes : Pour tout

systeme d’équations différentielles
=Tz +Z(2), (1.3.1)

ot x € RY Z(0) = g—i(O) = 0, I' est telle que ses valeurs propres ne satisfont
aucune relation de résonance d’ordre < N et Z(z) est un difféomorphisme de

classe O pour || petit, alors il existe un changement y = R(z), ot R est un
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difféeomorphisme de classe C", ramenant le systéme (1.3.1) au systéme linéaire

y="Ty.
LA CONSTRUCTION DE N(n)

La preuve du théoréme précédent fournit un choix de N(n) ou, de maniére
équivalente, de A = A(n) = N(n) — n. Nous allons fournir ici, fidélement a la
preuve de Hartman, la maniére de trouver un A € N suffisamment élevé pour la
linéarisation du systéme (1.3.1). Notons que le “suffisamment élevé” implique que
cette facon de trouver le A n’est probablement pas la meilleure. Voici donc cette

maniére :

Soient {A1, ..., A\¢} 'ensemble des valeurs propres de I' tel que Re\; # 0 ( Vi =

1,...,d), posons

Y = e (1.3.2)
et soient a, a € R tels que

0<ac< m1n{\7k| " |}<a<1

Alors, A\ peut étre posé comme étant

nd d CL
ol on pose
(d4+n—1)!
Apg=——7-—"°"- 1.3.3
4T Tpl(d = 1) (1:33)

qui est le nombre de dérivées partielles d’ordre n d’une fonction a d variables. On

pose ainsi

N(n) = A(n) +n. (1.3.4)



Chapitre 2

CHAOS ET CONJUGAISON TOPOLOGIQUE

Le grand mathématicien Stephen Smale a dit : « La théorie du chaos a frappé
d’un coup mortel le déterminisme, celle-ci établissant I’omniprésence de I'imprévi-
sibilité comme trait fondamental de I’expérience ». Dans cette optique, les scien-
tifiques et plus particuliérement les mathématiciens, ont di essayer de confronter

cette théorie anti-déterministe en la définissant de maniére rigoureuse.

Dans ce chapitre, nous allons définir de maniére rigoureuse la notion de chaos
et nous fournirons un critére de comparaison entre la dynamique de certains
systémes. Par le fait méme, nous pourrons donner une évidence de la présence
du chaos dans le systéme de Lorenz lors de la bifurcation d’apparition du chaos

(voir la section 3.3.3).

2.1. DEFINITIONS ET EXEMPLE

Nous allons maintenant introduire la notion de dynamique discréte qui est
a la base de la définition rigoureuse de chaos. Tout d’abord, considérons une

application f: X — X et un point xg € X.

Notation : Nous utiliserons la notation f"(xy) qui signifiera que nous applique-
rons f n fois au point xy c’est-a-dire f"(xg) = fo fo---o f (xg).
—_—
n fois
Définition 2.1.1. L’orbite du point xy sous lapplication [ est défini par la suite

de points {xg, 1 = f(x0), 20 = f(x1) = f2(x0),...., 20 = f"(20),...}. Comme on

applique [ a temps discrets, on parle ainsi d’un systéme dynamique discret. Le
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point xy est un point périodique s’il existe un m € N (appelé période de x,) tel

que f™(xzg) = xo. L’orbite du point périodique xo de période m

{20, f(20), F7(20), -+ [ (0), f™(w0) = w0, f(20), ...} est appelé un cycle de pé-

riode m.

Exemple 2.1.1. Considérons ’application f(z) = —%ZE2 + g:)s + 1. On remarque
que f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 0. Ainsi, les points 0, 1 et 2 sont trois points
périodiques de période 3 (voir la figure 2.1.1).

f(x)

2,,

FiG. 2.1.1. Cycle de période 3

Définition 2.1.2. Soit X un espace métrique. On dit qu’une application f : X —

X a une dépendance sensible aux conditions initiales s’il existe un 6 > 0 tel que

pour tout x € X et pour tout voisinage N de x, il existe un y € N et un m € N

tel que d[f"(x), f"(y)] > 5.

Définition 2.1.3. On dit qu’une application f : X — X est topologiquement transitive

st pour toute paire d’ensembles ouverts U,V C X, il existe un k € N tel que

fRU)YNV £ 0.
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2.2. CHAOS ET CONJUGAISON TOPOLOGIQUE

Nous allons maintenant introduire la notion de systéme dynamique chaotique.
Il existe plusieurs définitions de chaos dans un systéme dynamique discret, cer-
taines étant plus fortes et d’autres moins. Nous choisissons la définition suivante,
car elle s’applique & une grande classe de fonctions et elle est assez facile a vérifier.

Pour plus de détails, voir dans [D].

Définition 2.2.1. On dit que Uapplication f : X — X est chaotique sur X si :
1) f a une dépendance sensible auz conditions initiales ;
2) [ est topologiquement transitive ;

3) Les points périodiques de f sont denses dans X.

Exemple 2.2.1. L’application g : S* — S': 0+ 20 est chaotique.

DEMONSTRATION. Pour la démonstration, nous allons vérifier les trois conditions
de la définition précédente. Tout d’abord, notons que nous représenterons un point
de S! par son angle en radian. Donc, un point est représenté par tout angle de
la forme 6 + 2k, ot k € Z. Considérons la distance entre deux points 6, ¢ € S!
comme étant dgi (6, 1) := I’angle du plus petit arc qui joint 6 et 1 dans S* (voir
la figure 2.2.1). Notons que pour tout 6, v € St ds:1(6,v) € [0, 7).

1T

2
S
0
Tt 0
dsl[e, /

Wam
2

F1G. 2.2.1. Distance entre deux points 6 et ¢ dans S*
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Fixons § = 7. Soient 0 € [0,27), € > 0 et ¢ € [0,27) tels que dg1(0,7)) < e <

5 Or,
7
ds1[g(0), 9(¢)] = ds1(26, 2¢)] = 2ds: (6, ¥) < 1

ce qui implique qu’il existe un n > 1 tel que

™

ds [gn(9>7gn(w>] =2"ds (971/}) > Z =0

Ainsi, g a une dépendance sensible sur les conditions initiales (voir la figure 2.2.2).

d[9%(8) XV
n 2 o del06), 9] s[076),9°(4]

s dg[6,V] s v o
ellJ
T[\ 0
3

F1G. 2.2.2. Dépendance sensible de g : S — S!

Maintenant, soient U et V deux sous-ensembles ouverts de S*. Or il existe un

k € N tel que ¢*(U) = S*. En particulier,
g U)NV #0
et donc, g est topologiquement transitive.

Trouvons finalement I’ensemble des points périodiques de g que nous allons

noter Per{g}. Soit # € S! un point périodique de g de période n c’est-a-dire que
g"(0) =2"0 = 0+ 2kr, k€ Z.

Ainsi, on obtient que

2k

0 —
on — 1’

ou ke€{0,1,..,2" — 2}.
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Par exemple, tous les points périodiques de période 3 de I'application g : St — S!

font partie de I’ensemble suivant :

0, =, — = = = .
{777777777777}

27T\ _ATT
9(7)_ 7 2TT_ 16TT_

CNTE TR

9= S

Fic. 2.2.3. Cycle de g de période 3

Donc,

Per{g} = J { 2k ‘ k= 0,1,...,2"—2}.

2n —1
n>1

Or, Per{g} = S* d’ou le fait que les points périodiques de g sont denses dans S'.
Par conséquent, g : S — S! est chaotique O

Définition 2.2.2. Soient f : X — X et g : Y — Y deux applications. [ et g

sont topologiquement conjuguées s’il existe un homéomorphisme h : X — Y tel

que ho f = goh c’est-a-dire que le diagramme sutvant commute :

XfX
T

Y g Y

F1G. 2.2.4. Deux applications f et g qui commutent
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Proposition 2.2.1. Soient f et g deur applications topologiquement conjuguées
via [’homéomorphisme h. Alors f et g ont eractement les mémes propriétés dy-

NaMIGUES.

IDEE DE LA DEMONSTRATION. Nous n’allons présenter ici que certaines proprié-
tés invariantes. Supposons que x est un point fixe de f. Alors h[f(zo)] = hlzo] =
glh(zo)] et donc h(x) est un point fixe de g. Par conséquent, les points fixes sont
préservés. Maintenant, soit yo un point périodique de période m de I’application
f. Comme ho f =goh, il est facile (par récurrence) de démontrer que ho f" =
g"oh, ¥n € N. Ainsi, f™(yo) = yo implique que h[f™(yo)] = hlyo] = g™ [1(y0)] et
donc h(yp) est un point périodique de période m de g. Posons per(y,) := période
minimale du point périodique yo. Ainsi, per(h(yo)) < per(yo) et par symétrie,

per(h(yo)) > per(yo). Par conséquent, les points périodiques sont préservés. [

Définition 2.2.3. Soient f : X — X et g : Y — Y deux applications. f et g

sont semi-conjuguées s’il existe une surjection h: X — 'Y tel que ho f = go h.

Notons ainsi que dans ce cas, la complexité de la dynamique de g : ¥ — Y
fournit une borne inférieure pour la complexité de la dynamique de f : X — X.
Donc, si g : Y — Y est chaotique, alors f : X — X sera également «chaotique»
dans le sens ou il existera un sous-ensemble A C X tel que la restriction f|4 sera

chaotique sur A.

Exemple 2.2.2. Considérons l’application de Baker

2 siz € [0,3],
B(z) =
20 —1 size (1],

et considérons Uapplication m: I — 1/{0,1} = S* qui identifie les points O et 1.
Alors, application 7 est surjective et est telle que mo B =gom otig: St — St

0 +— 20. Par conséquent, B et g sont semi-conjuguées.



Chapitre 3

LE SYSTEME DE LORENZ

3.1. GENERALITES SUR LE SYSTEME DE LORENZ

En 1963, Edward Lorenz, un météorologiste du MIT, a travaillé sur des équa-
tions qui allaient révolutionner a leur maniére la philosophie des scientifiques et
des mathématiciens pour des siécles a venir. Nous vous présentons ici ces fameuses

équations et en étudions certaines propriétés.

Définition 3.1.1. Le systeme de Lorenz est un systeme d’équations différentielles

ordinaires dans R? dépendant de trois paramétres o, p et 3 représentant respective-

ment le nombre de Prandtl, le nombre de Rayleigh et un paramétre de proportion.

Le voict :
t=o(y—x)
j=pr—y—az o (@y2) R (3.1.1)
Z=—[Pz+xy a,p, 3> 0.

Pour étudier (3.1.1) dans un voisinage de 'origine, on réécrit le systéme comme

T —oc o 0 x 0
gyl=1» -1 0 y|+|—z2|- (3.1.2)
Z 0o 0 -p z xy

Proposition 3.1.1. Le systéme de Lorenz posséde les quatres propri€tés sui-
vantes :

i) Le systéme est symétrique sous la tranformation (z,y) — (—x,—y).
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i1) Pour p < 1, le systéme ne posséde qu’un point critique qui est [’origine.
i) A p =1, il se produit une bifurcation de la fourche (voir section 3.3.1)
i) Pour p > 1, deuz nouveauz points singuliers non trivieuz et symétriques ap-

paraissent a savoir

pr = (EVB(p—1),£/B(p—1),p - 1).

Maintenant, nous allons nous intéresser au cas ot 0 = 10 et 3 = % pour ainsi

obtenir le systéme suivant :

T —10 10 0 x 0
yl=1 » -1 0 y |+ | —2=2 (3.1.3)
z 0 0 —% z Ty

qui ne dépend que du paramétre p. Pour nous permettre d’utiliser le théoréme de
Shil’nikov, nous devons tout d’abord nous mettre dans le contexte d’une bifurca-
tion homoclinique. Nous connaissons numériquement 1’existence d’une boucle ho-
moclinique pour p = 13.926 et la non-existence de telles boucles pour p < 13.926.
Cependant, nous devons également nous assurer qu’il est possible de linéariser
(3.1.3) a l'origine et ce, par un diffeomorphisme de classe C'. Une condition
suffisante pour l’existence d’une telle linéarisation est ’absence de relations de
résonance d’ordre inférieur & un certain nombre N, dont I’existence est donné par
le théoréme 1.3.1. Nous allons donc, fidélement & la preuve du théoréme 1.3.1,

trouver le N (1) dans le contexte de notre probléme.

Proposition 3.1.2. Pour tout p > 13 tel que p € R, ot

81 154 - 126 1562 - 2684 —
R:={—=162,— =171, — =252, —— = 34.71, —— = 59.54 3.14
{ 5 ) 9 Y 5 ) 45 ) 45 }7 ( )

il existe un difféomorphisme de classe C' ramenant le systéme (3.1.3) a son li-

néarisé a l’origine.
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DEMONSTRATION. Tout d’abord, les valeurs propres du linéarisé a 'origine de

(3.1.3) sont les suivantes :

(o) = %(—11 + /BT 40p)
Molp) = (3.1.5)
Ns(p) = %(—11 _ /B1+ 40p)

Soit p > 1. On remarque que
Ai(p) > 0> Aa(p) > As(p).
Par définition, posons v;(p) = e pour k = 1,2,3. Ainsi,

o RN s S

Y3(p) < Ya2lp) < 1< yi(p) =

De plus,

11 1 11 1

ce qui implique que

1
Ya(p) = M) <M = ——
71(p)
Par conséquent,
1 .
min { (o)l =} = (p) = e BOHHVETTIOD),
i )

Définissons a, o tel que
0<a<y(p) <a<l.

Rappelons que I’on cherche un difféomorphisme de classe C' dans un systéme a

3 variables. Ainsi, A, 4 = A3 = (f’!J(r?’l__ll))!! = 3 (voir la formule (1.3.3)).

Donc N(1) = M(1) + 1 ot A(1) = min{d € N | 222¢ 11 Or on a

e

Aj5-32.4° 27a0 3n(2
1’373a<1<:>—§<1<:>5>#.
a o —Ina
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On peut poser a et a trés proche de v3(p). A la limite, a = a = v3(p). Ainsi,

3In(=%) 21n3
5>l 3.4 € 13,4].
—In~s(p) ( 11+\/81—|—40p) 13,41

Par conséquent, A(1) = 4 et donc N(1) = A(1) + 1 = 5. Ainsi, par le théoréme
1.3.1, il existe un difféomorphisme de classe C'' ramenant le systéme (3.1.3) & son
linéarisé a l’origine s’il n’existe pas de relation de résonance d’ordre inférieure a

N = 5 c’est-a-dire
Ai(p) # mii(p) + mala(p) + maAs(p)

pour i = 1,2,3 et V (my, my, m3) € No* tel que 2 < my + my + mg < 5. A T'aide
de Maple, nous avons trouvé 5 valeurs de p > 13 ou il y a relation de résonance

d’ordre m € {2,3,4,5} a savoir p € R = {§, 134 126 1062 208} "yous trouverez

le programme qui a généré ces valeurs & 'annexe A. Voici donc ces résonances

d’ordre inférieure ou égale & N =5:

(1) Cas p; = & =16.2
Dans ce cas, A\i(p1) = 8, X2(p1) = —5 et Az(p1) = —19. On obtient ainsi

les relations de résonance d’ordre 5

)\1 == 2)\1 + 3)\2
A2 = A1 + 4

A3 = A1 +3X+ A3

provenant toutes de A\; + 3Xy = 0.

(2) Cas pp, =132 =171
Dans ce cas, Ai(p2) = 2, Ma(p2) = —5 et A3(p2) = —5. On obtient ainsi

la relation de résonance d’ordre 3

)\2 == 2)\1 +>\3

(3) Cas ps = 126 = 25.2
Dans ce cas, Ai(p3) = 11, Xa(p3) = —5 et A3(p3) = —22. On obtient ainsi
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les relations de résonance d’ordre 4

A =3\ + A3
A2 =2\ + A2+ A3

)\3 == 2)\1 + 2)\3

provenant toutes de 2\ + A3 = 0.

(4) Cas py = 1382 = 34.71

Dans ce cas, Ai(ps) = 5, Xa(ps) = —5 et A3(ps) = —Z . On obtient ainsi
les relations de résonance d’ordre 5

>\1 :3)\1+)\2+)\3

>\2 - 2)\1 + 2)\2 + >\3

>\3 == 2)\1 +)\2+2>\3

provenant toutes de 2\; + Ay + A3 = 0.
(5) Cas p5 = 2834 = 59.64
Dans ce cas, Ai(ps) = 2, Ma(ps) = —5 et A3(ps) = —5. On obtient ainsi

la relation de résonance d’ordre 5
Ay = 3\ + 23

O

Ainsi, on arrive a la conclusion que pour p en dehors des valeurs de I’ensemble
R de 'équation (3.1.4), notre preuve du théoréme de Shil’nikov est valide s'il y a
boucle homoclinique. S’il y avait bifurcation homoclinique pour une des valeurs
de R, le théoréme s’appliquerait encore, mais la preuve serait plus compliquée et

moins transparente.

3.2. APPLICATION DE LORENZ

Avant de nous lancer dans I’étude des bifurcations du systéme de Lorenz, nous
allons tout d’abord introduire une application qui nous permettra de conclure sur

la nature chaotique de ce systéme.
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Définissons tout d’abord le plan > comme étant le plan 2 = p—1 contenant les
deux points singuliers p, et p_. Le plan ¥ contient le segment K = [p_,p,]. On
veut définir une application de premier retour du segment K dans lui-méme. Nous
appelerons cette application ’application de Lorenz. Cette derniére proviendra
d’une projection adéquate sur le segment K d’une application de premier retour

de Y dans lui-méme.

Notons que pour bien définir I'application de Lorenz, nous devrions considérer
des feuilletages invariants pour la projection de l'application de premier retour
dans une seule dimension. En effet, la condition géométrique qui permet de se
réduire a une application d’un espace de dimension un dans lui-méme est ’exis-
tence d’un feuilletage F intersectant Y selon des courbes C,. Plus présicément,
FNY ={C, | a € [p_,p+]|} tel que pour tout C, € FNY, il existe un C,y € FNX
tel que pour tout x € C,, il existe un ty € R™ (to dépend de z) tel que ¢y, (z) € Cy
et tel que ¢;(x) ¢ X, pour tout ¢ € [0,%) (voir la figure 3.2.1).

°
0

Fia. 3.2.1. Feuilletage invariant intersectant ¥

Ttuititivement, pour construire I’application de Lorenz, on considére I'appli-
cation de premier retour de > dans Y et on projette sur K le long des courbes
du feuilletage. La fonction £ : K — K ainsi engendrée sera notre application de

Lorenz (voir la figure 3.2.2). Pour plus de détails, voir dans [G-H].
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(a) Orbite dans R?

P,

(b) Dessin schématique (c) Application de Lorenz

F1G. 3.2.2. Construction de ’application de Lorenz

3.3. BIFURCATIONS DANS LE SYSTEME DE LORENZ

Nous allons maintenant faire varier le paramétre p et étudier les différentes

bifurcations du systéme de Lorenz au fur et & mesure que p augmente.
3.3.1. Bifurcation de la fourche (en p = 1)
Comme nous I'avons présenté & la proposition 3.1.1, il se produit une bifur-

cation & p = 1. Nous allons maintenant en étudier les propriétés. Tout d’abord,

cherchons les points singuliers du systéme 3.1.1 en fixant ¢ = 10 et § = %. Pour
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ce faire, considérons la fonction

Fl(ZE,y,Z) 1O(y_$)
F(r,y,2) = | Fy(z,y,2) | = | pr —y — 22
F3(.C(Z,y,,2) _§Z+xy

et cherchons ses points singuliers dépendamment de p. On remarque d’emblée
que Fi(z,y,z) = 0 si et seulement si © = y. Ainsi, Fy(z,y,2) = pr —x — x2 =
2(p—1—2z) =0 implique que =0 ou z = p— 1. Or, F3(z,y,2) = =32+ =0

si et seulement si 22 =

%z. On a donc deux cas & considérer :
(1) Siz=0,alorsy=0et z=0.

(2) Siz=p—1,alors x> = §(p—1). Pour I'existence d’autres points singuliers,

il faut donc que p > 1. Dans ce cas, z =y = £/5(p — 1).

On obtient ainsi les points p4 de la proposition 3.1.1

py = <J§<p— ), @(p— 1,p—1) et p_ = <—J§<p— 1»—@@— 1),p—1).

L’appelation “bifurcation de la fourche” vient de ’apparition des deux nouveaux

points d’équilibres p, et p_ symétriques par rapport a un certain axe dans le plan

z = p—1 (voir la figure 3.3.1).

P

Fia. 3.3.1. Bifurcation de la fourche
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_ P

(a) (b)
F1G. 3.3.2. Application de Lorenz pour p € (1,13.926)

3.3.2. Bifurcation homoclinique (en p = 13.926)

Nous allons énoncer ici une proposition concernant ’apparition de cycles li-

mites au moment de la bifurcation homoclinique.

Proposition 3.3.1. Lorsque le paramétre p franchit 13.926, il y a apparition de

deux nouveaux cycles limites.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, on remarque que 13.926 ¢ R, ou R est ’en-
semble de I’équation (3.1.4). Alors, par la proposition 3.1.2, le systéme 3.1.3 peut

se ramener, par un difféomorphisme de classe C' au systéme suivant :

T —10 10 O x
) = P —1 0 Yy = Fp(xuyaz>
z 0 0 —% z

Nous remarquons également que nous sommes, en posant € = p — 13.926, sous les
hypothéses du théoréme 1.2.1. En effet, la fonction F, est de classe C*, A\1(0) >
0 > X2(0) > A3(0), 09 = A1(0) + A2(0) > 0, 'y est simple et revient en 0 le long de
I'espace propre principal (se vérifie numériquement). Géométriquement, lorsque
e > 0 c’est-a-~dire lorsque p > 13.926, alors 3(¢) > 0. Ainsi, par le théoréme de

Shil’'nikov, le cycle limite apparait lorsque € > 0. Par la symétrie du systéme de
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Lorenz, il y a naissance de deux nouveaux cycles limites (notés L et Lg) lorsque

p traverse 13.926 (voir la figure 3.3.3). O
K P
K
P
(a) p < 13.926
r K P,
K
P
(b) p = 13.926
C K P

r s
21

(c) p > 13.926

F1G. 3.3.3. Bifurcation homoclinique dans le systéme de Lorenz
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- P-

(a) (b)
F1G. 3.3.4. Application de Lorenz pour p € (13.926, 24.06)

Remarque 3.3.1. Ces deuz cycles limites se voient comme deux nouveaur points

fizes r_ et ry de Uapplication de Lorenz (voir la figure 3.3.3(c)).

3.3.3. Bifurcation d’apparition du chaos (en p = 24.06)

Nous allons maintenant montrer que lorsque le paramétre p franchit la valeur
24.06, le systéme de Lorenz devient chaotique. Notons que cette bifurcation ne fait
pas partie de la liste classique des bifurcations de codimension 1. Pour démontrer
la présence du chaos dans ce systéme, nous allons étudier la dynamique discréte

de I'application de Lorenz a cette valeur spécifique de p.

Ainsi, soit la figure 3.3.5(a) et considérons la restriction de l’application de
Lorenz a I’ensemble J = [r_,r,], oi r_ et r, sont les deux points fixes de l'ap-
plication de Lorenz pour p > 13.926. A cause de la symétrie r_ = —r,, posons
L(0) = r, sans perte d’information sur la dynamique de £. On obtient ainsi
lapplication £ : J — J que l'on peut voir a la figure 3.3.5(b). Notons que
Lo:= inf {£'(¢)} > 1. Pour plus de détails sur les graphiques de I’application

£eJ\{0}
de Lorenz et sur la maniére de les obtenir, voir dans [S].
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F1G. 3.3.5. Application de Lorenz pour p = 24.06
Proposition 3.3.2. L’application L : J — J est chaotique.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, considérons I’homéomorphisme

T+ 71y
2T+

vid =1z ()= , ou [ =[0,1]
et définissons une nouvelle application comme suit :

f:I—T:2+—~yoLoy ().

Par définition, les applications £ : J — J et f : I — I sont topologiquement

conjuguées via I’homéomorphisme ~ (voir la figure 3.3.6).

F1G. 3.3.6. Equivalence topologiquede £ :.J — Jetde f: I — I.
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A partir de maintenant, nous allons travailler avec f : [ — [. Pour la dé-
monstration, nous allons construire un homéomorphisme ¢ qui conjuguera topo-

logiquement f et 'application de Baker

2 siz e |0,3],

B(z) = (3.3.1)
20 —1 size(3,1].

FiG. 3.3.7. Application de Baker

Posons A, = {£ | k=1,2,..,2" — 1}, pour tout n > 1. Alors, on obtient

1
Ar= {3}
113
2 {17271}
1131537
b=y

1) CONSTRUCTION DE ¢ : J A4, — U f"()

n>1 n>0

On remarque que |J A, est dense dans I = [0,1] et que A, C A,.1. Nous
n>1

allons nous servir de ces derniers faits pour construire une application ¢ : |J A,, —
n>1

U f7"(3) continue que nous pourrons prolonger sur tout ensemble /.
n>0

Nous allons définir ¢ sur tous les A,, par récurrence. Tout d’abord, remarquons

que 'on peut séparer f : I — [ en deux homéomorphismes fy, : Iy — I et
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fi: I — (0,1 ot Iy = [0, 4] et I; = (3,1] (voir le schéma de droite de la figure
3.3.6).

On définit ainsi

et

=
St
AN
YamS
[l
SN—

¢A2—>f0()Uf () 5 — 3

N
N

=~
=

N
—~
N —
SN—

Supposons maintenant que ¢ : A, — [ est bien défini et construisons ¢ : A, —

I sur la base de notre hypothése. Nous allons procéder en deux étapes :

(1) Si z € A,41 N Iy, alors il existe un k, € {0,1,...,2"} tel que v = &=

27L+1 -

Ainsi, on pose

o) = o) = fi o (B2

)=folopoB (). (3.3.2)
Comme g”; € A,,onaque p: A, 1 NI est bien défini.
(2) Si @ € A,y N4, alors il existe un k, € {2" + 1,....2""1 — 1} tel que

T = 2,1“ Ainsi, on pose

ky k

@(x)zw(ﬁ)szloso (2—2—1)21"{10@03 (). (3-3.3)

Comme % ox € Ap, on a que ¢ : A, NI est bien défini.

Ainsi, pour tout x € J A, on a que ¢(x) est bien défini. On peut alors considérer
n>0
la fonction

o U= Urme

n>1 n>0

Exemple 3.3.1. Sozt 5 € Ay N Iy. Ainst,
() =fi o 9o B () = fi 0w (3)
i) T °¥ 0 8
Or, % € AsN 1 et donc

P(2) = fitowo B (D) =i 0w () = i)
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ce qui tmplique que

1 1
o) = I o fito S (3) € ().

De maniére générale, il est facile de démontrer que si z € A, alors p(z) €

n—1
U f7*(3) ce qui implique que
k=0

SD(UAn) - Uf_n( )

n>1 n>0

2) ¢: JA, — Uf (L) EST STRICTEMENT CROISSANTE

n>1 n>0

On remarque tout d’abord que fy: [y — I et f; : I; — (0, 1] sont strictement
croissantes ce qui implique que fo ' : [ — Iy et fi': (0,1] — I, sont également

strictement croissantes. Or, pour tout n € N, on a

x,y € A, tel que z <y = p(x) < ¢(y). (3.34)

En effet, (3.3.4) est vrai pour n = 1, car ¢(0) = 0 < 3 = ¢(3). Supposons

maintenant que (3.3.4) est vrai pour n = N et montrons que (3.3.4) est vrai pour
n = N + 1. Pour ce faire, nous allons considérer trois cas.
(1) 1 cas: z,y € I
Alors, il existe k,, k, € {0,1,...,2"V} tels que z = ;F=; et y = 2]]3%, car

x,y € Any1. Par conséquent, par (3.3.2), on a que

o(2) = plgans) = i [o( o)
ky ky

et () = ¢(5r) = fi ' le(5H)

Comme z < y, alors 2N+1 < 2N+1 On remarque ainsi que 2N, fN € Ay et
que 2N < 2N ce qui implique par ’hypothése de récurrence que go( ) <

go(2—N) Comme fo est strictement croissante, alors on obtient que

olx) = I e (o)) < 157 o(2)] = otu).
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(2) 2°cas:xelyetyel;
Par (3.3.2), on a que ¢(z) = fo [ po B(z) ] € Iy = [0, 3] et par (3.3.3),
on aque (y) = fi '[poB(y) ] € I, = (},1] d'oi le fait que (z) < p(y).

(3) fcas:z,y€e
Alors, il existe k,, k, € {2V +1,...,28T1 —1} tels que = = 2}3% ety = 2,’3%,

car x,y € An,1. Par conséquent, par (3.3.3), on a que

k., B ky
w(2) = plgrar) = [ le(5x — V)]
k _ k
et p(y) = e(ory) = fi'lelgy — DI
Comme x < y, alors 2,’3& < 2]'3% On remarque ainsi que g—ﬁ —1, 5—]% —1le

Ay et que 5—7\; —-1< 5—% — 1 ce qui implique par ’hypothése de récurrence
que p(5% — 1) < 90(5—,% —1). Comme f; ! est strictement croissante, alors

on obtient que

pla) = F el — 1) < fi et — 1) = ().

Ainsi, (3.3.4) s’avére vrai pour tout n € N, c’est-a-dire que

x,y € A, = UAk tels que z <y = () < ©(y).
k=1

o

Maintenant, soient z,y € |J Ay tels que x < y. Alors il existe ny,ny tels que
k=1

r € A, ety € A,,. En posant N = max{n;,ns}, on a que x,y € Ay. Or, comme

I'équation (3.3.4) est vraie pour tout n € N, alors en particulier, elle est vraie

pour N ce qui implique que p(z) < ¢(y). Par conséquent, ¢ : |J A, — U f‘"(%)
n>1 n>0
est une fonction strictement croissante.

3)¢: UA, — Uf™"(L) EST UNIFORMEMENT CONTINUE

n>1 n>0

Tout d’abord, rappelons le fait que £y = . {Jr{f{ }{L’ (&)} > 1 ce qui implique
e\{0
que

sup{ () (€), (F7Y(©) =7 < 1

gel

Notons également que I'on peut prolonger fi : (3,1] — I sur [,1] en posant

fl(%) = 0 ce qui implique que f;(0) = %
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Soient z,y € |J f‘"(%) Alors il existe un plus petit N € N tel que x,y € Ay.
n>0
1

Supposons que |z —y| < zx— ce qui implique qu'il existe un k& € {1,2,...,2Y -2}

tel que z = S 1= a; et y = &k := qj41. Posons
k+1 k
IS — - ) — -
N ke{f%}fv_ﬂ{@( o)~ elox)h

et on remarque que £y > 0, car ¢ est strictement croissante. Montrons que
EN T2 0. Soit ¢(ay+1)—p(ar) = fgjl[SOOB(akH)]_fs;l[@OB(ak)] , ot s € {0,1}
dépendamment de la position de y. Par le théoréme de la moyenne, il existe

o €)ak, ars1] tel que

plarr) = olar) = [l 0 Blakn)] = f' v 0 Blay)]
= (f3) (&) - lp(ar, 1) — lay,)]

1
< A . ‘<P(a/1€1+1) - @(allclﬂ )
0

ou a; = B(ay) , ay, ., = B(ag+1) € Ay—1. On recommence le méme travail pour

obtenir I'existence d'un & € Jai_,a;, 4| tel que

o(ag, 1) —lay,) = fi, oo Blag, 1)) — fi, e 0 Blag,)]
= (f31) (&) - le(ap 1) — wlaz,)|

1
< - lelai) — (@)l
0

N 2 2 . . .
ou ag,,aj,,; € An_2. On obtient ainsi que

1
o(ars1) — olar) < £—02 : |80(a22+1) - 90(6122)|~

On procéde par récurrence pour obtenir le fait que

1

e s 0.
£ON—1 N—oo

N | —

p(5) = »(0)] =

pla) = pla) < :

£ON—1

Notons que nous n’avons pas considéré le cas on il existe un mgy € {1,2,..., N—1}

mo 1 me  _ 1 . 101\ —
tel que Ao = 3 OW Qg 1y = 5 Dans ce cas, on se sert du fait que f; (1) =

f10) =1, que (f;)"(3) — 0 et que (fi")"(3) — 1 (voir la figure 3.3.8).
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Fi1G. 3.3.8. Itérations de % par f; et fi!

Ainsi, on a

1 CI\N—1-mg L
<p(ak+1) — Sp(ak) < mo |( 0 1>N ' 0(§)| ]\? 0
0 o0

1 CA\N—1-mg L
ou p(agr1) — @lag) < ™o |( 11)N ' 0(5)_1‘ ]V——>c>>00.
0

Par conséquent,

k+1 k

= ) — (= 0.
en ke{f}%_%{s@( o) —eoR ) i

Nous sommes maintenant prét a démontrer que ¢ : JA4, — U [f7"(3) est
n>1 n>0
uniformément continue.

Soit € > 0. Alors il existe un n. tel que ¢, < . Posons J. = 2,15% et soient

z,y € JA, tels que |z —y| < 6. = 2,15% Ainsi, il existe xg,yo € A, tels que
n>1
2]?5 =rg<zr<y<y = ’fg,j; L Comme ¢ est strictement croissante, on obtient

que p(22) = p(z0) < p(z) < @(y) < ©(yo) = p(2LL) et donc

k:0+1) B (ko
2715 SO 2715

lp(z) — ()| < lp( ) < en <e.

Ainsi, ¢ : J A, — U f(3) est uniformément continue.
n>1 n>0
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4) PROLONGEMENT DE ¢ EN UNE FONCTION CONTINUE SUR I

On veut maintenant prolonger ¢ en une fonction continue sur /. Tout d’abord,

comme |J A, est dense dans I, si y € I, alors il existe une suite {y;}r>o dans
n>1

U A, tel que y; Y Or, comme ¢ : (JA, — U f‘"(%) est uniformé-
n>1 —00 n>1 n>0
ment continue, I'image par ¢ d’une suite de Cauchy est une suite de Cauchy.

Supposons maintenant qu’il existe une autre suite {zx}r>o dans J A, tel que
n>1
2’ =Y Alors, {yx}r>0 et {2k }r>0 sont des sous-suites de la suite {wy}r>0 =
—00

{Y1, 21, Y2, 22, .-, Yk, 2k, ...} qui est de Cauchy. Donc, la suite {¢(wy) }x>0 converge

ce qui implique que klim o(yr) = klim o(z).
Ainsi, on peut poser
p(y) = lim o(yr)

ce qui implique que I'on peut prolonger ¢ sur I. De plus, on note que ¢( |J A,)
n>1
est dense dans I. En effet, soit = € [0,1] = I. Alors, pour tout n € N, il existe

ag,, ar,+1 € A, consécutifs tels que p(ax,) < x < ¢(ax,+1) ce qui implique que
¢(ay,) — x. Nous sommes maintenant prét & montrer que le prolongement
n—oo

¢ : I — I est continue.

Supposons que ¢ n’est pas continue en xy € I. Alors, il existe un € > 0 tel
que pour tout & > 0, il existe un x € I tel que |z — xo| < 2 et |p(z) — p(z0)| > e.

Pour ce ¢, il existe §; tel que pour tout y,4' € |J A4, , |y — | < 01 implique que
n>1
lo(y) —o(y)] < 5, car o |J A, — U f"(3) est uniformément continue.
n>1 n>0

Posons § = &. Par densité de |J 4, il existe deux suites {ux}r>0 et {vg >0
n>1
dans |J A, telles que uy — x et vy — xo. On prend n; et ny assez grands
n>1 k—o0 k—o0

5 .. .
pour que |u,, — x|, |vn, — To| < 3 ce qui implique que

‘unl - Un2| = ‘(unl - ZC) + (x - 1’0) + (_Unz + x0>|

< ‘U‘”l - ZL’| + |l’ - x0| + |UTL2 - xo‘

o6 &
<3 T3ty
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Or,

|0 (uny) = @(on,)| = | [0 (uny) = ()] + [p(2) = @(20)] + [=p(vn,) + @(20)] |
> |p(x) = @(xo)| = [ (uny) = ()] = |@(vn,) = ¢(20)]
- e €
=£7373° %

Contradiction avec le fait que ¢ : |J A, — |J f7"(3) est uniformément continue.

n>1 n>0
Donc, ¢ : I — I est continue.

5) ¢ : I — I EST UN HOMEOMORPHISME

Maintenant, soient xz,y € I tels que x < y. Par densité de |J A,, il existe
n>1

a,as € |J A, telsque < a; < ay < y et il existe deux suites {x, }, {y.} C U Ax
n>1 n>0
tels que x,, — x et y, — y. Ainsi, il existe un N tel que x, < a1 < as < y,

n—oo n—oo

pour tout n > N ce qui implique que pour tout n > N, on a que

o(rn) < plar) < plag) < ©(Yn)-

En passant a la limite, on obtient que

p(r) < plar) < plaz) < o(y)

ce qui implique que ¢(x) < ¢(y). Par conséquent, 'extension ¢ : I — [ est une
fonction continue strictement croissante et donc, ¢ : I — I est un homéomor-

phisme.
6) f ET B SONT TOPOLOGIQUEMENT CONJUGUEES

Rappelons que B représente 'application de Baker donnée par 1’équation
(3.3.1). Montrons maintenant que f o ¢ = ¢ o B. Pour ce faire, nous allons

une fois de plus séparer les cas :

(1) 1 cas: x € I
On peut choisir une suite {z,} C |J A4, telle que z, — T c Iy et
telle que & partir d’un certain N, ;ile Iy. Alors, pour tout n > N,
¢o(r,) = fy'opo B (x,). En passant a la limite de chaque coté, on

obtient que p(z) = f; ' opo B ()
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(2) 2°cas:z €[4
On peut choisir une suite {z,} C |J A, telle que z, — e I et
telle que & partir d’'un certain N, ;ile I;. Alors, pour tout n > N,
¢o(r,) = fi'opo B (r,). En passant a la limite de chaque coté, on

obtient que p(z) = f; oo B (z)

Comme cela fonctionne pour f;* et pour f;!, alors f o ¢ (z) = ¢ o B (x) pour

tout x € I. Ainsi, f: I — [ et B: I — I sont topologiquement conjuguées.

7) £ EST CHAOTIQUE

I sont des

Ainsi, on obtient plusieurs diagrammes commutatifs o v et ¢~
homéomorphismes et 7 est une projection surjective (voir la figure 3.3.9). Nous
avons démontré au chapitre précédent que g : S* — S' : 6 — 20 est chaotique et

que B et g sont semi-conjugués. Ainsi, £ : J — J est chaotique.

p=
R

Fia. 3.3.9. Diagrammes commutatifs

Maintenant, comme L : J — J est chaotique, alors £ : K — K est chaotique,
ou K = [p_,p.]. De plus, la projection effectuée a la figure 3.2.2 étant surjective,

on peut ainsi conclure que le systéme de Lorenz est chaotique lorsque p = 24.06.
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3.3.4. Bifurcation de Hopf (en p = 24.74)

Cette section est une étude du changement de la stabilité des points d’équi-

libres

pe = (£\/Blp—1),£/B(p—1),p— \/3608 \/3608 451

lorsque deux valeurs propres du jacobien (évalué en p_ et p,) traversent ’axe

imaginaire. Il est facile de montrer qu’en p = 41790 = 24.74, nous avons cette
propriété. Durant cette étude, nous n’allons étudier que p, , étant donné la parfaite
similitude de stabilité de p. et de p_, due a la symétrie du systéme. Tout d’abord,

on translate le point singulier p, & ’origine en posant

3608

— — 3608 —
W = Wa = y | — 57 =X - P+
Ws z 451

Ainsi, en posant p = 42 et W = X — p,, le systéme (3.1.3) devient

wn —10 10 0 wy 0
we | = 1 -1 - % wy | + | —wws | - (3.3.5)
w) \veE = o ) \w) Lo
—10 10 0 wy 0
Posons A = 1 -1 =B et V]|w, | =|-—wws | cequi

/3608 /3608 8
57 57 3 w3 wiwz

implique que le systéme (3.3.5) peut se réécrire comme suit :
W =AW + V(W).

Les trois valeurs propres de A sont A = /X% X et A3 = —% de vecteurs propres

30
10 0 —20
respectifs u = 10 + ,/% i, u etv= 1

60 _99 /15 328 [ 57
40 779 22 41 33 3608
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30
10 0 —30

Posons P = 10 v/ 1760 1

19
66 /15 328 / 57
404/ 775 22¢/3 53\ 3008

1760
0 Jue g
On peut ainsi vérifier que B := | —, /1750 0 0 | =P 1AP.
0 0 —4

Faisons maintenant un autre changement de variable, & savoir Y = P~1W, ce qui
implique que
Y = P7'W = P7YAW 4+ V(W)
= PT'APY + V(PY))
= (P'AP)Y + P7'V(PY)

= BY + P~'V(PY).

Nous avons calculé en Maple P~'V(PY’) (voir 'annexe B) pour obtenir

15000 . /ETATA 630300
Tonsozg ¥ 01414 1058030 V 615
-1 - _ 760830 2 21560
P=V(PY) = Tosso39 V 01D | U1 T | 1555035 V1414 | 11
55000 /ETATA 2311100
Tossozg V 01414 Tossa30 ¥ 019
25320 /ETATA 171900
5isisazo ¥ 01414 To5s039 ¥ 019
46534225 _ 5880
T | iiooassr VOIS | ¥1ys Tossogo V 01414 | Y2y
8440 /ETATA 630300
Tossog0 V 01414 Toss039 ¥ 019
57184142059 Vo144 S1 (y17 Y2, y3)
2 R —
+ 65(5)3)11’»;129 615 | ¥3 = 52(yla?/2, y3) = S(Y)~
524585069 V51414 83(y1> Y2, y3)

Rappelons que chercher a connaitre la stabilité du point singulier p, pour le
systéme (3.1.3) en p = %7 se raméne & étudier la stabilité de I'origine pour le

systéme

Y = BY + S(Y). (3.3.6)
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Or, comme deux des valeurs propres de la matrice B sont imaginaires pures conju-
guées, alors nous allons devoir calculer une approximation de la variété centre a
I'origine. Le théoréme de la variété centre, dans notre contexte particulier, nous

dit que cette variété est de la forme

ys = h(y1,y2) = ay? + byrya + cys + o(|y]) (3.3.7)

et répond & I’équation

Dhp)[ O+ 8, b)) 1+ Sh5) ~ S hE) =0 (338

0 '\ o (S
ou C := — 19 , S = Y et g = h
ERVARTS 0 Sa Y2

On obtient ’approximation quadratique de la variété centre, c’est-a-dire les co-
efficients a, b et ¢ de I’équation (3.3.7), en identifiant les termes de degré deux
dans (3.3.8). Pour plus de détails, voir dans [P|. Nous avons calculé avec Maple
les valeurs de a, b et c. Le programme qui a généré ces valeurs est placé dans

’annexe B. Voici donc ces valeurs :

6558783000
_ V51414
@= 7652082038201V

2
7056320700 NGE

186684927761

92283118000
_ V51414 |
¢ = = 7651082038201 ¥ °

On peut donc remplacer ces trois valeurs dans 1’équation (3.3.7) et le compor-
tement du systéme (3.3.6) sur la variété centre peut se lire sur le comportement

du systéme a deux dimensions
y=Cy+8y

ou plus particuliérement du systéme
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: 0 1760 S :
iy \V 19 hn i 1(y1,92) ‘ (3.3.9)

Y2 —y/ 0 Y2 Sa(y1,y2)

Notons que 'on a attraction vers la variété centre dans la troisiéme direction.

Remarquons que

3 .
i,,J 7|2
S, . z:_ aijyiys + o(|y]*)
UNANE e . (3.3.10)
Sa(y1, y2) > biyiys + o(|7]?)
i+j=2

Notons que le systéme (3.3.9) peut se réécrire en coordonnées complexes conju-

Z=—i,/ %z +o(]z, z|)
V= ) (3.3.11)
i\/ -9 2 +o(|2,2]).

Ainsi, comme X + A = —iy /3 4+ i, /10 = 0, alors la collection de valeurs

propres {\, A} est résonante et engendre les résonances A = (n + 1)\ + n\ et

guées

Z

A = nA+ (n+ 1)), pour tout n € N. Maintenant, pour étudier la stabilité du
point singulier (z, zZ) = (0,0), nous ferons appel a la théorie des formes normales.

Pour ce faire, nous avons besoin de définir la notion de monéme résonant.

Définition 3.3.1. Soit A € M,(C) une matrice diagonale. Supposons que la
collection des valeurs propres A = (A1, \a, ...., An) de la matrice A soit résonante.
Soient es un vecteur de la base propre, {x1,...,x,} les coordonnées dans la base

{e1,...,en}, m = (my,ma,.....,my) € No" et ™ = x"ay? - - - 2" . Un mondme

vectoriel x™ey est un mondme résonant si As = Y ., m;\; et |m| > 2.

Exemple 3.3.2. Considérons le systéme (3.3.11) et remarquons que la matrice

jacobienne évaluée a l’origine est donnée par

— 1760 0
A= Vo e My(C).
0 i 1760
V 19
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Dans le contexte de notre probléeme, v1 = z et x9 = Z. Ainsi, pour tout n € N, les

monodmes vectoriels

Zntlzn 0
et
0 Znzntl

sont des mondmes résonants.

Nous allons maintenant définir la notion de forme normale d’un systéme en

énoncant un théoréme de Poincaré.

Théoréme 3.3.1. [A] Considérons l’équation différentielle
&= Azx + G(x) (3.3.12)

ot x € R" et %—5(0) = G(0) = 0. Supposons que la collection des valeurs propres
A= (A1, Ao, ..., \p) de la matrice A soit résonante. Alors, il existe un changement

formel de variable y = h(x) ramenant le systéme (3.3.12) au systéme
y=Ay+ H(y) (3.3.13)

ot H(y) est une série formelle composée des mondmes résonants engendrés par

les relations de résonance de la collection A.

Définition 3.3.2. L’équation (3.3.13) ainsi obtenue est appelée la forme normale

du systéme (3.3.12).

Notons qu’a priori, la série H(y) n’a aucune raison de converger. Ainsi, pour
conclure sur la stabilité (sur la variété centre) d’un point singulier non hyperbo-
lique, nous utilisons en général les monémes de bas degré de la forme normale
du systéme. En effet, la preuve du théoréme 3.3.1 dans [A| donne une facon de
normaliser degré par degré et ce, par des changements de variables parfaitement
analytiques. Ainsi, pour tout n € N et sous les hypothéses du théoréme 3.3.1, on
peut ramener (par un changement analytique de variables y = h(z) tel que h™!

est polynomial) le systéme (3.3.12) au systéme

y=Ay+ H(y) + o(ly"), (3.3.14)

ou H(y) est un polynéme contenant tous les mondémes résonants d’ordre < n.
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Revenons maintenant au systéme (3.3.11) et remarquons que 1’on peut laisser

la deuxiéme équation de coté (parce qu’elle est la conjuguée de la premiére) pour

1760
2= —iy/ 19 z+0(]z 2|). (3.3.15)

Par le théoréme 3.3.1 et les remarques qui le suivent, le systéme (3.3.15) peut

nous limiter & ’équation

se réécrire (par un changement de coordonnées analytique Z = h(z) = z+ o(|z|))

. 1 _
7 = —i,/z—gozjuclz2z+o(|2|3). (3.3.16)

Ainsi, la stablilité de I'origine est entiérement donnée par le signe de la partie

comme suit :

réelle du coefficient ¢;. Voici cette valeur, dépendamment des a;; et b;; de la

formule (3.3.10) et fidéle a la formule dans [G-H] :

1

Re CIIE [6&30+2(J,12—|—2b21—|—6b03]
119[2(+)2b(b+b)4b+4b]
16 'V 1760 a11\a20 T do2 11920 02 Q20020 Qp2002].

Avec Maple, nous avons calculé cette valeur et le programme qui I’a généré est

placé dans ’annexe B. Cette valeur est donc

7218859620 -
186684927761

Re ¢;
ce qui implique que sur la variété centre, 1’origine est répulsive. Plus précisément,
au moment de la bifurcation de Hopf, on a un foyer faible répulsif sur la variété
centre. On peut ainsi conclure que lors de la bifurcation de Hopf, le point d’équi-
libre p, passe d’'un point attractif & un point hyperbolique de type selle. Ceci

implique le résultat suivant.
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Proposition 3.3.3. Lors de la bifurcation de Hopf, il y a disparition d’un cycle

limate.

DEMONSTRATION. Comme le point p, est répulsif (sur la variété centre) au mo-

ment de la bifurcation de Hopf, cela implique que pour p < 41—%0 trés prés de 41—790,

les trajectoires s’éloignent globalement de p, sur la paroi extérieure d’un certain

ensemble E, (voir la figure 3.3.10). Or, le point p. est localement asymptotique-

A : 470
ment stable par le théoréme de Hartman-Grobman (voir dans [P]) pour p < 55°.
En effet, le jacobien du systéme

& =10(y — )

j=pr—y—uz | (0,y,2) €RS (3:3.17)

. 8 470

z=—3z+uwy Il<p<ig

F1G. 3.3.10. Trajectoires de (3.3.17) sur I’ensemble E,

au point p. = (1/5(p— 1), /3o = 1),p— 1) est

Vi=1 56— 3

et il n’est pas tres difficile de vérifier que les trois valeurs propres de J, ont

1. 470

, 7o' |- Ainsi, sur la paroi intérieure

des parties réelles négatives pour tout p €|
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de I'ensemble £, les orbites convergent vers le point p,. Notons qu’on peut
toujours choisir £, qui répond & ces propriétés. Par conséquent, par le théoréme
d’existence et d’unicité des solutions (appliqué au systéme (3.3.17)), 'ensemble

E, doit absolument contenir un cycle limite que I’on note C,, (voir la figure 3.3.11).

470

19> le point p, devient globalement répulsif sur la variété

Or, lorsque p atteint

centre ce qui implique que le cycle C, rapetisse au fur et & mesure que p tend

vers 1 pour finalement s’éteindre & la limite (voir la figure 3.3.11).

W)
W w
0, < (n@ P ®) /@
3 | o
(a) p < 5 (b) p= 47 (c) p > 410

FiG. 3.3.11. Bifurcation de Hopf au point p, dans le systéme de Lorenz



Chapitre 4

NAISSANCE ET MORT DE CYCLES LIMITES
DANS LE SYSTEME DE LORENZ

4.1. NAISSANCE ET MORT DE CYCLES LIMITES POUR p > 41—790

Nous allons maintenant terminer notre étude du systéme de Lorenz avec
quelques résultats sur ’apparition de cycles limites dans ce systéme. Tout d’abord,

470

remarquons que pour tout p > 33 tel que p ¢ R (ot R est I'ensemble donné par

I’équation (3.1.4)), on a les caractéristiques suivantes :

1) 0, = Mi(p) + dalp) = =5 + 38T +40p - 5 > 0;

2) Le systéme de Lorenz

T —10 10 0 x 0
yl=1 r» -1 0 y |+ | -2z (4.1.1)
z 0 0 —% z Ty

T —-10 10 O T
gyl =1 p -1 0 (0
z 0 0 —% z

par la proposition 3.1.2.
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Supposons que le systéme (4.1.1) posséde une boucle homoclinique simple (ou

avec torsion) en p > % revenant a l'origine le long de I'axe des y. Supposons que
cette boucle est équivalente (en terme de sa topologie) a la boucle homoclinique

de la figure 4.1.2.

(b) p> po

F1Gg. 4.1.1. Situation qui engendre la naissance d’un cycle limite

dans un voisinage d’une boucle homoclinique simple (ou avec tor-

470

sion) en p = py > T3

Par exemple, remarquons que les deux boucles homocliniques I'y (figure 4.1.1(a))

et 'y (figure 4.1.3(a)) sont parfaitement équivalentes, en terme de leur topologie,
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a la boucle I'y de la figure 4.1.2. Ainsi, on peut directement appliquer le théoréme

de Shil’nikov (théoréme 1.2.1) pour obtenir les deux propositions suivantes :

F1G. 4.1.2. Boucle homoclinique

Proposition 4.1.1. Supposons qu’en py, le systéme (4.1.1) posséde une boucle ho-
moclinique simple (ou avec torsion) I'y (de la forme de celle de la figure 4.1.1(a))
et supposons que lorsque le parameétre p croit et passe par py, la branche droite
de la variété instable traverse la variété stable de droite a gauche c’est-a-dire que
la premiére coordonnée de Rp_l(O) passe du signe positif o négatif (voir la figure

4.1.1). Alors, lorsque p franchit po, il y a naissance d’un cycle limite. O

Proposition 4.1.2. Supposons qu’en py, le systéme (4.1.1) posséde une boucle ho-
moclinique simple (ou avec torsion) I'y (de la forme de celle de la figure 4.1.3(a))
et supposons que lorsque le parametre p croit et passe par pg, la branche droite
de la variété instable traverse la variété stable de gauche a droite c’est-a-dire que
la premiéere coordonnée de Rp_l(O) passe du signe négatif a positif (voir la figure

4.1.3). Alors, lorsque p franchit po, il y a disparition d’un cycle limite. O

Remarque 4.1.1. En utilisant la symétrie du systéme, on observe donc la nais-
sance (ou la disparition) de deuz cycles limites symétriques (dépendamment du

contexte dans lequel nous sommes).
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(b) p> po

F1G. 4.1.3. Situation qui engendre la disparition d’un cycle limite

dans un voisinage d’une boucle homoclinique simple (ou avec tor-

sion) en p = py > 12

Remarquons que R, correspond au diffeomorphisme R : ¥y — ¥, introduit

dans la preuve du théoréme 1.2.1 en posant € = p — pg, o pg > 41—75 correspond &

la valeur de p ot une boucle homoclinique existe.

Notons que les propositions 4.1.1 et 4.1.2 concernent uniquement la naissance

(ou la mort) de cycles limites de type selle. Ces proposition sont trés pertinentes

avec la structure du systéme de Lorenz pour p > %. En effet, pour ces valeurs

de p, le systéme de Lorenz ne peut présenter de cycles limites répulsifs.
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Proposition 4.1.3. Le systéme de Lorenz ne peut jamais avoir de cycles répul-

sifs.

DEMONSTRATION. Supposons que o, est un cycle limite répulsif du systéme
(4.1.1). Pour arriver a une contradiction dans I’existence d’une telle boucle, nous

allons devoir introduire la notion de divergence d’un champ de vecteurs.

Définition 4.1.1. Soient f € C' et x € R". On définit la divergence (notée
DIV(f)) du champ de vecteurs & = f(x) comme étant la trace du jacobien c’est-

a-dire la somme des éléments de la diagonale de la matrice jacobienne.

Si le champ est de divergence partout négative, alors le flot du champ contracte
les volumes. En effet, si Dy est un domaine, ¢' est le flot du champ, D' := ¢'(D)

et VOL représente le volume, alors
d t
£VOL(D ) = DIV(f)dxdydz <0 (4.1.2)
Dt

Donc, si la divergence est strictement négative, alors le volume de tous les
attracteurs du systéme sera nul. Dans le cas du champ de vecteurs (4.1.1), la

divergence est donnée par

0 0 J, 8 8 41
~ (-1 1 = (px —y — (=2 = —(104+142)= ——.
8x( 0z + 10y) + ay(p:zc y—x2) + 8z( 32+xy) (10+1+ 3) 3

Ainsi, I'équation (4.1.2), dans notre cas spécifique, devient

d N 41 4 :
EVOL(D )= /// 3 dx dydz = 3 VOL(D")
Dt

ce qui implique que

VOL(D') = e~ 3 'voL(Dy) — 0.

t—o0

Par conséquent, si le systéme (4.1.1) posséde un cycle limite répulsif o, alors
le volume d’une région au voisinage du cycle o, va se dilater. Contradiction avec

le fait que la divergence est négative. 0
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Remarque 4.1.2. Notons que dans une région chaotique, c’est-a-dire avec sen-
stbilité auz conditions initiales, nous ne pouvons avoir de cycle attractif, car il

n’y a pas de sensibilité aux conditions initiales au voisinage d’un tel cycle. Nous

sommes donc presque assurés que pour p > 41—20, les seuls cycles limites sont des

cycles de type selle.

Nous sommes donc quasiment certains que notre systéme n’aura pas de cycles

limites semi-stables. Les chances que les hypothéses des propositions 4.1.1 et 4.1.2

se réalisent pour plusieurs valeurs de p sont trés bonnes pour p > 41—790. Donc, nous

pourrions maintenant nous lancer dans I’étude numérique de I’apparition de cycles

limites dans le systéme de Lorenz. Cependant, cette maniére de procéder ne sera

abordée dans ce mémoire.



CONCLUSION

A la lumiére de ce fascinant parcours, il serait pertinent d’amener le lecteur

a considérer certains points.

Tout d’abord, lors de la bifurcation de Hopf, un cycle limite disparait. Il serait
intéressant de montrer numériquement que ce cycle limite est celui qui apparait

lors de la bifurcation homoclinique (en p = 13.926).

De plus, pour démontrer la présence du chaos, nous nous sommes basé sur
un modéle (pas parfaitement bien défini) provenant de la littérature. La pre-
miére vraie preuve formelle de la présence du chaos dans le systéme de Lorenz a
été réalisée par Mischaikow et Mrozek dans [M-M]|. Ces derniers, avec I'aide de
Szymczak, ont clarifié récemment cette preuve dans [M-M-S]. Cette preuve uti-
lise un puissant outil de topologie algébrique (permettant entre autre de détecter
les invariants de certains systémes dynamiques) a savoir l'indice de Conley dé-
veloppé par Conley dans |C|. Dans cette démonstration, on a utilisé le caractére
structurellement stable de I'indice de Conley pour détecter, a partir de données
numériques, la présence d’une application chaotique a savoir le fer a cheval de
Smale. Il serait peut-étre intéressant de montrer la présence du chaos de la méme

maniére, mais cette fois, en démontrant la présence de ’application de Lorenz.

Finalement, il serait intéressant de chercher numériquement la présence de

470

.o dans le but d’appliquer la proposition 4.1.1

boucles homocliniques pour p >

pour prévoir la mort ou la naissance de cycles limites.



Annexe A

On crée la forme générale des trois valeurs propres du systéme dépendamment

du parameétre rho.

> L1:=(-11+sqrt(81+40%*rho))/2;

11 1
L] = —7—0—5\/81—#40,0
> L2:=-8/3;
—8
L2 = —
3

> L3:=(-11-sqrt(81+40%*rho))/2;

On résoud les trois relations de résonnance pour chacuns des ordres 2, 3, 4 et 5

dépendamment du parameétre rho.

1) Résonance de la forme : L1 = m1*L14+m2*L2+m3*L3

> resLl

> :=proc(ml,m2,m3)

> if {solve((m1-1)*L1+m2*L2+m3*L3,rho)}={} or

> solve((m1-1)*L1+m2*L2+m3*L3,rho) < 13 then {}

> else

> rho[ml,m2,m3]=so0lve( (m1-1)*L1+m2*L2+m3*L3,rho);
> fi;

>

end:



vV V V V V V V V V

NV,

\%

ens:={}:

for k from 2 to 5
do

for m from 0 to k
do

for n from 0 to k-m
do

ens:=ens union {resLi(m,n,k-m-n)};
od

od

od;

ens minus {{}};
126 81

{/)3,0,1 = — 2,30 = = P3,1,1 =

3 3

evalf(81/5);

16.20000000
evalf(126/5);

25.20000000
evalf (1562/45) ;

34.71111111

1562
45

2) Résonance de la forme : L2 = m1*L14+m2*L24+m3*L3

vV V. V V V V V

resL2:=proc(ml,m2,m3)

if {solve(mi*L1+(m2-1)*L2+m3*L3,rho)}={} or
solve(m1*L1+(m2-1)*L2+m3*L3,rho) < 13 then {}

else

rho[ml,m2,m3]=so0lve( mi*L1+(m2-1)*L2+m3*L3,rho);

fi;

end:



> ens:={}:

> for k from 2 to 5

> do

> for m from 0 to k

> do

> for n from 0 to k-m
> do

> ens:=ens union {resL2(m,n,k-m-n)};
> od

> od

> od;

> ens minus {{}};

{ _»126 __154 _»2684 _»1562 __81}
P2,1,1 = 5 £2,0,1 = 9’ P3,0,2 = 15 £2,2,1 = 15 P1,4,0 = 5

> evalf(81/5);
16.20000000

> evalf(126/5);
25.20000000

> evalf(2684/45);
59.64444444

> evalf(1562/45);
34.71111111

> evalf(154/9);
17.11111111

3) Résonance de la forme : L3 = m1*L1+m2*L.2+m3*L3

resL3:=proc(ml,m2,m3)

if {solve(m1*L1+m2*L2+(m3-1)*L3,rho)}={} or
solve(m1*L1+m2*L2+(m3-1)*L3,rho) < 13 then {}
else

rho[ml,m2,m3]=solve( m1*xL1+m2*L2+(m3-1)*L3,rho) ;
fi;

end:

vV V. V V V V V



ens
for
do
for
do
for
do
ens
od
od
od;

ens

vV V V V V V V V V

NV,

\%

:={}:

k from 2 to 5

m from 0 to k

n from 0 to k-m

:=ens union {resL3(m,n,k-m-n)};

minus {{}};

{ _»1562 __81 __126}
P2,1,2 = 15 P1,3,1 = 5 y P2,0,2 = 5

> evalf(1562/45);

34.71111111

> evalf(81/5);

16.20000000

> evalf(126/5);

25.20000000

Fin du programme



Annexe B

A:=

«-10,1,sqrt(3608/57)>[<10,-1,sqrt(3608/57)>|<0,-sqrt (3608/57),-8/3»;

—10
A= 1
2
g?\/51414

P:=«10,10,40%sqrt(66/779)>1<0,sqrt(1760/19) ,-22*sqrt (156/41)>[<-30/11

10
-1

2
-<?\/51414

,1,328/33*%sqrt (57/3608) »;

4

— V2
19 090

———\/5141 ————\/61 363\/5141

1881

47779

2759
2627845
6897

47779

10
P .= 10
L 779
> with(linalg):
> P_1:=<simplify(inverse(P),sqrt)>;
i 13129
477790
P 1:= V4
2627845V/_
—12705
47779
B P(-1)*A*P
> with(LinearAlgebra):

>

—30 T

V5 V418 —

0
51414

11
1

47779 VCIT_VKEZ_
VEVIZ3

779
477790
V418 /123
47779

B:=<simplify (Multiply(<Multiply(P_1,A)>,P),sqrt)>;




4
0 T V5418 0

> Yi=<y[1l,y[2],y[31>;

U1

Y3

> PY:=Multiply(P,Y);
— 30 —
10y — 7Y

4
PY = 10y1+ﬁv2090y2+y3

40 99 2
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f_bar:=proc(V)
<0,-V[11*V[3],V[11*V[2]>

> end:
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f_bar(PY);
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On calcule ici la fonction S(Y)

> S:=simplify( Multiply(P_1,f_bar(PY)) , sqrt );




S =

{ 1;22829 VA VI Y+ 1693508390309 v Vo V12 + 2125543823029 1 VA V123 ys

_ 11975 18990309 va VBT + 57184142059 VITE VIT 4, }
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19558889039 VAIBys VI23y, + 637,(5)3;;129 V5 \/@ys?]

st B i 5
1693508390309 us V5 V123ys + 25569 VT8 /123 15 }

On crée la forme générale de 'approximation quadratique de la variété

centre pour pouvoir calculer les coefficients a, b et c.

\%

h:=proc(y_1,y_2)
> ax(y_1)~2+bx(y_1)*(y_2)+c*(y_2) "2

> end:

> h(yl[1]l,y[2]);

ayi® +byiys + cyo?

On subsitue 'équation de la variété centre y[3]=h( y[1],y[2] ) dans
S(Y)

> S:=subs( y[3]=h(y[1],y[2]) , S);
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{ 1322829 VAIBVI123y:% + 1693508390309 y1 V5 V123 y,
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%1 = ay,> + by ys + cys?

> Dh:=«2*axy[1]+bxy[2]>|<bxy[1]+2*c*xy[2]>»;

Dh:=| 2ay, +by, by1+2cy2]

> C:=< <0,-sqrt(1760/19)> | <sqrt(1760/19),0> >;
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> M:=simplify(Multiply(C,<y[1],y[2]>)+<S[1],S[2]>):

> T:=simplify(Multiply(Dh,M)):

Pol := Dh | Cy + S(y,h(y)) | + 41/3*h(y) - S|[3|

> Pol:=simplify(T[1]+41/3*h(y[1],y[2]1)-S[3]1);
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coef_exp:=proc(i,j);

if i=0 then coeff( subs(y[1]=0,Pol),y[2]~j)
elif j=0 then coeff( subs(y[2]=0,Pol),y[1]~1)
else coeff(coeff(Pol,y[1]~1),y[2]1~j)

fi

end:

vV V. V. V V V

> k[2,0]:=coef_exp(2,0); solve(k[2,0]);

55000
1958939\/41 8123 —%———a—————bx/_\/41
V418+/123 +————-b\/_\/41 8, b=10b}

fa = _ 165000
~ 80316499

> k[1,1]:=coef_exp(1,1); solve(k[l 11);

41 2311100

- V123 + = a/5VAI8 — — ¢+/5 /418
k1= b = Jorenag VO VIZ3 4 5 ‘l”/_ 8 ‘3”/_

{b:i%ﬁﬁ%vrv 3———avrvﬁ +——c¢1Mn;a=mc:c}

> k[0,2] :=coef_exp(0,2); solve(k[0,2]);
41
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> eqn:={k[2,0],k[1,1],k[0,2]};

55000 41 4
\/418\/123-+-——cz————-b\/gx/418

7 = {95893
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R VBVIZ 4 o a VB VTS — eV VATE, St 20 bv/5 VATS)

> solve(eqn);

6558783000 7056320700

_ VAI8/123, b= 20020 s /1o
{a = verioaaossaot ¥ 18 V123, = feereioamrer Vo V12
92283118000
_ VA8 /12
€= ~rgra08203%201 ¥ M V123)
> a := 6558783000/7654082038201*sqrt (418) *sqrt (123) ;
> b := 7056320700/186684927761*sqrt (5)*sqrt (123) ;
> ¢ := -22283118000/7654082038201%sqrt (418) *sqrt (123) ;
6558783000
_ VIS V12
7654082038201 ¥ 418 V123
7056320700

- 186684927761”/’gv 123



92283118000
€= ~76na082033201 ¥ B V123

S1 correspond a f dans |G-H] (formule 3.4.10) - page 152.

> Si:=proc(i,]j);

> if i=0 then coeff( subs(y[1]1=0,S[1]),y[2]1~j)

> elif j=0 then coeff( subs(y[2]=0,S[1]1),y[1]"1i)
> else coeff(coeff(S[1],y[1]1~1),y[2]"j)

> fi

> end:

S2 correspond & g dans [G-H] (formule 3.4.10) - page 152.

> S2:=proc(i,j);

> if i=0 then coeff( subs(y[1]1=0,S[2]),y[2]1"j)

> elif j=0 then coeff( subs(y[2]=0,5[2]),y[1]"1)
> else coeff(coeff(S[2],y[1]1~1),y[2]1~j)

> fi

> end:

Re_c|1] correspond & "a" dans |G-H] (formule 3.4.11) - page 152.

Re_c[1] :=simplify( 1/16%(

6%51(3,0)+2%S1(1,2)+2%52(2,1)+6%52(0,3) ) -

1/16*sqrt(19/1760)*( 2xS1(1,1)*(S51(2,0)+S1(0,2)) -
2x52(1,1)*(52(2,0)+S2(0,2)) - 4%S51(2,0)*S2(2,0) + 4%51(0,2)*52(0,2)
)3

~ VvV V V V

7218859620

Re ¢ = 220009020
€= "7 136681927761

Comme Re_c¢[1] >0, alors le point P+ est un point répulsif sur la

variété centre. Ainsi, le point P+ est un point de selle.
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