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La supraconductivité et ses applications

Transformateur électrique, IRM, train MagLev, ...

(a) (b)

(tirées de https ://www.healthcare.siemens.co.uk/ et de http ://www.elmundofinanciero.com/)

Damien Tageddine Conception d’un schéma adaptatif d’intégration en temps



Mise en contexte
Objectif principal et développements théoriques

Résultats numériques
Application aux équations de supraconductivité

Conclusion

Système d’équations

Les équations de Maxwell en basses fréquences sont données par :

∂tµH +∇×E = 0
E − ρ∇×H = 0

∇ · µH = 0

Les conditions aux frontières sont données par :

n×H = G1 sur Γ × I

n×E = G2 sur Γ × I
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Supraconducteurs à haute température

On a une résistivité non linéaire :

ρ(∇×H) = α ||∇ ×H||p−1
2

où || · ||2 est la norme Euclidienne et α = Ec

Jpc
.

La densité de courant J produit de forts gradients sur la densité de
courant pour p grand.

Damien Tageddine Conception d’un schéma adaptatif d’intégration en temps



Mise en contexte
Objectif principal et développements théoriques

Résultats numériques
Application aux équations de supraconductivité

Conclusion

Problématiques

• Développement de solutions à fort gradient ;
• Nécessité d’obtenir une quantité d’intérêt précise (AC-loss) ;
• Inefficacité des discrétisations en temps à pas constants ;
• Phénomène d’équations différentielles dites raides.
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Revue de littérature

Stratégies d’adaptation en temps en différences finies
• Extrapolation de Richardson ;
• Méthodes de prédiction-correction ;
• Méthodes de Runge-Kutta emboîtées ;

Stratégies d’adaptation en temps basées sur une formulation
variationnelle
• Estimateur d’erreur sur la solution ;
• Estimation d’erreur basée sur une quantité d’intérêt ;
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Objectifs de recherche

L’objectif principal de recherche est de développer une stratégie
d’adaptation en temps basée sur un estimateur d’erreur pour la
semi-discrétisation éléments-finis des équations de Maxwell pour
l’étude de la supraconductivité.
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Objectifs de recherche

• La consistance, lorsque l’erreur globale du schéma
d’intégration en temps tend vers zéro à mesure que les pas de
temps sélectionnés sont petits ;
• L’efficacité, qui prend en compte le temps et les ressources de

calcul que la méthode d’adaptation en temps mobilise ;
• La robustesse, que nous entendrons ici comme étant la

capacité de la méthode d’adaptation en temps à pouvoir
s’appliquer à un large spectre d’équations différentielles.
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Éléments de théorie

Définition (Variations ε-voisines)

Soient ε > 0 fixé et u ∈ Cm([0,T ]), où m est un entier positif ou
nul. On dira que u est à variations ε-voisines d’ordre k
(0 ≤ k ≤ m), s’il existe une partition P = {t0, · · · , tn} de I telle
que

∆k(u,P) =
k∑

j=0

sup
i
|u(j)(ti+1)− u(j)(ti )| < ε. (1)
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Éléments de théorie

Théorème (Estimateur d’erreur)

Soit u la solution d’une EDO. Soit (uj) l’approximation obtenue
jusqu’au temps tn+1 à partir d’un schéma numérique, sur une grille
formant une partition P de l’intervalle [t0, tn+1]. On suppose que
les coefficients Bi associés au schéma numérique sont de la forme
(??) pour tout tj élément de P. On suppose de plus que
|P| ≈ 1

hmax
+ 1. Alors, pour m un entier positif donné, il existe un

entier r et une constante C > 0 tels que

|u(tn+1)− un+1| ≤ C∆m(u,P) +O(hrmax). (2)
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Éléments de théorie

Définition (Quantité d’intérêt)

Soient X et Y deux espaces de Banach, u un élément de X et Q
une application de C(X ,Y ). On désignera par quantité d’intérêt
(abrégé QoI) l’image par Q de u, que l’on notera dorénavant Q(u).
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Éléments de théorie

Théorème (Estimateur d’erreur en quantité d’intérêt)

Soient (Cm([0,T ]), ‖ · ‖∞) et u la solution de (??) telle que
u ∈ Cm([0,T ]). Soit (uj) l’approximation obtenue jusqu’au temps
tn+1, à l’aide d’un schéma numérique, sur une grille formant une
partition P de l’intervalle In = [t0, tn+1]. On considère une quantité
d’intérêt Q ∈ Cm+1(X ,R) de u qui vérifie

∀j ∈ {0,m} , ∀t ∈ In, D j
uQ(u(t)) > 0. (3)

Alors pour tout entier m, il existe des constantes C1 et C2
strictement positives telles que

C1∆m(Q(u),P) ≤ ∆m(u,P) ≤ C2∆m(Q(u),P) +O(hmax). (4)
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Éléments de théorie

1: while (n ≤ nmax) and (t ≤ tmax) do
2: Calculer la nouvelle valeur unew à partir d’un schéma d’intégration
3: Mettre à jour la valeur de ∆k

4: if (∆k (u) ≥ εR |unew|+ εA) and (hn ≥ αhmin) then
5: hn ← αhn
6: tn ← tn−1 + hn
7: else if ( ∆k (u) ≤ η(εR |unew|+ εA) ) and (hn ≤ βhmax) then
8: un+1 ← unew
9: hn+1 ← βhn
10: tn+1 ← tn + hn+1
11: n← n + 1
12: else
13: un+1 ← unew
14: hn+1 ← hn
15: tn+1 ← tn + hn+1
16: n← n + 1
17: end if
18: end while

Damien Tageddine Conception d’un schéma adaptatif d’intégration en temps



Mise en contexte
Objectif principal et développements théoriques

Résultats numériques
Application aux équations de supraconductivité

Conclusion

Équation harmonique

Équation harmonique : {
u′ = λu,

u(0) = u0.
(5)
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Équation harmonique
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Équation de combustion

Équation de combustion :{
u′ = u2(1− u),

u(0) = δ.
(6)

Damien Tageddine Conception d’un schéma adaptatif d’intégration en temps



Mise en contexte
Objectif principal et développements théoriques

Résultats numériques
Application aux équations de supraconductivité

Conclusion

Équation de combustion
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Équation de combustion
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Équation de combustion
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Système de Van Der Pol

Système de Van Der Pol :
u′1 = u2,

u′2 = µ(1− u2
1)u2 − u1,

u1(0) = 2, u2(0) = 0.

(7)

Damien Tageddine Conception d’un schéma adaptatif d’intégration en temps



Mise en contexte
Objectif principal et développements théoriques

Résultats numériques
Application aux équations de supraconductivité

Conclusion

Système de Van Der Pol
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Système de Van Der Pol
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Oscillateur harmonique amorti

Oscillateur harmonique amorti :
u′1 = u2,

u′2 = −
(
γ

m
u2 +

k

m
u1

)
,

u1(0) = 1, u2(0) = 0.

(8)

Quantité d’intérêt :

Q(t, u1, u2) :=
e

γ
m
t

2
(mu2

2 + γu1u2 + ku2
1) (9)
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Oscillateur harmonique amorti
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Modélisation d’un câble supraconducteur
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Figure – Modélisation du câble supraconducteur.
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Modélisation d’un câble supraconducteur
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Modélisation d’un câble supraconducteur
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Figure – Comparaison des pertes de courant AC avec une adaptation en
temps selon les variations de la quantité d’intérêt et une résolution à pas
constant h = 10−4.
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Conclusion

• Démontrer un lien entre l’estimateur d’erreur et l’erreur de
troncature locale afin de prouver la consistance de la stratégie
d’adaptation en temps ;
• Démontrer que la stratégie développée peut s’appliquer à une

quantité d’intérêt physique pertinente pour une équation
donnée ;
• Vérifier la méthode développée sur des problèmes raides

standards de la littérature ;
• Vérifier la stratégie d’adaptation en temps sur un problème

d’électromagnétisme modélisant un matériau supraconducteur ;
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Problèmes raides

• A linear constant coefficient system is stiff if all of its
eigenvalues have negative real part and the stiffness ratio is
large.
• Stiffness occurs when stability requirements, rather than those

of accuracy, constrain the steplength.
• Stiffness occurs when some components of the solution decay

much more rapidly than others.
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