
D

C. R. Acad. Sc. Paris, t. 272, p. 1501-1503 (7 juin 1971). Serie A

Une categorie est dite

ALGEBRE DES CATEGORIES. - Categories exactes.

Note (*) de M. MICHAELB,\RR e), transmise par M. Jean Dieudonne.

On doune les definitions et quelques resultats de la theorie des categories exactes
(notion distincte de celIe de Brinkmann-Puppe ('».

1. DEFINI1:ION D'UNE CATEGORIE EXACTE.

exacte si eUe satisfait aux conditions suivantes :

(EX 1) Tout morphisme possede une congruence nucleaire «< kernel

pair >}); toute congruence n ucleaire admet un coegalisateur; si f et g sont
des morphismes de meme but et si f est un epimorphisme regulier, alors
leur produit fibre existe et Ie morphisme dans Ie carre cartesien oppose a f
est egalement un epimorphisme regulier.

(EX 2) Toute relation d'equivalence est effective.

Une categorie qui ne satisfait qu'a la condition (EX 1) est dite reguliere.

La notion de categorie exacte est une generalisation de la notion de
categorie abelienne dans Ie sens precise par Ie theoreme suivant e).

THEOREME. - Une categorie A est abelienne si et seulement si A est
exacte et additiye.

2. EXEMPLES DE CATEGORIES EXACTES. - (1) La categoric Ens des
ensembles. (2) Pour n'importe queUe theorie algebrique Th, la categorie
EnsTh des Th-algebres. (3) Pour uile theorie Th de rang fini et une categorie
exacte E, la categorie ETh des Th-algebres dans E. (4) Pour une petite cate­

gorie C et une categorie exacte E, la categorie des foncteurs (C, E).
(5) Pour une categorie exacte, toute sous-categorie dont l'injection possede
un adj oint a gauche exact. (6) Tout topos (ce qui resulte en combinant
les deux exemples precedents). (7) Tout ensemble partieUement ordonne,
considere comme categorie.

3. CARACTERISATIONDES CATEGORIESEXACTESET REGULIERES. - Soient

1:> et E des categories regulieres. Un foncteur U : D --+ E est dit exact

(resp. re£lexivement exact) s'il preserve (resp. preserve et reflete) les limites
finies (pour autant qu' eUes existent) ainsi que les epimorphismes reguliers.
Observez que dans Ie cas special OUD et E sont des categories abeliennes,
un foncteur est exactim sens ci-dessus si et seulement si il est exact et
additif au sens habituel.

THEOREME. - Soit E une petite categorie. Pour que E soit teguliere; il

(aut et il suflit qu'il existe un foncteur reflexiyement exact, plein et fidele de E
dans une categorie de foncteurs (G, Ens) pour une petite categorie C.
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COROLLAIRE. - Soit E une petite categorie. Pour que E soit exacte, il faut

et il suffit qu'il existe un foncteur reflexi()ement exact, plein et fidele qui preser()e

les coegalisateurs des relations d' equi()alence dans une categorie de foncteurs
(C, Ens) pour une petite categorie C.

A partir de ce theoreme, il est facile d' obtenir Ie theoreme de plonge-
, ment de Barry Mitchell (4). Les applications de notre theoreme sont de la

meme nature que celles du theoreme de Mitchell. A titre d'illustration,
on donne la proposition suivante qui devrait avoir des applications dans
la theorie de la descente ainsi que dans la theorie des topos.

PROPOSITION.

commutatif
Etant donne, dans une categorie reguliere, le diagramme

d'
X :>-X d1 -----:>- 0 ---:>- X

d'

I I I/, I ./; I,
y ~ -t

Y --"'--:>- Y _c -:>-Y1_+ 0
e'

aux lignes ~xactes (c'est-li-dire Ii la fois coegalisateur et congruence nucleaire),
si le carre

d'
Xl--:>-Xo

/; I Ifoy y
c'

Y l -----:>- Yo

est cartesien, le carre

Xo -"--->- X

['est egalement.

Grace a notre theoreme, i1 suffit de donner la demonstration dans la

categorie des ensembles pour l'avoir dans une categorie reguliere quelconque.

4. G-OBJETS A GAUCHE ET OBJETS PRINCIPAUX. - Soit E unecategorie

exacte possedant un objet terminal, note 1. Etant donne un groupe G
dans E, on definit des G-objets Ii gauche, c'est-a-dire, des objets X de E
munisd'une operation G X X -7- X et leurs morphismes. La categorie
qui en resulte est notee LO (G). Un G-objet a gauche X est appele objet
principal si 1° Ie morphisme X -7- 1 est un epimorphisme regulier et 20 Ie

morphisme Gx X -7- Xx X, dont la premiere composante est l'operation
G X X -~ X et la deuxieme composante est la projection G X X -r X,

est un isomorphisme. Nous designons par PLO (G) la sous-categorie
pleine de LO (G) engendree par les objets principaux.
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La categorie PLO (G) est un groupo'ide avec composante distinguee,
a savoir, celle qui contient G. Le groupe d'automorphismes d'un objet de
cette composante distinguee est notee HO (G), et l' ensemble (ou la class e)
des composantes de PLO (G) est notee H1 (G).

A partir d'une suite exacte :

1 --+ G' --;>- G 7- G" --+ 1

les groupes dans E, on obtient une suite exacte (d'abord de groupes,
ensuite d'ensembles pointes) :

1 -;>- HO (G') --+ HO (G) + HO (GfI) -;>- Hi (G') --+ H' (G) -;>- W (G").

5. LA MULTIPLICATIONDE BAER. - Supposons que Ie groupe G dans E
soit commutatif. Alms HO (G) est aussi un groupe commutatif.

De plus, il y a un « produit tensoriel » dans la categorie LO (G) dont la
restriction a la sous-categorie PLO (G) induit une multiplication dans
HL (G).

L'ensemble pointe Hl (G) devient alms un groupe commutatif.
Dans les cas classiques, les groupes HO (G) et HI (G) sont les groupes

de cohomologie habituels [la dimension etant celle utilisee en cohomologie
« tripleable » , (-'oir (5)].

En outre, la multiplication dans HI (G) est celle de Baer.

(*) Seance du 24 mai 1971.
(') Ce travail a ete subventionne par Ie Fonds National Suisse et Ie Conseil National

de Recherches du Canada.
(') BRINKMANN-PUPPE,Springer Lecture Notes, 96, 1969, p. 15.
(") 1\1. TIERNEY (non publie).
C,) B. MITCHELL, Theory of Categories, Academic Press, New York and London, 1965,

p. 151.
(5) M. BARR et J. BECK, Proceedings of the Conference on Categorical Algebra, Springer­

Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1966, p. 336-343.
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