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Résumé

L’équation diophantienne
?+yt=2° (1)

admet un nombre infini de solutions entieres avec pged(z,y,z) = 1. Appelons
(F, G, H) une famille paramétrée de solutionsde (1) si F', G et H sont des polynomes
homogenes non nuls appartenant a Qls,t] satisfaisant pged(F,G,H) = 1 et
F(s,t)?> 4+ G(s,t)> = H(s,t)® pour tout s, t appartenant a Z. Les solutions entieres
de (1) s’écrivent comme une union disjointe de familles paramétrées de solutions.
Un théoreme de Beukers nous dit que ce nombre N de familles paramétrées de so-
lutions est fini. Cependant, seul quelques familles paramétrées de solutions de (1)
sont connues. En établissant un lien entre les représentations galoisiennes mod 5
provenant de certaines courbes elliptiques et les familles paramétrées de solutions
de (1), on construit de nouvelles familles paramétrées de solutions et on indique

une méthode pour établir une borne supérieure pour N.



Abstract

The diophantine equation
?+yt=2° (1)

has an infinite number of integer solutions with ged(z,y,2) = 1. Call (F,G, H)
a parametrised solutions of (1) if F', G, and H are non-trivial homogeneous poly-
nomials in Q[s,t] with ged(F,G,H) = 1 and F(s,t)* + G(s,t)® = H(s,t)> for
all s, t € Z. The integer solutions of (1) may be written as a disjoint union of
parametrised solutions. A theorem of Beukers states that the number N of such
parametrised solutions is finite. However, only few parametrised solutions of (1) are
known. Establishing a link between the mod 5 Galois representations coming from
some elliptic curves and the parametrised solutions of (1), we find new parametrised

solutions and indicate a way to find a bound for N.
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Chapitre 1

Introduction

Soient p, q, r € Zsy et A, B, C € Z, ABC # (. Considérons 1’équation diophan-
tienne

Az? + By’ 4+ Cz2" =0, (1.1)

ou z, y, z € Z sont des inconnus satisfaisant pged(z,y,z) = 1 et xyz # 0. Un tel
triplet d’entiers (z,y, z) sera appelé une solution primitive de I’équation (1.1).

On distingue trois cas pour I'équation (1.1): le cas hyperbolique, le cas euclidien
et le cas sphérique.

Le cas hyperbolique survient lorsque 1/p+1/q+1/r < 1. Dans ce cas, en utilisant
le théoreme de Faltings, Darmon et Granville [DG] ont montré que I’équation (1.1)
admet un nombre fini de solutions primitives.

Lorsque 1/p + 1/q + 1/r = 1, le cas euclidien, on peut énumérer les triplets
{p,q,r} possibles: {3,3,3}, {2,4,4} et {2,3,6}. Dans ce cas, les solutions primi-
tives de I’équation (1.1) correspondent aux points rationnels de certaines courbes
elliptiques.

Quant au cas sphérique, 1/p+1/q+ 1/r > 1, les triplets {p, q,r} sont {2,2, k}
avec k > 2, {2,3,3}, {2,3,4} et {2,3,5}. Dans ce cas, un nouveau phénomene se
produit dans ’étude des solutions primitives de ’équation (1.1): celui des familles
paramétrées de solutions. On appelle famille paramétrée la donnée dun triplet

(F,G,H), on F, G, H € Q[X,Y] sont trois polynémes homogenes non nuls avec



pged(F, G, H) = 1 tels que AF(s,t)? + BG(s,t)?+ CH(s,t)” = 0 pour tout (s,t) €
yAS
Beukers [Be| démontre le théoreme suivant:

Théoréme 1 Considérons ’équation (1.1) dans le cas sphérique.
a) Si léquation (1.1) admet une solution, alors elle en admet une infinité.

b) Il existe un nombre fini de familles paramétrées de solutions tel que chaque
solution de [’équation (1.1) peut étre obtenue a partir de l'une d’elles par

spécialisation en des valeurs entieres.

Dans ce présent travail, on traite un cas particulier du cas sphérique. Fixons
p=2,q=3,r=5,A=B=1etC=—1. Onaalors 1/p+1/¢g+1/r =31/30 > 1.

Puisque I'équation

admet au moins une solution (on peut prendre (z,y, z) = (3, —2, 1)), par le théoreme
1, elle en admet une infinité. De plus, ses solutions primitives sont engendrées par
un nombre fini de familles paramétrées de solutions. Par contre, la démonstration
de Beukers n’indique pas de méthode pour compter de telles familles paramétrées
de solutions. Une question naturelle qu'on peut se poser est de savoir combien
de familles paramétrées de solutions, a une certaine équivalence pres, possede
I'équation 22 + 3> = 2°. En établissant un lien entre les familles paramétrées
de solutions de cette équation et les représentations du groupe de Galois Gal(Q/Q)
dans GLy(F5), on construit de nouvelles familles paramétrées de solutions pour

5

I’équation z2 4y = 2°, non parues dans I'article de Beukers [Be], et on indique une

méthode pour trouver une borne supérieure pour ce nombre de familles.



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Courbes elliptiques

Une courbe elliptique E (définie sur un corps k), notée E/k, est une courbe projec-
tive non singuliere de genre 1 qui possede un point k-rationnel O. On montre, plus

concretement, que toute courbe elliptique E/k est donnée par une équation
Y2Z 4+ a XY Z +asYZ? = X2 + a, X*Z + ay X 7% + a Z° |

ol (ay, as,as, ay, ag) appartient a k° (cf. [Sil], Chap. III, prop. 3.1). Il est bon
de remarquer que les coefficients a; ne sont pas uniques et il existe une infinité
de quintuplets (ay, as, az, as,ae) dans k° définissant une méme courbe E/k. La
courbe donnée par I’équation ci-haut intersecte toujours la droite a l'infini en un
point unique qu’on prend pour définir notre point rationnel (O = [0, 1,0]). Cette
équation est le modele (ou équation) de Weierstrass associé¢ a E. Pour faciliter la
notation, on utilise les coordonnées non homogenes, * = X/Z et y = Y/Z. Avec

ces nouvelles coordonnées, la courbe E s’écrit
2 _ .3 2
Yo+ a1y + asy = 7 + asx” + a4x + ag

tout en n’oubliant pas le point supplémentaire “a I'infini” O = [0, 1, 0].
L’intérét des courbes elliptiques vient du fait qu’elles sont munies d’une structure

de groupe commutatif, ou O joue le role de I’élément neutre pour 'addition. En
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d’autres mots, on dit que les courbes elliptiques sont des variétés abéliennes de
dimension un. Pour chaque corps K, on définit F(K), 'ensemble des points de F
définis sur K. Ainsi, pour une méme courbe elliptique E, on obtient généralement
différents groupes E(K) pour différentes extensions K de k.

L’opération qui définit la structure de groupe sur E(k) est communément ap-
pelée “chord and tangent operation”. Lorsque E/k est donnée par un modele de
Weierstrass, un point P de E(k) est donné par un couple (x,y) défini sur k qui
satisfait I’équation. Trois points distincts de E(k) s’additionnent pour donner O si
et seulement s’ils sont colinéaires. L’addition entre deux points de F(k) peut étre
décrite par deux quotients de polynomes a coefficients dans k& donnant les coefficients

x et y du point résultant.

Exemple 2 Soit F : y?> = 2° — 422 + 16. On peut montrer que E(Q) possede
seulement 5 points {O, (0,+4), (4,+4)}. Cependant, sur I'extension Q(v/—2) de
Q, E(Q(v/—2)) contient aussi le point P = (8 +41/—=2,12+ 164/—2). On démontre
que P est un point d’ordre infini et donc F(Q(y/—2)) contient un nombre infini de
points. Remarquez comment le corps K peut modifier la structure de groupe de

E(K).

Dans le reste de cette section, on explique brievement quelques concepts reliés
aux courbes elliptiques. A partir de maintenant, on suppose que nos courbes ellip-
tiques sont définies sur Q bien que la majorité des concepts restent valides sur des

corps plus généraux.

Morphismes: Il existe différents types de morphismes entre courbes elliptiques.
Etant donné qu’une telle courbe est toujours munie d’un point rationnel particulier,

il est naturel de regarder d’abord les morphismes respectant cette propriété.

Définition 3 Soient E et E' des courbes elliptiques. Une isogénie entre E et E’
est un morphisme non nul

¢:E — F
satisfaisant ¢(O) = O'. Les courbes E et E' sont dites isogenes, s’il existe une

1s0génie entre elles.



Exemple 4 Soit E une courbe elliptique. Pour chaque m € Z \ {0}, 'application
multiplication par m

m]: E — FE
est une isogénie. Si m > 0, alors

m[(P) =P+ P+ P;

m fois

si m < 0, alors [m|(P) = [-m](—P).

Remarque 5 L’application multiplication par m est aussi un homomorphisme de
groupes. Ceci est une propriété générale des isogénies: toute isogénie est un homo-

morphisme de groupe (cf. [Sil], Chap. III, thm. 4.8).

Puisque les courbes elliptiques ont une structure de groupe, on peut définir

I’endomorphisme de F donné par la translation par un point donné.

Définition 6 Soit E/Q une courbe elliptique et Q € E(Q). L’application transla-

tion par QQ se définit par
7,: F — F

Q
P — P+Q.

L’application 7,, est clairement un automorphisme de F car 7_, constitue son inverse
mais elle n’est pas une isogénie sauf pour Q) = O.

Soit maintenant

o:E— FE

un morphisme quelconque entre les courbes elliptiques E et E’. Alors, 'application
Q=T o) O

est une isogénie entre E et E’ car ¢(O) = O'. Le morphisme ¢ peut donc s’écrire
P =T, 00

et donc tout morphisme non-nul entre courbes elliptiques est une composition d’une

isogénie et d’une translation.



Discriminant et j-invariant: On attache quelques quantités a une courbe ellip-
tique F. La non singularité d’une courbe elliptique F est détectée par la valeur
non nulle du discriminant A de E. Si la courbe E est donnée par une équation de
Weierstrass, le discriminant de ce modele est donné par un polynome en a;, qu’on
peut retrouver par exemple dans [Sil] (cf. Chap. III, §1).

Si la courbe E est donnée sous la forme y* = f(z), ou
f(z) = 2% + az® + bx + c,

alors le discriminant de ce modele est précisement A = 16- Disc(f), ou Disc(f) est

le discriminant de f. On rappelle que le discriminant de
f(z) =2"+a " . ta i ta, = (v —ay) (v —ap)

est défini par

Disc(f)= [[ (i —ay)*

1<j<i<n
On remarque que 'équation y? = f(z) est non-singuliere (et donc définit une courbe
elliptique) si et seulement si f(x) n’admet pas de zéro multiple.

On note que le discriminant d’une courbe elliptique F dépend de son modele.
Parmis toutes les équations de E/Q ayant des coefficients entiers, il en existe une
qu’on appelle équation minimale; cette équation donne lieu au plus petit discrimi-

nant entier possible. Ce discriminant est appelé discriminant minimal de E et noté

Amin'

Exemple 7 Soient A, B, C' trois entiers non nuls, premiers entre eux deux a deux,
et tels que

A+B+C=0.
Considérons la courbe de Frey E, , d’équation
y* =z(x — A)(x + B).

Le discriminant de x(x — A)(z + B) est (AB(A+ B))? = (ABC)? et le discriminant
de la courbe E,  est donc A = 2*- (ABC)?. Si de plus, A = —1 (mod 4) et B =0

7



(mod 32), on montre que

- s, B-A-1, AB
Ty =T Xr — X
y A 16

est une équation minimale de la courbe F, . et son discriminant (minimal) corres-

A,B

pondant est
(ABC)?

Amin - 98

(cf. [Sed], section 4.2).

® et considérons la

Exemple 8 Soit (a,b,c) une solution primitive de 22 + y* = 2
courbe elliptique

E :y? = 2% + 27bx — 54a.

On a Disc(f) = —223%(a* + %), ou f(z) = 2 + 27bx — 54a. Le discriminant de

I'équation ci-dessus est donc A = —2639¢°.

Remarque 9 Soient £/Q une courbe elliptique donnée par une équation de Weier-
strass, A son discriminant et ord,(A) I'exposant de p qui apparait dans la décompo-
sition de A en produit de facteurs premiers. On dit que le modele de la courbe
elliptique E est minimal en un premier p, si ord,(A) est minimal sous la condition
que les a; (i = 1,...,4,6) sont dans Z. Etant donné que pged(A, B,C) = 1, on
peut montrer que la courbe E de I'exemple précédent est minimale en p, pour tout
p > 3. Ainsi, le discriminant minimal de la courbe E de I'exemple 8 est toujours
de la forme A,,;, = £2%3'p7 -+ - p2, ot {p1,...,pr} sont les diviseurs premiers de c

différents de 2 et 3.

Si F/Q est une courbe elliptique donnée par une équation de Weierstrass, le
j-invariant de la courbe E, noté j(FE) ou simplement j, est défini par un quotient
de polynémes en a;, qu'on peut trouver par exemple dans [Sil], Chap. III, §1.
Le j-invariant d’une courbe elliptique F ne dépend pas du choix du quintuplet
(a1, a9, a3, as, ag) pour définir la courbe E. Ainsi, deux courbes elliptiques définies
sur Q isomorphes sur Q ont le méme j-invariant. Réciproquement, deux courbes
elliptiques sur Q ayant le méme j-invariant sont isomorphes sur Q (cf. [Sil], Chap.

I11, prop. 1.4).



Exemple 10 Lorsque la courbe E est donnée par
y? =2® + ax + b,

le j-invariant de la courbe E est donné par

4 (12a)?
 (4a3 +2702).

Ainsi, si A%2 + B3 = (%, la courbe E de 'exemple 8 a pour j-invariant

. 1728B3
J= 5

Réduction modulo p: Etant donné une courbe elliptique £/Q, donnée par une
équation minimale, et un nombre premier p, il est possible de réduire cette équation
modulo p et d’obtenir une équation définie sur le corps fini F,,. Si cette équation
définit une courbe elliptique Evp sur F,, alors on dit que p est un nombre premier
de bonne réduction, contrairement aux autres nombres premiers qu’on appelle ceux
de mauvaise réduction. Les nombres premiers de mauvaise réduction d’'une courbe
elliptique F/Q sont précisement ceux qui divisent le discriminant minimal A,,;, de
E; pour un tel p, la courbe Evp a un point singulier.

On répartit les nombres premiers de mauvaise réduction en deux catégories:
ceux ayant réduction multiplicative et les autres ayant réduction additive. On dit
qu'une courbe elliptique F/Q a réduction multiplicative (resp. additive) en p si le
point singulier de la courbe Evp est un noeud (resp. une pointe). En d’autres mots,
la courbe E a réduction multiplicative (resp. additive) en p si la courbe E;, admet
deux tangentes distinctes (resp. confondues) au point singulier.

Par exemple, soient F/Q une courbe, donnée par une équation de la forme
y? = f(x), et un nombre premier p > 5. Alors, la courbe a bonne réduction en p si
et seulement si f n’admet pas de zéro multiple modulo p. Les nombres premiers de
réduction multiplicative correspondent aux p tels que f a un zéro double modulo p.

Soit maintenant p un nombre premier de bonne réduction. Le groupe E;(Fp)
est I'ensemble des points sur Evp a coefficients dans F,; il s’agit donc d'un groupe

abélien fini. On rappelle que le nombre de points sur la droite projective Py sur F,,

9



est p+ 1. Un argument heuristique laisse croire que #(E;(Fp)) est assez proche de

p+ 1. Il est donc naturel de définir U'entier a,(E) = a,
ap=p+1- #(E;(Fp))-

Le prochain théoreme a d’abord été conjecturé par E. Artin dans sa these et

démontré par Hasse dans les années 30.

Théoréme 11 Soit E une courbe elliptique définie sur le corps fini Fp,. Alors,

| p+1—#(E(F,)) |<2yp.
Preuve: voir [Sil], Chap. V, §1.

En anticipant quelque peu la conjecture de Shimura-Taniyama, ces entiers a, auront
un lien direct avec les formes modulaires.
Il existe des propriétés arithmétiques des courbes elliptiques qui sont conservées

par une isogénie définie sur Q.
Théoréme 12 Soient E/Q et E'/Q deux courbes elliptiques isogénes sur Q.

a) Les courbes E et E' ont le méme ensemble de nombres premiers de mauvaise

réduction.

b) Sip est un nombre premier de bonne réduction, alors

La démonstration de a) est une conséquence directe du critere de Néron-Ogg-

Shafarevich (cf. [Sil], Chap. VII, §7) et pour b) voir 'exercice 5.4 dans [Sil].

Le conducteur: Le conducteur d'une courbe elliptique E/Q est un entier positif
N divisible précisement par les nombres premiers p de mauvaise réduction. Il est

défini comme suit:

N=][p" . ou
p

10



0 si £ a bonne réduction en p
=191 si ¥ a réduction multiplicative en p
240, si E aréduction additive en p
et 0, est un entier non négatif (§, = 0si p > 5 et J, est borné par 3 et 6 pour p = 2
et 3 respectivement (cf. [Si2], Chap. IV, thm. 10.4)).

La courbe E/Q est dite semi-stable en p si p* ne divise pas son conducteur N.
Cela signifie que la courbe E/Q a, soit bonne réduction en p, dans le cas ol p ne
divise pas N, soit mauvaise réduction en p de type multiplicatif lorsque p divise
exactement N. Sila courbe elliptique F/Q est semi-stable en tout nombre premier
p, cest-a-dire que N est sans facteur carré, alors la courbe E/Q est dite semi-stable.

Il existe un algorithme, di a Tate, permettant de calculer le conducteur d’'une
courbe elliptique E/Q (cf. [Si2]). Toute la difficulté réside dans le calcul des
exposants de 2 et 3. Pour les autres nombres premiers, le calcul se fait sans difficulté.
Par exemple, si E/Q est donnée par une équation de la forme y? = f(x), ol
f € Zz], alors les entiers f, (p # 2,3) sont déterminés en considérant le polynome

f(z) sur le corps F,,.
1. Si f(z) a trois zéros distincts modulo p, alors £ a bonne réduction et f, = 0.

2. Si f(x) a un zéro double modulo p, alors F a réduction multiplicative en p et

f,=1.

3. Si f(x) a un zéro triple modulo p, alors il faut étre plus attentif. Il se pourrait
que le modele ne soit pas minimal et que la courbe soit en fait semi-stable en

p. Sice n’est pas le cas, alors F a réduction additive et f, = 2.

Exemple 13 Soient A, B et C trois entiers non nuls, premiers entre eux deux a

deux, tels que

A+B+C=0
et soit F, , la courbe de Frey d’équation
y* =z(z — A)(z + B).

11



Puisque A et B sont copremiers entre eux, la fonction f(x) = z(x — A)(x + B)
n’admet pas de zéro triple modulo p.

Considérons d’abord un nombre premier p # 2,3. La courbe F, ;, a mauvaise
réduction en p si et seulement si p divise ABC, et cette mauvaise réduction est de

type multiplicatif.
Si de plus A = —1 (mod 4) et B =0 (mod 32), ’équation

B-A-1, AB
s

y2+xy:x3—|— 1 16x

fournit un modele minimal pour la courbe F, ;. En considérant cette équation sur
F5 et F3, si 3 divise ABC, on vérifie qu’on obtient une cubique ayant un point
double en (0,0) a tangentes distinctes. Lorsque A et B satisfont les congruences
est donc semi-stable et son conducteur est donné par

N:Hp.

p|ABC

ci-haut, la courbe £, ,

Exemple 14 Soit (a, b, ¢) une solution primitive de 2? + y* = 2°. On considére
E :y* = 2% + 27bxr — 54a

et on sait que le discriminant de E est A = —263%¢%. On montre que le conducteur
N de E est de la forme 253'p; - - - pg,, ot {p1, ... px } sont les diviseurs premiers # 2, 3
de c.

Soit p un diviseur premier de ¢ (p > 3) et supposons que
f(z) = 2 + 27bx — 54a
a un zéro triple modulo p. Alors,
f(z)=(z —a) (mod p)
et en comparant les coefficients de z? et z, on déduit que

a=b=0 (mod p).

12



Ceci contredit 'hypothese pged(a, b, ¢) = 1 et puisque p | ¢, E' a mauvaise réduction

en p (la courbe E est minimale en p, voir remarque 9). Ainsi,
N =2°3"py -,

ou {py...px} sont les diviseurs premiers # 2,3 de c.

Tordues: Une courbe elliptique £’/Q isomorphe sur Q & £/Q mais non necéssaire-
ment isomorphe sur Q est appelée une tordue de E. Donc les tordues d'une courbe
E sont toutes les courbes elliptiques ayant le méme j-invariant que E. On sait

caractériser ’ensemble des tordues d’une courbe E.

Théoréme 15 Soit E/Q une courbe elliptique de j-invariant j.

a) Si g # 1728 et j # 0, alors les tordues de E sont isomorphes a E sur une

extension quadratique de Q.

b) Sij =0, alors E est donnée par une équation de la forme y*> = 2* + k avec

keZetE :y?>=a3+k estisomorphe a E sur Q(\‘/%)

c) Si j = 1728, alors E est donnée par une équation de la forme y* = 23 + kx

avec k € Z et E' : y? = 2° + K’z est isomorphe ¢ E sur Q(\“/g)
Preuve:

a) Soit E’ une tordue de E et v : E' — FE un isomorphisme. Soit o € Gal(Q/Q)
et considérons 1° o)~!. L’application ¢ o 1)~! est un automorphisme de E.
Puisque j # 0,1728, on a Aut(E) = +1. Par conséquent, 7 = +1) Vo €
Gal(Q/Q). L’application qui & o associe e(c) € {1, —1} tel que ¥° = (o)
est un homomorphisme de Gal(Q/Q) dans {1, —1}, qui découpe une extension

quadratique K de Q. L’isomorphisme v est défini sur K.

b) L’isomorphisme entre les courbes E et E’ est donné par

(z,y) — (\3/%% \/gy)-

13



c¢) L’isomorphisme entre les courbes F et £’ est donné par

(z,y) — (\/gx, \‘%gy)-

Soit maintenant £/Q une courbe elliptique ayant un j-invariant j # 1728 et

j #0. Si £/Q a un modele de la forme y? = f(x), alors pour tout d (d # 0,1)

O

sans facteur carré, il existe une tordue, notée E x d, ayant un modele de la forme

dy? = f(z). L’isomorphisme entre E et E % d, défini sur Q(v/d), est obtenu par
(z,y) — (z,Vdy).
Dans bien des cas, on peut déterminer aisément la conducteur de la courbe Exd.

Théoréme 16 Soient E/Q une courbe elliptique de conducteur N, d (# 0,1) un
entier sans facteur carré et D le discriminant de Q(v/d). Le conducteur Ny de la
courbe Exd est seulement divisible par les nombres premiers divisant ND. De plus,
si D* ne divise pas N, alors Ng = ppem(N, D?); si D?* divise N, Nq peut étre plus
petit que N.

Ce résultat est mentionné dans [Cr|, p.82. Le théoreme suivant donne une

méthode pour obtenir les coefficients a, de E * d a partir de ceux de E.

Théoréme 17 Soient E/Q une courbe elliptique, d (# 0,1) un entier sans facteur

carré et p un nombre premier de bonne réduction non ramifié dans Q(v/'d). Alors,

ap(E * d) = x(p)ay(E),
ot x est le caractére quadratique associé o Q(\/d).

Preuve: Soit p un nombre premier non ramifié dans Q(v/d). Si x(p) = 1, alors d est
un résidu quadratique mod p et les courbes E et E'*d sont isomorphes sur F,,; ainsi,
#(E(F,)) = #(E « d(F,)) et donc a,(E) = a,(E*d). Si x(p) = —1, alors d et %
sont non résidus quadratiques mod p. Ainsi, pour x € F,,, soit f(x), soit é f(z) est
résidu quadratique mod p. Donc, si x(p) = —1, #(E(F,))+#(E*d(F,)) = 2(p+1)
et ap(E) = —a,(E * d). O
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Exemple 18 Soit E la courbe elliptique donnée par I’équation
y* = 2° + 241 — 16.

Cette courbe a pour conducteur N = 864 et pour j-invariant j = 2°3. Soit main-

tenant E’, la courbe elliptique donnée par I’équation:
E =246z +2.

I1 est possible de calculer les valeurs des a, en utilisant, par exemple, GP-pari et

voici les résultats pour 5 < p < 61:

P 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61
aE) |2 1 2 1 6 5 6 -8 8 -5 -8 -4 -10 -4 14 3
ap(E)| 2 -1 2 1 6 -5 6 8 -8 5 -8 -4 10 4 14 -3

On vérifie que a,(E') = (_72) a,(E), ou (_72) est le symbole de Legendre. On note
que (_72) est exactement le caractére quadratique x(p) associé & Q(v/—2). Ainsi,
d’apres ces données, le théoreme 17 laisserait croire que E' = E * —2 (ou tout au
moins que ces deux courbes sont isogenes). La derniere égalité est effectivement

vraie et I'isomorphisme, défini sur Q(v/—2), entre E et E’ est donné par
(.I, y) — (—2.7), —2 \% _2y)

L’équation 3% = 23 + 62 + 2 est le modele minimal de —2y? = 2® + 242 — 16. Le
discriminant de Q(v/—2) étant —8, le conducteur de E’ est 1728, par le théoreme

16. Puisque la courbe E’ est isomorphe & E, le j-invariant j’ de E’ est j' = 293.

2.2 Formes modulaires

On rappelle brievement la définition et quelques concepts reliés aux formes modu-
laires considérées dans ce papier. Soit N un entier positif; on définit le sous-groupe

[o(N) de SLy(Z) comme étant

P =4 [P ] eSta@)  e=0 (mod V)
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On rappelle que tout sous-groupe I' de SLy(Z) agit sur le demi-plan complexe

supérieur ‘H de la fagon suivante:

b
I'xH—H: ¢ , T |—>aT+b.
c d ct+d

Les formes modulaires utilisées dans ce papier sont des formes paraboliques de poids
deux sur ['y(V), ou N est dit le niveau de la forme modulaire. Celles-ci sont des

fonctions f définies sur ‘H satisfaisant

1. f(1) = (et +d)2f(y7) pour tout v = < “ Z ) elg(N), 7€ Het

C

2. f est une fonction holomorphe sur H dont la valeur de f tend vers zéro a

I'infini de fagon exponentielle.

En particulier, pour v = < (1) I; ), f(r) = f(r + k) et donc f peut s’écrire comme
une série de Fourier 3°°° | ¢,¢", ou q := €™ et ¢, € C.
En prenant le quotient de H par I'o(N), on obtient H/I'o(/N), une surface de

Riemann non compacte, notée habituellement Yy(/N). On appelle Xy(N) la com-

pactification de Yy(N) (cf. [Sh], Chap. 1).
Théoréme 19 La surface de Riemann Xo(N) est une courbe algébrique sur C.

Ce théoreme est un cas particulier du théoreme d’existence de Riemann (cf. [Fol,
Chap. 2): toute surface de Riemann est isomorphe a I’ensemble des points (z,y) €

C?, ou z et y satisfont une équation polynomiale f(z,y) = 0.

L’ensemble des formes paraboliques de poids deux sur I'g(NN) est un espace
vectoriel sur C que l'on note S(N). L’espace S(IN) peut-étre identifié a 1'espace
des formes différentielles holomorphes sur Xo(N). En effet, si f est une forme
parabolique de S(N), on vérifie que 'expression f(7)d7 est invariante sous l’action
de I'g(N) et la condition a I'infini satisfaite par la forme f entraine I’holomorphicité

de f(r)dr. Le théoreme de Riemann-Roch (cf. [Ki], section 6.3) entraine alors

Proposition 20 L’espace S(N) est de dimension finie. Sa dimension est égale au

genre de Xo(N).
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Le genre de Xo(NN) peut se calculer grace a la formule de Riemann-Hurwitz (cf.

[Kn], thm. 9.10).

Théoréme 21 La dimension de S(N) est
p(N)  pe(N)  ps(N)  pss(N)

g=1+

12 4 3 2
ot
p(N) = NIT(1+3)
pIN
0 sid| N
N p—
Ha(N) IT(1+ (_—1)) autrement
pIN P
0 si 2|N ou 9|N
N pu—
#a(N) I1(1+ (_—3)) autrement
pIN P

AMW?ZI%MWM¢%)

La fonction ¢ est la fonction d’Euler et (_71), (_73) sont des symboles de Legendre.

Exemple 22 Pour N = 11, le théoreme 21 donne que la dimension de S(11) est

un. On montre que
o

fla)=q]] 1—q")* (1—¢"")

n=1

est une forme parabolique de niveau 11 et donc f est une fonction génératrice de
I'espace S(11). On remarque que les coefficients de Fourier de f sont rationnels et

méme entiers. Ceci n’est pas un accident d’apres le théoreme suivant.

Théoréme 23 L’espace S(N) a une base constituée de formes paraboliques a coef-

ficients de Fourier entiers.
Preuve: voir [DDT], section 1.4.

L’espace S(N) est équipé d’une famille d’endomorphismes appelés opérateurs

de Hecke T, (n > 1). Traditionnellement, I’action des opérateurs T;, sur f est notée
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par f|7,. Les T, peuvent s’écrire en fonction des opérateurs 7}, indexés par les
facteurs premiers de n. Si f = " c,q", alors 'action des opérateurs T}, sur f est

donnée par

Zcpnqn +pd g’ i (p, N) =1

T,: f = cud" — '
> Cpnq"” sip|N.

On appelle f fonction propre de S(N) si f = Y ¢,q" est une forme parabolique
non nulle qui est vecteur propre pour tous les T, (n > 1). La fonction f est dite
fonction propre normalisée, si de plus elle satisfait ¢c; = 1. Si f est une telle fonction
propre, on a que f|T,, = ¢, f, c’est-a-dire que ses coefficients de Fourier et ses valeurs
propres coincident pour tout n > 1. Ainsi, le corps engendré par les coefficients ¢,
est une extension finie de Q, par le théoreme 23. De plus, les ¢,, sont toujours des
entiers algébriques et il arrive qu’ils soient de simples entiers rationnels.

Bien qu'il soit souvent possible de diagonaliser les opérateurs 7, dans S(N),
il arrive d’en étre incapable. Donc, les fonctions propres normalisées ne forment
pas toujours une base de 'espace vectoriel S(N). Le probleme apparait seulement
lorsque n et N ne sont pas copremiers entre eux. On introduit le concept de
“newforms” pour remédier a ce probleme. On remarque d’abord que 'espace S(NV)
est équipé d'un produit scalaire hermitien que 'on nomme le produit scalaire de
Petersson; on retrouve la définition de ce produit scalaire, par exemple, dans [DDT],

section 1.1.

Définition 24 Une forme modulaire f de niveau N est appelée une “oldform” de
niveau N si elle est une combinaison linéaire de fonctions de la forme g(dr), ot g est
une forme modulaire de niveau strictement divisant N. Une “newform” de niveau
N est une fonction propre normalisée qui est orthogonale a toutes les “oldforms” de
nweau N selon le produit scalaire de Petersson. L’espace des “oldforms” de niveau

N est noté SP4(N) et celui des “newforms” de niveau N est noté SV (N).

On a
S(N) = SOld(N) @ S"Y(N).
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De plus, S™% (1) =0 et

SM(N) = (5™ (@)@, (2.1)

d|N
d#N

ou og(x) dénote le nombre de diviseurs de z. A. Atkin et J. Lehner ont montré que
'espace S(N) a une base constituée de transformations de “newforms” de S(M),

ou M parcourt les diviseurs de .

2.3 La Conjecture de Shimura-Taniyama

La conjecture de Shimura-Taniyama est une conjecture célebre, entre autres par le
lien qu’elle a avec la démonstration du dernier théoreme de Fermat. Les travaux de

Eichler et Shimura ont d’abord mené au théoréme suivant:

Théoréme 25 (Eichler-Shimura) Soit f = > c¢,¢" une fonction propre nor-
malisée de 'espace S(N) ayant des coefficients de Fourier rationnels. Alors, il existe

une courbe elliptique Ey définie sur Q associée a f, ayant les propriétés suivantes:

a) Le conducteur de Ey est égal a N. En particulier, E; a bonne réduction en p

si p ne divise pas N.
b) Sip ne divise pas N, on a #(E¢(Fp)) =p+1—cp.
Références: [DDT], section 1.7.

En d’autres mots, le théoreme de Eichler-Shimura assure ’existence d’une applica-
tion f — Ey, ou f et Ej satisfont les propriétés du théoreme. Etant donné que des
courbes isogenes sur Q ont méme conducteur et coefficients a, (voir théoreme 12),
la courbe E; est définie seulement a isogénie pres.

La conjecture de Shimura-Taniyama peut maintenant s’énoncer ainsi:

Conjecture de Shimura-Taniyama. L’ application

Classes d’isogénie de courbes
“Newforms” de poids 2 sur I'y(N)
— elliptiques définies sur Q
a coefficients de Fourier rationnels
et de conducteur N
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est une bijection.

Bien qu’a ce jour, la conjecture de Shimura-Taniyama soit presque démontrée,
elle demeure encore une conjecture. Cependant, Andrew Wiles a démontré cette
conjecture pour les courbes elliptiques semi-stables et ceci était suffisant pour
compléter la preuve du dernier théoreme de Fermat. Dans ce papier, nous au-
rons a utiliser cette conjecture dans des conditions particulieres ou elle n’est pas
démontrée. Ainsi, nous n’aurons autre choix que de la supposer vraie. Ceci ne
semble pas étre une grande restriction étant donné la confiance des mathématiciens

a pouvoir démontrer prochainement la conjecture telle qu’énoncée ci-haut.

Définition 26 Une courbe elliptique E/Q est dite modulaire si la courbe E est

isogéne sur Q a Ey, pour une “newform” f € S(N).
On illustre la conjecture de Shimura-Taniyama par un exemple.

Exemple 27 Soit E la courbe elliptique

E:y*+y=2a°—2"
Son conducteur est égal a 11. Pour tout nombre premier p # 11, la courbe E a

bonne réduction et il est possible de calculer les coefficients a,(E). Voici quelques

valeurs, calculées a ’ordinateur.

pill 2 3 5 v 11 13 17v 19 23 29 31

apf-2 -1 1 2 - 4 2 0 -1 0 7

La conjecture de Shimura-Taniyama prédit qu'’il existe une “newform” f € S(11) a
coefficients de Fourier rationnels, telle que f est appliquée sur E. Or, la dimension

de l'espace vectoriel S(11) est un et S(11) est engendré par

H (1—=¢")-(1=¢"")? = ¢—24° — ¢® +2¢"+q° + 2¢°—2q"

—2¢° — 2¢10 gt — 2¢1214q!3 4 4™
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_q15 o 4q16_2q17 +4q18 + 2q20 + 2q21
—2¢2—q? — 4g” — 8¢% + 5% — ¢
+2¢°+7¢*" + - -

o
= D "
n=1

(voir exemple 22). On remarque que les coefficients a,(E) coincident avec les coef-

ficients de Fourier c,.

Cet exemple illustre le lien qu'il existe entre les coefficients a,(E) d'une courbe
elliptique E/Q et les coefficients de Fourier de la forme modulaire associée. La
conjecture de Shimura-Taniyama énonce qu’il existe une telle relation avec toutes
les courbes elliptiques définies sur Q, a savoir si E/Q est une courbe elliptique de
conducteur N, alors on conjecture qu’il existe une “newform” f = Y ¢,q" dans
S(N) telle que ¢, = a,(E) pour tout p, p ne divisant pas N. On note que les

coefficients de Fourier ¢, de f, pour (n, N) = 1, sont des entiers rationnels.

2.4 Représentations galoisiennes

a) Représentations galoisiennes associées aux courbes

elliptiques

Soit E/Q une courbe elliptique, et soit n > 1. On considere E[n], le sous-groupe
de E(C) constitué des points de E d’ordre divisant n, ou de fagon équivalente, le
noyau de l'application multiplication par n définie dans I'exemple 4. On rappelle
que la loi d’addition de 2 points sur E(C) est donnée par des fonctions rationnelles
a coefficients dans Q. De ce fait, on voit que E[n] est un sous-groupe de F(Q) et
que E[n] est stable sous l'action de Gal(Q/Q) sur E(Q). Pour la méme raison,
pour tout o € Gal(Q/Q), 'automorphisme défini par P +— P°, on P € E[n], est

en fait un automorphisme de groupe de E[n], c’est-a-dire (P + Q)7 = P + Q°,
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pour P, Q € E[n]. Ainsi, 'action du groupe de Galois Gal(Q/Q) donne lieu & un

homomorphisme (continu) pZ, défini par
pr + Gal(Q/Q) — Aut(E[n]).
Proposition 28 Soit E une courbe elliptique et n > 1.
Eln] ~ (Z/nZ)*.

Preuve: Lorsque la courbe E est considérée sur le corps des complexes C, alors
E(C) ~ C/L, ou L est un réseau, c’est-a-dire L = Zw; + Zws = {njw; + nows :
ni,ng € Z} (cf. [Sil], Chap. VI). L’isomorphisme entre (Z/nZ)? et E[n| est alors
donné par

a a
(CLl, CLQ) — —l(.dl + —2602.
n n

O

L’isomorphisme de la proposition 28 n’est pas canonique et dépend du choix des
générateurs w; et wy, ou de fagon équivalente d’'une base de E[n]. Ainsi, pour
chaque choix d’une telle base, on a Aut(E[n]) ~ GLy(Z/nZ). Ayant fixé une base
de E[n], on obtient une représentation de Gal(Q/Q) qu’on appelle la représentation
de Gal(Q/Q) fournie par les points de n-division de la courbe elliptique E. 11 est
souhaitable de fixer & prime abord une base de E[n] et de voir pZ prenant ses valeurs
dans GLy(Z/nZ). Du fait de la base de E[n] choisie, on définit, de cette fagon, une
représentation & conjugaison pres, notée encore pZ.

Par la théorie de Galois, le noyau de pZ correspond & une extension finie K, de
Q contenue dans Q. Concretement K, est la plus petite extension de Q contenant
toutes les coordonnées des points de En|; si E[n] = {(x1,11), ..., (Tn2,yn2)}, alors
K, =Q(z1,...,22,91,...,Yn2) et K, est habituellement notée Q(E[n]). Ainsi, en
prenant le quotient de Gal(Q/Q) par le noyau de pZ, on obtient une représentation
de Gal(Q(E[n])/Q) qui est injective et en particulier, on peut identifier le groupe
Gal(Q(E[n])/Q) & un sous-groupe de GLy(Z/nZ). A Davenir, on s'intéressera
seulement au cas olt n est un nombre premier ¢, auquel cas Z/nZ est le corps fini

Fy.
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Exemple 29 Soit E la courbe elliptique
E:y=2"-a+r—1=@*+1D)(z—1)
et soit
Pf : Gal(Q/Q) — GLy(Fy),

la représentation associée a ses points d’ordre 2. Les points d’ordre 2 de E corres-

pondent aux points (z,y) de E, ou y = 0. Alors,

et on a Q(E[2]) = Q(i). Le groupe de Galois Gal(Q(E[2])/Q) contient donc deux
éléments {0y, 01 } correspondant respectivement a 'identité et & la conjugaison com-
plexe. Pour connaitre la représentation Gal(Q(E[2])/Q) — GLy(F3), on choisit
une base {P,Q} de E[2] et on regarde l'action de o; (i = 0,1) sur P et Q). On
rappelle que si P = (z,y), on définit 'action de Galois par

P? = (27,y7).
On a
p = (1or,0) = (1,0) = P
Qm — (Z'0'17001) — (_LO) — P_|_Q
et donc
1 0
og
0 1
11
g1 =
0 1
Ainsi, la représentation pf est donnée par
10 S
si? =1
01
py (o) =
11 . .
sl % = —q.
01




Le caractere cyclotomique x, d’ordre ¢ est défini en considérant 'action du
groupe de Galois Gal(Q/Q) sur le groupe i, des racines £*™ de I'unité de Q. Cette

action de groupe donne lieu a un homomorphisme

Cal(Q/Q) — Aut(s)

et puisque uy est un groupe d’ordre ¢, son groupe d’automorphismes est isomorphe a

(Z/0Z)* = F). Ceci mene au caractére cyclotomique
v, : Gal(Q/Q) — F.
L’introduction du caractere x, se justifie par la proposition suivante:

Proposition 30 Si E/Q est une courbe elliptique, alors le déterminant de pf est

le caractére cyclotomique x, .

Preuve: Cette proposition est une conséquence directe de I’accouplement e, de Weil

et de ses propriétés (cf. [Sil], Chap. III, §8). En effet,
er: Ell] X E[l] — 1y
est

a) bilinéaire:
e(PL+ P, Q) = ef(P,Q) el(P,Q)
eo(P,Q1+Q2) = e(P,Q1)-el(P,Qo);

b) alternée: e,(P, P) = 1, en particulier e,(P, Q) = e,(Q, P)™!;
¢) Galois invariant: pour tout o € Gal(Q/Q),
€£(P, Q)U = Eg(PU, QU)

(cf. [Sil], Chap. III, prop. 8.1). Soient {P, @} une base de E[{] et ( = e4(P, Q).

Supposons que
P? = a(o)P +c(o)Q
Q° = b(o)P +d(0)Q.



Alors,

. a(o) b(o)
pp o —
c(o) d(o)
et
CU = eé(Pv Q)U
= eé(PU7QU)
= ea(o)P +c(0)Q) - er(b(o) P + d(0)Q)
— eg(P, Q)a(o‘)d(a‘)—b(o)e(a)
)
O
Dans ’étude de Iéquation z? + 3y = 2z°, il faudra distinguer les cas ou la

représentation p est irréductible et réductible. On dit que la représentation pF
est réductible lorsque la courbe E possede un sous-groupe d’ordre ¢ qui est stable
sous 'action de Gal(Q/Q). Un exemple typique est lorsque le groupe E[¢] contient
un point d’ordre ¢ défini sur Q. Soit pF une représentation réducible et soit P le
point dans E[f] qui engendre le sous-groupe de E(Q) stable par I'action de Galois.
Si @ est un point de E[¢] a I'extérieur de la droite engendrée par P alors, les points
P et @) forment une base de l'espace E[(]. Etant donné que le point P est stable
sous l'action de Gal(Q/Q), on voit qu'en utilisant la base {P,Q}, I'image d'un

automorphisme o € Gal(Q/Q) par la représentation p¥ est de la forme

c’est-a-dire les matrices de I'image de la représentation p¥ sont triangulaires. Ceci
caractérise les représentations réductibles. Si b(c) = 0 pour tout o € Gal(Q/Q),
on dit que la représentation est totalement réductible.

Voici un théoreme profond démontré par Mazur.

Théoréme 31 (Mazur) Soit E/Q une courbe elliptique. Sil > 163 est un nombre
premier, alors la représentation pE est irréductible. Si la courbe E est semi-stable,
alors pE est irréductible pour tout ¢ > T et irréductible pour tout £ > 3 si de plus

tous ses points d’ordre 2 sont définis sur Q.
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Preuve: voir [Ma).

On dit que pf est ramifié en un nombre premier p si 'extension K,/Q est

ramifiée en p.

Théoréme 32 Soient E/Q une courbe elliptique de conducteur N, ¢ un nombre
premier et pf la représentation de Gal(Q/Q) fournie par les points de (-division
de E. Supposons que p est un mombre premier ne divisant pas {N. Alors, pf est

non ramifice en p. De plus,
a) Trace(pf (Frob,)) = a, (mod (), et
b) Det(pF(Frob,)) =p (mod ().
Preuve: voir [Sel], Chap. 4, §1.3.

Ainsi, & partir de la représentation p¥, il est possible de récupérer les coefficients
a, de £ modulo /.

Maintenant, soit A = A, le discriminant minimal d’une courbe elliptique
E/Q. Soit ord,(A) la valuation de A en p définie comme dans la remarque 9. Voici

un résultat permettant de caractériser les nombres premiers (# ) ramifiés de pZ.

Théoreme 33 Soit p # { un nombre premier tel que E soit semi-stable en p. Alors,

la représentation pf est non ramifiée en p si et seulement si ord,(A) =0 (mod ().

Preuve: Ce résultat est une application de la théorie de la courbe de Tate (cf. [Si2],
Chap. V, §3). La démonstration qui suit est empruntée de [Ril]. On regarde la
ramification de p en p en considérant la courbe E définie sur I'extension maximale
non ramifiée de Q,, notée Q. Par définition, la représentation pE est non ramifiée

en p si Q) (E[(]) = Q" La théorie de la courbe de Tate fournit un isomorphisme
EQ, ~Q, /¢,

avec || < 1, compatible & I'action de Gal(Q,/Qp"). Ainsi, 'extension Q' (E[(])

de Q" est obtenue en ajoutant a Q)" les racines £*™ de ¢ (les racines (™ de
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I'unité appartiennent déja a QyF, car £ # p). Puisque £ # p, on note que ¢ est
une puissance £°"* dans Q)" si et seulement si ¢ divise la valuation de ¢, c’est-a-
dire ord,(¢) = 0 (mod ¢). Puisque la valuation de ¢ coincide avec la valuation du

déterminant minimal A, de E (Apin = ¢ I1 (1 — ¢™)*'), on obtient le résultat. O
n>1

Exemple 34 Soit (a, b, c) une solution primitive de x? + y> = 2° et soit la courbe
E :y* = 2’ + 27bx — 54a.

On vérifie que la représentation pf est non ramifiée & l'extérieur de {2,3,5}. En
effet, soit ¢ = 5. On sait par 'exemple 8 que le discriminant de F est A = —263%¢°
et qu’il est minimal pour tout p > 3 (voir remarque 9). De plus, on sait que pour
tout p > 3 de mauvaise réduction (c’est-a-dire, p | ¢), p || IV, ou N est le conducteur
de la courbe E (voir exemple 14). Par le théoreme 33, on conclut que pZ est non

ramifiée & 'extérieur de {2,3,5}.

Remarque 35 Le principe de démonstration du théoreme 33 se généralise sans
dificulté au cas ou on remplace Q,, par le corps de fractions d'un anneau de valuation

discrete quelconque. Ainsi on a

Théoreme 36 Soit R un anneau de valuation discréte de caractéristique 0, m son
idéal mazimal, k = R/m son corps résiduel et K son corps de fractions. Soit E une
courbe elliptique définie sur K, ayant bonne réduction ou réduction multiplicative
modulo m. Soit A € R le discriminant minimal de E sur R. Notons par pf :
Gal(Q/Q) — GLy(Z/{Z) la représentation galoisienne sur les points d’ordre £ de
E, et supposons que { est différent de char(k). Alors pE est no