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INTRODUCTION

Ce travail se positionne dans la continuité de I’article de Don Zagier "From quadratic func-
tions to modular functions'. [11] Dans cet article, I'auteur étudie une fonction en apparence
compliquée : la fonction A(x).

Définition 0.0.1.
A(z) = > ar® +br +c
a,b,c€Z

b2 —4ac=>5
a<0<az?+br+c

Il montre que cette fonction possede des propriétés totalement inattendues.

Théoréme 1.
Ve e R Alx) =2

Zagier explique a la fin de son article que la raison pour laquelle cette fonction est constante
est qu’il n’y a pas de formes cuspidales non triviales de poids 4. Cette raison semble au moins
aussi étonnante que la constance de la fonction.

Dans ce rapport nous commencerons par étudier cette fonction A(z) et les autres fonctions
qui sont naturelles a définir en suivant la ligne directrice de I'article de Zagier. Nous montrerons
qu’elle est bien définie pour tout x € R et nous nous intéresserons au comportement d’une
fonction plus générale.

Définition 0.0.2.
F.p(z) = > (a4 bz +o)!

a,b,ce€Z
b2 —4ac=D
a<0<az?+br+c

Dans le deuxieme chapitre nous nous attellerons a la démonstration des résultats observés
dans le premier chapitre. En outre nous ferons le lien entre les fonctions Fj, p et les formes
modulaires. Une fois encore nous suivrons globalement la progression de la fin de I'article de
Zagier [11].

A partir du troisieme chapitre nous cherchons & donner de nouveaux résultats liés aux fonc-
tions de Zagier.

Dans le chapitre 3, nous étudions I'ensemble E(x) des polynémes qui apparaissent dans la
somme A(x).
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Définition 0.0.3.

a<0
E(x)={P(X)=aX*+bX +c€ Z[X]|az’ + bz +c>0
b?> — 4ac =5

Nous montrerons que ces ensembles sont en fait étroitement liés a des symboles modulaires.
Cela nous permettra de donner une description suffisamment précise de ces F(z) afin de les
générer avec un programme informatique en temps quasi-constant.

Dans le quatrieme chapitre nous montrerons en quoi les objets avec lesquels nous travaillons
sont tous liés & des espaces quadratiques de signature (2, 1). Nous chercherons a retrouver 1’ex-
pression de la fonction A(x) dans le monde d’'un tel espace quadratique. Cela nous permettra,
en faisant le méme travail pour des espaces quadratiques de signatures différentes, de trouver
d’autres fonctions avec des comportements aussi surprenants que ceux de la fonction A(z).

Nous conclurons notre travail au chapitre 5 en donnant d’autres généralisations des phéno-

menes et des pistes d’exploration que nous n’avons pas eu le temps de traiter et qui pourraient
faire 'objet de travaux futurs.
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1
SOMMES DE TRINOMES

1.1 LA FONCTION A(x)

Nous commengons par construire une fonction extrémement simple que nous allons étudier
dans toute la suite du rapport. On commence par choisir un entier, prenons 5 par exemple. On
considere ensuite le sous-ensemble des polynomes a coefficients entiers de discriminant 5 :

Définition 1.1.1.

a<0
E(x)={P(X)=aX*+bX +c€Z[X]|az’ + bz +c >0
b —dac =5

Cet ensemble est défini pour tout = € R. Il contient les trindmes de discriminant 5 avec un
coefficient dominant négatif et dont la fonction polynomiale associée est positive en z. On est
maintenant en mesure de définir la fonction A(z) :

Définition 1.1.2.

Alz)= Y P(z)= > P(z)= > maz(0,az” + bx + c)

PeE(x) disc(P)=5 a,b,c€Z
P(x)>0>P(c0) b2 —4ac=5
a<0

Cette fonction semble au premiers abords bien mystérieuse et il n’est méme pas clair de voir
si elle est bien définie. Nous montrons ici que la somme est bien convergente pour x rationnel
et nous montrerons plus tard en partie 3 que cette somme converge pour tout x € R.

Proposition 1.1.3. Si x € Q alors ’ensemble E(x) est fini.

Démonstration. Nous proposons une démonstration plus générale en prenant une valeur de
discriminant D quelconque. Pour démontrer la proposition il faut prendre D = 5.
Soit P =aX?+bX + ¢ € E(z). On a alors que :
D =b* — 4ac = b* — 4a(az® + bx + ¢) + 4abz + 4a*z?
= (2ax + b)* + 4la||ax® + bx + |
Ce calcul montre d’'une part que (2ax + b)? < D et donc que b se trouve dans la boule de
centre —2az et de rayon v/D. Et d’autre part, si z = % on a :

_ D — (2a® + b)? _ Dq¢*> — (2ap + bq)*  Dg¢?
Ala(E)? + b2 +c[  4|ap® + bpg + cg?| 4

lal
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Donc le coefficient a ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. Et a a fixé, on a vu que
b ne peut prendre qu’'un nombre fini de valeurs et enfin I’équation du discriminant impose la
valeur de ¢ lorsque a et b sont fixés. Donc il ne peut y avoir qu'un nombre fini de polynémes

dans E(%).

Nous avons vu dans cette preuve que, a coefficient directeur a fixé, le coefficient b doit
toujours se trouver & au plus une distance vD = /5 de —2ax. Nous pouvons exploiter ce
résultat pour établir un algorithme naif qui calcule les premiers termes de la somme A(z).

def A(x):
somme = 0

for a in range(-1, -10000, -1):

for b in range(int(-2*a*x - sqrt(5)), int(-2*a*x + sqrt(5)) + 1):
if ((b**2 - 5)%(4*a) == 0):
c = (bxx2 - 5) // (4*a)

RAPPORT DE STAGE DE RECHERCHE

valeur = a*x*x + b*x + C
if (valeur > 0):

return somme

Gréce a cet algorithme nous sommes en mesure de calculer les valeurs de la fonction A(z)
pour des rationnels simples et également de donner une bonne approximation de la valeur de

somme += valeur

la fonction pour tout x € R.

Exemple 1.1.4. Dans I'exemple ainsi que dans tout le rapport, nous utiliserons la notation

abrégée [a, b, c|] pour désigner le polynome P = aX? + bX + c.

P(v2)

EQ©) | P(0) | A(0)
[—-1,-1,1] | 1 2
[—1,1,1] 1
E(3) P(3) | AG)
[—1,1,1] a2 2
[—1,3,—1] 2
[~5,5, —1] L
[—11,15,=5] | 5

E(V2)
1

[_1717 ]
[—1,3,—1]
[—1,5, 5]
[—5, 15, —11]
[—11,29, —19]
[—31, 87, —61]
[—59,169, —121]
(179,507, —359]
[—349, 985, —695]

0.4142
1.2426
0.0710
0.2132
0.0121
0.0365
0.0020
0.0062
0.0003

TABLE 1 — Quelques valeurs de A(x)
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De maniére surprenante, dans les trois exemples la valeur de A(x) semble étre toujours égale
a 2. Plus précisément, il semble que A(x) soit strictement égale a 2 pour les rationnels et lorsque
x est irrationnel la somme A(x) a l’air infinie et semble converger vers 2 assez rapidement. Nous
nous intéresserons davantage a la vitesse de convergence en partie 3.

Théoréme 2. La fonction A(x) est constante égale a 2.

La démonstration de ce théoréme sera faite en partie 2.

1.2 DISCRIMINANT QUELCONQUE

Au début de la section précédente nous avons choisi de maniere totalement arbitraire le
nombre 5 comme discriminant des trindomes que 'on somme. En réalité on peut définir une telle
fonction pour tout discriminant D.

Définition 1.2.1. Soit D € N. Pour tout z € R on définit :

a <0
Ep(r) = P(X)=aX?+bX +c€ Z[X] |ar’ +br + ¢ >0
b> —dac=D

et on définit ensuite la fonction Ap par :

Ap(z)= > P(z)= > P(z)= Y max(0,az” + bz + ¢)

PeFEp(x) disc(P)=D a,b,c€Z
P(z)>0>P(c0) b2—4ac=D
a<0

Il est alors naturel de se demander s’il existe d’autres valeurs de D pour lesquelles la fonction
Ap est encore constante.

Remarque 1.2.2. Lorsque D = 2,3 [4] la fonction Ap est constante égale a 0 de maniére
triviale puisqu’il n’existe aucun trinome a coefficients entiers de discriminant D. En effet
pour tout a,b,c € Z on a b*> —dac = b? [4] = 0,1 [4].

Exemple 1.2.3.
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Ex(3) P(3) | 4s(3)
Es(3) | P3) | As(3) || [-1,-2,1] 5 5

B0 [PO[A@0 ] FLoA 5 5 ) FL02 by
[-1,-2,1] | 1 5 [—1,2,1] I [—1,2,1] u
[—1,0,2] 2 [—2,0,1] . [—2,0,1] I
[-1,2,1] | 1 [~2,4,-1] | 1 [—2,4,-1] | }
=201 | 1 -7,6,-1] | 1 -7,6,-1] | 2
[-7,8,-2] | 1 [—14,8, 1] :
[-17,12,-2] | 3

TABLE 2 — Quelques valeurs de Ag(x)

A la suite de cet exemple il semble que la fonction Ag soit elle aussi constante, mais cette
fois-ci égale a 5. Donc de maniere étonnante la fonction A = Aj n’est pas la seule a étre
constante. En réalité presque toutes les fonctions Ap le sont.

Théoreme 3. Soit D € N qui n’est pas un carré. Il existe un entier ap tel que :

Vr eR AD(I‘) = (p (11)

Ce théoreme, généralisation du théoreme 2 sera démontré en partie 2.

Exemple 1.2.4. On donne ici quelques valeurs de cette constante ap pour des valeurs de
D non carrées et non congrues a 0 ou 1 modulo 4.

D |5]8]12]13|17 |20
ap | 2510|1020 |22

TABLE 3 — Quelques valeurs de ap

En réalité on a une formule pour la valeur de I'entier ap.

Proposition 1.2.5.
D —b?
ap= Y o 1 ) (1.2)
beZ
[b|]<vD
b=D [2]

ot ay1(n) = Xy, d
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Démonstration. Comme Ap est constante, calculer ap revient a calculer Ap(0).

ap = Ap(0) = > PO)= > c= > ¢

P=[a,b,c]eEpR(0) a,b,ceZ a,b,c€Z
a<0<c=P(0) a<0<c ,
b2 —4ac=D —ac=2=b"

4

Les conditions de la somme imposent —ac € N*. Or la quantité Dflﬁ est dans N* si et seulement
si|b| < vD et b= D [2]. Donc il vient :

D — v

D D SR AT
beZ a,c€Z beZ
[b]<vD a<0<c ) |b|<vD
bED[Q} —ac:ﬂ b=D [2]

4

1.3 SOMME DE CUBES

Nous sommes partis d’'une fonction A étrange aux premiers abords qui se trouve avoir
une propriété remarquable. Puis nous avons cherché a généraliser le résultat en prenant un
discriminant quelconque. En tant que mathématiciens nous cherchons maintenant a généraliser
davantage en regardant si le phénomene de constance se préserve si on essaye de sommer une
puissance de P(x) différente de 1.

Définition 1.3.1. Soit € R on définit :

B(zx) = Z P(z)* = Z maz(0, (ax® + bz + ¢)?)
PeE(z) a,b,ceEZ

b2 —4ac=5
a<0

Remarque 1.3.2. On consideére la puissance 3 et non la puissance 2 car I'expression de
droite de la définition menerait a une somme divergente pour tout x.

Il est aisé de calculer des valeurs de B(z) avec le programme naif déja fait pour A(z) car la
partie complexe du calcul est de déterminer E(z).

Exemple 1.3.3.
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E(0) [ P(0)* ] B(0) E(V?2) P(v2)* | B(v2)
[—1,-1,1]| 1 2 [—1,1,1] 0.0711 2
[-1,1,1] 1 [-1,3,-1] | 1.9188
E(2) P(3)* | B(3) [~1,5,—-5] | 0.0003
L1 | | 2 [—5,15,—11] | 0.0097
-1,3,-1] | 3 (11,29, —19] | 0.000002
[=5,5,—1] | =53 (31,87, —61] | 0.000049
[—11,15,=5] | =35

TABLE 4 — Quelques valeurs de B(x)

Avec ces exemples un nouveau miracle se produit, la fonction B semble elle aussi étre
constante égale a 2. Et en effet il est possible de le démontrer, et nous le montrerons en partie
2.

Comme précédemment on peut généraliser cela a toutes les valeurs de discriminant D € N.
Définition 1.3.4. Pour D € N et z € R on pose :

Bp(z)= >  P)?®’= Y  maz(0,(az’+ bz +c)’)
PeEp(x) a,b,ceZ
b2 —4ac=D
a<0

Théoreme 4. Soit D € N qui n’est pas un carré. Il existe un entier Bp tel que :
La preuve de ce théoreme sera faite en section 2.

Exemple 1.3.5.

D |58 12|13 ] 17 | 20
Bp | 2|11 |42 |58 | 164 | 274

TABLE 5 — Quelques valeurs de Sp

Notons que en général on a ap # SBp le fait que A(x) = B(x) était simplement une particu-

larité du cas D = 5. Comme pour les entiers ap, on dispose d’une formule arithmétique pour
les constantes [p.
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Proposition 1.3.6.
D —?
o= Y o) (14)
beZ
|b|<vD
b=D 2]

ot o3(n) = > djn d?

Cette formule est tres proche de celle des ap, sa démonstration consiste d’ailleurs a faire
exactement les mémes manipulations de sommes.

1.4 SOMME DE PUISSANCES 5

Il semble que la voie d’exploration consistant a augmenter la puissance soit prolifique. Nous
avons donc envie de continuer et de regarder si le phénomene subsiste aussi a la puissance 5.

Définition 1.4.1. Soit x € R on pose :

C(x) = Z P(z)’ = Z maz (0, (azx? + bx + c)°)
PeE(x) a,b,c€EZ

b2 —4ac=5
a<0

Et plus généralement :
Définition 1.4.2. Pour D € N et z € R on pose :

Cp(z)= > P)’= > maz(0,(ar’® +bx +c)°)
PeEp(zx) a,b,cEZ
b2 —4ac=D
a<0

Si on suit les phénomenes précédents, on s’attend a ce que Cp soit constante égale a une
constante qui s’exprime de la méme maniere que ap et Sp mais en utilisant la fonction os.

Exemple 1.4.3.

E3) | PB)°| CB)
E0) [ P(0)5]C(0) F1L-L1 | m |
[—1,-1,1] | 1 2 [—1,1,1] | 32 | ~3.055
[-1,1,1] 1 ~1,3,-1] | 15
[—5,5,—1] ﬁ

TABLE 6 — Quelques valeurs de C(x)
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Graphe de C(x)

3.0 A

2.8 1

2.6

Cix)

2.4 4

2.2 4

2.0 A

T T T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0
X

FIGURE 1 — Allure de C

Nous sommes face a une nouvelle surprise puisque pour une fois la fonction n’est pas
constante. Et cela se vérifie pour toutes les fonctions Cp. Toutefois, méme si elles ne sont
pas constantes, ces fonctions conservent une certaine régularité.

Proposition 1.4.4. Les fonctions Cp sont paires et 1-périodiques.

Démonstration. La démonstration repose simplement sur un changement de variable. On utilise
I'expression avec le max(0,...). Pour la parité :

Cp(—z)= > max(0,(az” —bx+¢)°) = Y. maz(0,(az®+ bz + ¢)’) = Cp(x)

a,b,c€Z a,ba,cEZ
b2 —4ac=D b2—4ac=D
a<0 a<0
ou on a fait le changement de variable by = —b.

Pour la 1-périodicité :

Cp(z+1) = Y maz(0, (a(z+1)°+b(z+1)+c)’) = > max(0, (az’+byz+c2)°) = Cp(z)

a,b,ce€Z a,ba,c2€7
b2 —4ac=D b§—4a02:D
a<0 a<0
. . . by =2a+b , . ., sl s e 1
ou on a fait le changement de variable . On vérifie aisément qu’il s’agit d’un
co=a+b+c
changement de variable bijectif qui préserve le discriminant b* — 4ac. O

Les fonctions Cp oscillent de maniére 1-périodique en ayant pour valeur extrémale leur
valeur en 0 qui se trouve étre un entier yp avec :

D -
beZ
[b|<vD
b=D [2]
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olt 05(n) = 34, d° Ces derniéres remarques invitent a étudier le réduit de Cp.
Définition 1.4.5. On définit le réduit de C'p par :

Ch(x) = Cp(x) — Cp(0) = Cp(x) — 7o

Exemple 1.4.6. Observons l'allure des fonctions C%.

Allure de CDO(x) pour différentes valeurs de D

v lwiiwiiwiw]

L I | I [}

H o= o
w N

~

CD(x) - CD(0)
o

—10 4

0.0 0.2 0.

E=Y

0.6 0.8 L0
X

FIGURE 2 — Allure de C% pour différents discriminants D

Nous remarquons que toutes ces allures semblent étre les mémes a un facteur multiplicatif

. . Ch(x) _ Ch(x)
pres. En pratique nous trouvons que les rapports Cfg(m) = Clé?(x)

sont constants égaux a des
entiers que nous appellerons dp.

Allure de CDO(x)/CO(x) pour différentes valeurs de D

i D[ ép
s 5 1
) 51
: 8 | -2
g s ol 17| -2
) D 20| 8
1ol —-D=17
: asas ; TABLE 7 — Quelques valeurs de dp
0.2 0.4 0.6 0.8

x

FIGURE 3 — Rapports de C'% sur C?
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Théoreme 5. Pour D € N qui n’est pas un carré, il existe deux entiers yp et 0p tels que
VeeR Cp(x)=~p+dpp(x)

ou ¢ est une fonction qui ne dépend que de .

La preuve sera faite en partie 2.

Remarque 1.4.7. Lorsqu’on considere la somme des puissances 5, la magie se brise,
la fonction n’est plus miraculeusement constante. Toutefois tous les fonctions C'p appar-
tiennent a un méme espace vectoriel de dimension 2 constitué de la fonction ¢ et de la
fonction constante égale a 1.

La fonction ¢ est en fait simplement la fonction C° = C5 — 5. Nous donnons le graphe de
cette fonction 1-périodique que nous avons réduit & ¢° en lui retranchant sa valeur moyenne.

Graphe de phi0

0.4 4

0.2 4

0.0

phio(x)

—0.2

—0.4

T T T T T T T T
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 12
X

FIGURE 4 — Allure de ¢°

Cette figure semble étre une fonction périodique tres réguliere. En réalité ce n’est pas vrai-
ment le cas car si elle est bien 1-périodique (car égale a Cs — ;) elle n’est pas de classe C™.

Proposition 1.4.8. On a ¢ ¢ C*> et méme ¢ ¢ C'°.

Démonstration. Par 'absurde, supposons que phi € C'°. On regarde la valeur de ¢"% en
T = % € Q. Les développements limités nous donnent la formule :

6(0) = i > () 0ot + 1

k—+oco =0 kq
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Or en remplacant = par % :

kp+n
kq

kp+n
kq

(kq) bz +—) = S maz(0, (kg)"(a( )+ b +¢)°) — s

kp a,b,ce€Z
b2 —4ac=>5
a<0

= > max(0, (a(pk +n)* + b(pk + n)kq + c(kq)*)°) — 7
a,b,ce€Z
b2 —4ac=>5
a<0
On a p,q,n,k,v5 € Z donc ¢1%(z) € Z. Cela est vrai pour tout = € Q, donc par continuité,
on a que ¢1% est constante. Donc la fonction ¢ doit étre un polynéme de degré au plus 10. Or
¢ est aussi 1-périodique donc cela impose que ¢ doit étre constante. C’est absurde car on a vu

plus tot que ce n’est pas le cas. O

1.5 SOMME DE PUISSANCE QUELCONQUE

Nous continuons notre exploration en généralisant encore. Cette fois nous considérons toutes
les puissances impaire.

Définition 1.5.1. Soit k£ € N* pair. Pour D € N et x € R on pose :

Eop@)= > P '= > maz0,(az®+bx +c)" ")
PeEp(z) a,b,c€EZ

b2 —4ac=D
a<0

Nous ne considérons que les k pairs ici pour avoir une somme de puissances impaire et donc
pour que la somme de droite converge.

Remarque 1.5.2. Nous pouvons déja voir avec cette expression que les fonctions Fj p
sont toutes paires et 1-périodiques. Puisque la démonstration de la proposition 1.4.4 ne
reposait que sur des changements de variables qui restent valides ici.

Nous donnons a présent un théoreme général qui englobe tous les théoremes vus jusqu’a
présent et qui sera démontré dans la partie 2 du rapport.

Théoreme 6. Pour k € N* pair, il existe des fonctions fi, fa,. .. >fL§J+1 telles que pour
tout D € N non carré :

Fyp € Vect(fi, fo, -, f\_%J_A,_l)

On a donc que, a k fixé, toutes les fonctions Fj p sont dans un méme espace vectoriel de
dimension L%j + 1. Nous verrons que cette dimension mystérieuse est en fait liée a la dimension
de I'espace des formes cuspidales de poids 2k.
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Remarque 1.5.3. Pour k£ = 2,4 'espace est de dimension 1 et on retrouve les théoremes
3 et 4. Tandis que pour £ = 6, I'espace est de dimension 2 et on retrouve le résultat du
théoreme 5.
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2
PREUVES ET FORMES MODULAIRES

2.1 DEMONSTRATIONS ELEMENTAIRES

Nous proposons dans cette section des démonstrations des théoremes 3 puis 6 n’utilisant
pas d’outils mathématiques particulierement sophistiqués. Ces démonstrations nous ameneront
a trouver les termes correctifs a ajouter aux fonctions Fj, p lorsque D est un carré pour que le
théoreme 6 reste valide.

2.1.1 e CONSTANCE DE Ap

Nous commengons par proposer une démonstration du théoreme 3. La démonstration repose
sur le calcul d'une fonction que nous définissons ici.

Définition 2.1.1. )
P27D<I) = I2AD(;) — AD<ZE> (21)

Lemme 2.1.2.
P, p = AD(O).X2 — Ap(0)

Démonstration. On utilise 'expression de Ap sous forme de abecz, max(0,ax® + bxr + ¢
,0,c€ Y
b2 —4ac=D
/ . . a<0 92 . . .
pour calculer P, p. Pour alléger les notations par la suite, nous omettrons d’écrire les conditions

a,b,c € Z et b> — 4ac = D bien qu’elles soient toujours présentes.
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b
Pyp(z) =2*> max(0, % +—4¢) = > maz(0,az® + bz + )
2

a<0 a<0

=Y maz(0,a+ bx + cz®) — Y maz(0,ax* + bx + c)
a<0 a<0

=Y max(0,c+ bz + az®) — > max(0,az” + bz + c)
c<0 a<0

= Y max(0,ax” +br+c)— > max(0,ax’ + bz + c)
c<0<a a<0<c

= > maz(0,az” +br+c)+ > min(0,—az® — bx — c)
c<0<a a<0<c

= > maz(0,az” + bz +c)+ > min(0,az” + bx + ¢)
c<0<a c<0<a

= Y (az®+bz+0)
c<0<a

= A2 + B+ C

avec

A= Z CL:AD<O) B = Z b=20 C = Z C:—AD(O)
b2—4ac=D b2—4ac=D b2—4dac=D
c<0<a c<0<a c<0<a

D’apres le lemme on a 1’équation :

$214[)pi) —-/qD(Jﬂ == PEJ)($> :ZI4D(0).(I2 —*1)

Si on consideére A} = Ap — Ap(0) le réduit de Ap, on a les équations suivantes :
1
P AY() = A (o)
A%z +1) = A)(x)

A%0)=0

POLYTECHNIQUE RAPPORT DE STAGE DE RECHERCHE

(2.2)
(2.3)

(2.4)

Grace a ces trois équations, on est capable de montrer que A% est nulle sur Q. En effet
grace a un algorithme basé sur la division euclidienne, on peut ramener tout rationnel § a0

avec un nombre fini de transformations z +— x + 1 et y — i et inversement. Or les équations

2.2 et 2.3 montrent que ces transformations envoient un zéro de A% vers un autre. Et comme

0 est un zéro de A% d’apres 2.4 on a que :

VeeQ A%(z)=0

En admettant la continuité de la fonction Ap qui sera démontrée en partie 3, on obtient

que AY est la fonction nulle et donc que Ap = Ap(0) ce qui conclut la démonstration.
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2.1.2 e DEMONSTRATION DU THEOREME 6

La démonstration du cas général commence comme la précédente.

Définition 2.1.3. 1
Py p(x) = iUQk_sz,D(;) — Fi.p(x) (2.5)
Lemme 2.1.4.
Pep(x)= > (az®+ba+c)! (2.6)
b2—4dac=D
c<0<a

Démonstration. La démonstration consiste a refaire exactement les mémes manipulations de
somme que dans le début de la démonstration de 2.1.2. n

Lemme 2.1.5. Py p vérifie I’équation fonctionnelle :

P@+&):P@»+x%2pu+i) (2.7)

Remarque 2.1.6. Cette équation fonctionnelle, appelée "period equation" dans [11] est
étroitement liée a ’ensemble des formes modulaires. L’auteur explicite dans I'article une
bijection entre I’ensemble des solutions paires de cette équation et l’espace des formes
modulaires de poids 2k.

Démonstration. Cette preuve n’utilise que la parité et la 1-périodicité de Fy, p vues en 1.4.4.

1 1 1 1
2k—2 2k—2 2k—2 2k—2
P, 14+ —-)= —+1 F; — F 1+ —
T D ( +x) T (x+ ) k,D(%Jrl) T kD ( +m)
— (ZE + 1)2k 2Fk ( z ) . :L,Qk—QFkD(l)
T 4+1 T
1 1
— 1 2k 2F 2k—2F -
(z+1) kD ( +1) T k’D(ZE)
1 1
= (z+1)%*7? k’D(:c n ) $2k72Fk,D(;) — Frp(z+ 1)+ Fp(x)

]

L’espace des solutions de I'équation fonctionnelle 2.7 est de dimension [£] + 1. (voir [11])
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Considérons des discriminants Dy, D, ..., D, tels que (P p,)1<i<n soit une famille libre de
cardinal maximal. On a donc n < L%j + 1 et pour tout D € N on a des coefficients aq,...,a,
tels que :

n n 1
Pep(x) = aiPyp,(z) = Zai-(QTQk_QFk,Di(E) — Fy.p,(7))
=1 i=1

D’ou :

1 n 1 n
x2k_2(Fk,D(;) - Zaz’-Fk,Di(;)) = Fip(z) =Y a;.Frp,(2)
=1 =1

On conclut ensuite de la méme maniere que dans 2.1.1 pour montrer que Fip(z) =
> ai.Fyp,(x) sur Q puis sur R en admettant la continuité de Fj p pour le moment (qui
sera démontrée en partie 3). Donc finalement

k
Fk,D € V@Ct(Fk7D1,Fk7D2, .. '7Fk‘7Dn) n S LEJ + 1

2.1.3 e CAS OU D EST UN CARRE

Dans toute la démonstration précédente, la seule fois ou nous utilisons le fait que D n’est
pas un carré est dans la démonstration du lemme 2.1.4. Dans le cas ott D = m? on doit tenir
compte du fait que le coefficient constant ¢ d’un polynéme de Ep(x) peut tout a fait étre nul,
ce qui ne pouvait étre le cas avant. De ce fait, des termes dus a ces effets de bord apparaissent
dans le calcul et le lemme 2.1.4 n’est plus vérifié.

I1 nous faut modifier la définition de Fj p dans le cas ou D est un carré pour corriger ces
effets de bords tout en conservant les propriétés de parité et de 1-périodicité nécessaires pour
que Py, p vérifie encore la "period equation" 2.7.

On commence par introduire des notations.

Définition 2.1.7. On note By le k-itme polynome de Bernoulli et By (z) = By(x — |z]).
De plus on note Fy j, les fonctions Fy p définies sans comme en 1.5.1.
Enfin on définit la fonction k par :

1 - P _
- sizx=%LavecpAg=1
m:xr—){qQ a P

0 sizgQ

On peut maintenant définir les fonctions Fj, p "corrigées" pour les discriminants carrés.

Définition 2.1.8. Pour D = m? avec m € N* on définit :

Fayu(z) = Fiya(@) — SBa(ma) + Zm’s(a) (2.8)
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Fim2(1) = Fy 2 (7) — %]B%k(mx) pour k > 2 (2.9)

On vérifie que avec ces définitions, les termes de bords se compensent dans le calcul de
Py p de facon a ce que le lemme 2.1.4 reste vrai. Cela résulte des propriétés élémentaires des
polynomes de Bernoulli et de 1’équation :

Be(t) — Be(t
> max(0, (t —n)* ) = B(t) — By (t)
n>1 k
qui découle directement de la propriété B, (z + 1) = B, (z) + na"~! des polynomes de Ber-
noulli.
On montre également facilement que les termes correctifs sont pairs et 1-périodiques.

Ainsi le théoreme 6 reste vrai dans le cas ou D est un carré en prenant ces définitions.

Pour finir nous définissons Fj o a part afin de conserver d’autres théoremes qui apparaissent
dans [11].

Définition 2.1.9. . By (0)
F = ((1-k) == 2.1
ko(2) = 501 —k) = — (2.10)

Cette définition nous sera aussi utile dans la section 2.3.

2.2 LIEN AVEC LES FORMES MODULAIRES

2.2.1 e GENERALITES SUR LES FORMES MODULAIRES

Nous commencons par donner des définitions.

Définition 2.2.1. Soit N € N on définit I'y(N) le groupe modulaire de niveau N :

Lo(N) = {[CCL Z € SLy(Z)

c=0 [N]}

Définition 2.2.2. Soit k, N € N. Une forme modulaire de poids k et de niveau N est une
fonction holomorphe f du demi plan de Poincaré H dans C et qui vérifie :

a b

vZeH,\ﬂCCJeFMN% f(“*”

cz+d

) = (cz+d)*f(2) (2.11)
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et qui a un développement en série de Fourrier de la forme :
0 .
f(z)=>"a(n)g" avec q = e2™*
n=0

On note My (N) I'ensemble des formes modulaires de poids k et de niveau N.

Définition 2.2.3. On appelle forme cuspidale une forme modulaire qui vérifie

lim f(z2)=0 (2.12)

Im(z)—o0
ou de maniere équivalente qui vérifie
a(0) =0

ou a(0) désigne le premier terme du développement en série de Fourier de f.
On note Ok(NV) 'ensemble des formes cuspidales de poids k et de niveau N.

Remarque 2.2.4. Dans la suite du rapport, quand nous parlerons de forme modulaire
ou cuspidale sans en préciser le niveau, il sera toujours question de forme modulaire de

niveau 1. De méme quand nous parlerons des ensembles M, et O il faudra les comprendre
comme My (1) et Ok(1)

Il est facile de voir que les espaces My et Oy sont des espaces vectoriels réels. Toutefois il
est tout a fait remarquable de constater que ces espaces ne sont pas tres grands. En effet ils
sont de dimension finie.

Proposition 2.2.5. La seule forme modulaire de poids impair est la fonction nulle.

Démonstration. 11 suffit simplement d’appliquer la condition de modularité 2.11 avec la matrice
— I, pour obtenir que f(z) = —f(z) pour tout z € H. O

Théoreme 7. Soit k € N pair. M, est un espace vectoriel de dimension finie et

: | & ] sik=2[12]
d =ny =1 12 2.13
) = {L J+1  sinon (219
0 sik=2
dim(Oy,) = 2.14
im(Or) {nk—l si k>4 ( )
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Nous ne donnons pas la preuve ici, elle repose sur le comptage des zéros des formes modu-
laires de poids k£ sur leur domaine fondamental. Une intuition de preuve est donnée dans une
vidéo de Borcherds en [1] et la preuve complete est traitée par Serre dans [9].

Exemple 2.2.6. Pour k € N pair on définit la série d’Fisenstein de poids k

_C(1—k) 1
G (2) __4C(k>@nﬂngég“op>(”1-+712)k (2.15)

Pour k£ > 2 on a que G}, € My, et son développement en série de Fourier est
Bk - n 2miz
Gr(z) = 3 + Y ok1(n)g avec ¢ = e (2.16)
n=0

ot By, = B(0) est le k-itme nombre de Bernoulli et o},_1(n) = >g, dF1,

2.2.2 e DEMONSTRATION DU THEOREME 6

Dans toute la démonstration on se donne k£ € N un entier pair avec k > 2. On se fixe aussi
D € N qui n’est pas un carré pour s’épargner les termes correctifs introduits en 2.1.8.

Nous commengons la démonstration en introduisant une forme cuspidale donc 'expression
ressemble a celle des séries de Eisenstein en 2.15

Définition 2.2.7. Pour z € H on pose :

fk,D(Z) = Z

a,b,ce€Z
b%2—4ac=D

1
(az? + bz + ¢)k

Proposition 2.2.8. f, p est une forme cuspidale de poids 2k.

Démonstration. La premiére partie de la preuve, consistant a montrer que fi p est holomorphe
de H dans C puis qu’elle satisfait la condition de modularité 2.11 avec un poids 2k utilise les
mémes arguments que pour montrer que Gy € My quand on étudie les séries de Eisenstein.
Nous montrons simplement la condition 2.12 qui montre que fj p est cuspidale.

En posant z =z 4+ iy on a :

1 1 1 1
z)| < < — -
[ fip(2)] < a,;cez |az? 4+ bz + ¢k — a,;cez Im(az?4+bz+c)k  yk a,;cel (2ax + b)*
b2—4ac=D b2—4ac=D b2—4ac=D

La somme de droite est quasiment une série de Eisenstein. Une démonstration similaire a celle
que l'on trouve dans I’étude des séries de Eisenstein montre qu’elle est bien définie quand k& > 2
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(notamment (a,b) # (0,0) car D # 0). On voit alors en qu’en faisant tendre Im(z) = y vers
+ooon a frp — 0. O

On définit ensuite deux transformations sur les formes modulaires qui vont nous étre utile.

Définition 2.2.9. Soit f € M. On note comme d’habitude a(n) le n-iéme coefficient de
Fourier de f. On définit f 1’intégrale de Eichler de f par

o) =3 o)

k—1
n=1 n

Définition 2.2.10. Soit f € M;. On définit 7; le polynome périodique de f par

ri(z) = f(2) = 272 f (=)

1
2
et on note 7 sa partie paire.

Remarque 2.2.11. Contrairement a ce que son nom indique, le polynéme périodique de
f n’est un polyndéme que si f est cuspidale. Sinon c’est un polynéme mais avec un terme
en i en plus. Pour le voir, il suffit de calculer sa (k — 1)iéme dérivée et d’utiliser le fait que
fO=1 = (2mi)k1(f — a(0)). Mais dans tous les cas r} est bien un polynéme pair.

On dispose d'une autre formule de Eichler et Shimura pour 7; qui est parfois aussi utilisée
comme définition.

Proposition 2.2.12. Si f est une forme cuspidale de poids 2k alors
+i00
) = [ H - 2 2 (2.17)
0

Nous sommes maintenant préts a démontrer le théoreme 6.

Démonstration. On commence par appliquer la formule de Eichler et Shimura 2.17 a la forme

cuspidale fy p :
+ico (2 — )22
r x) =
0 (%) /0 bL%:D (az? 4+ bz + c)¥

Dans la suite nous allons faire comme si nous pouvions intégrer terme a terme. En réalité ce
n’est pas le cas et des termes de bords vont apparaitre. Néanmoins pour alléger les calculs et
mieux voir les phénomenes qui se produisent nous continuerons comme cela pour un moment.

On a donc
2%k—2

rro (@)~ Y / dz
mb e m_pJo (a2? +bz+ o)k
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En passant a la partie paire et en faisant un changement de variable z — —z on trouve :

1 +ioc0 Z _ ZL‘ 2’“*2
Jr
r T) R — dz
f’“vD( ) %c D/ (az? + bz + c)k
Nous utilisons ensuite le théoreme des résidus pour calculer 'intégrale [ Hioo %dz Le

résultat va dépendre des poles de la fonction, qui sont en réalité les racines du polyndéme
aX?+bX +c de discriminant D. Si les deux racines sont des réels de méme signe alors I'intégrale
est nulle, sinon il faut faire un calcul de résidu pour calculer I'intégrale. On trouve ainsi :

/+ioo (2 — )22 0 sia.c > 0
z =
—ico (az? 4 bz + c)k —Ch.p-(az? + bz +c)f 1 siac <0

ou Cj p est une constante indépendante de a, b, c. On obtient alors :

T}F,C,D(‘T) ~ —Ck.p. Z (a:B2 + bx + c)"z_1

b2—4ac=D
c<0<a

On reconnait alors la somme du calcul de Py p(z) du lemme 2.1.4. On la remplace donc par la
définition de P p ce qui introduit pour la premiere fois les fonctions Fj, p dans le calcul.

-~ 1

T’}:,D(ZE) =~ Ck’D.(Fk’D(.T) - l‘2k 2Fk;,D(;))

Comme dit plus haut, on a fait une approximation en intégrant terme a terme. En réalité, on
a des termes qui s’ajoutent et le résultat exact est :

7t (@) = Cp.(Fi,p(¥) — Fi.p(0) — SU%_Z(Fk,D(i) — F;.p(0)))

On remplace ensuite r}; ,, par son expression dans la définition 2.2.10 pour finalement obtenir
I’équation :

P2 Fp(3) = Fup(0) -

ka (*)):Fk,D( ) — Fin(0) — ka (2)

On procede ensuite de la méme maniere que pour la démonstration elementalre de la section
précédente 2.1.1 pour en déduire, toujours en admettant la continuité de la fonction Fj, p, que :

1 ~
Fyp(x) = Fup(0) + —Jfep (2)
k,D

Pour conclure il suffit de dire que comme f, p € Oq, d’apres 2.2.8, et que Qo = Vect(f1, .- frp—1)
d’apres le théoreme 7 (avec ng, = dim(Mayy)), on a :

% ~ 4+
Fiop € Vect(, fi oo famt )

Et comme k est pair, on a nécessairement ngy, = | £].

Pour étre parfaitement exhaustif, nous avons démontré le théoréme pour k£ > 2 et nous traitons
le cas k = 2 comme pour la démonstration élémentaire de la section 2.1.1. O

Ainsi, nous pourrions dire que la raison profonde pour laquelle les fonctions Ap et Bp de
la partie 1 sont constantes est qu’il n’existe pas de formes cuspidales de poids 4 et 8.
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2.3 FORMES MODULAIRES DE POIDS DEMI-ENTIER

Nous avons vu dans la section précédente qu’il existait un lien étroit entre les formes modu-

laires et les fonctions Fy p et que le théoreme 6 résultait directement de la finitude de 'espace
ng.
Dans cette section nous revenons sur un autre lien entre les formes modulaires et les fonctions
Fy p et tentons de I'explorer : la mystérieuse apparition des fonctions o;_; que l'on retrouve
a la fois dans les formules de ap en 1.2.5, de Bp en 1.3.6 et a la fois dans les coefficients du
développement en série de Fourier des séries de Eisenstein en 2.16.

Nous commencons par généraliser les formules que 1'on a observées pour ap et fp.

Proposition 2.3.1. Soit k > 2 pair et D € N. Notons ni(D) = Fy p(0), on a alors :
D —b? . ,
ng(D) = Y op 1 ) si D =0,1 [4] et n’est pas un carré
bez
\b\<€\/ﬁ
b=D [2]
D —b? B
— l% or—1( 1 ) — f st D est un carré non nul (2.18)
|b|<vD
b=D [2]
B
= —2—2 st D=
=0 si D =234

Démonstration. 1l s’agit simplement de refaire le méme calcul que pour la démonstration de la
formule de ap en 1.2.5. On ajoute simplement les termes correctifs donnés en 2.1.8 lorsque D
est un carré et le résultat suit. O

Cette nouvelle notation nous suggere d’étudier la série génératrice de terme général ny (D).

Définition 2.3.2. Pour k£ > 2 pair, on pose
Fi(2) = > ne(D)q” avec q = €™ (2.19)

D=0

Calculons F}, :
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si D est un carré

sinon

Fi(z) = nk(D)g”
D=0,1 [4]
D — b? B B
= (> ol 1 )—5Df)qD—2f
D=0,1[4] |b|<vD
D>0  p=p 2
D —b? B B
= Z de—1( A )D—fqu—?;
D=0.1[4] |b|]<v/D >0
D>0 b=D [2]
D —p? B 2
= Z O—kfl(T)qD ok qu
D=0,1 [4] |b|<v/D IeZ
D>0 p=p[2)
Calculons la premiére somme que I'on nomme S :
D — b?
S = Z Z or1( 1 )qD
D=0,1 [4] |p|<v/D
D>0  p=p 2]
4] — b? 41+ 1 —
= Z Z Uk71(74 )q4l + Z O'kfl(ill q
1>0 | jp|<val [b|<V/AI+1
b=0[2] b=1[2]
41 — (25)?
= > Uk—1(4())q4l + Y ol
1>0 \ (2j)2<4l (2j+1)2<4l+1
= Z op-1(l — ]
>0 \j2<«i J+1)<t
= g% S ona(l— gt 4 g 3
JEZL I=52+1

=3 (7 X sl

JEZ m=0
= Zq Z kal m
JEZ m>0

Et donc finalement on a :

4m+q2j+1 Z O 1 m)q4m

I=j(j+1)+1

)

=)

JEZ m>0

Z Uk—l(m>q4m

On reconnait des séries de formes modulaires particulieres.
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Définition 2.3.3. On appelle fonction theta de Jacobi la fonction de série de Fourier :

0(z) => ¢ avec q = e*™*
jez

Avec cette définition et le développement en série de Fourier des séries de Eisenstein vu en
2.16 nous pouvons réécrire 1’équation 2.20.

Fi(2) = 0(2).Gr(4z2) (2.21)

La fonction Fj, se factorise donc comme le produit d’une forme modulaire de poids k et la
fonction théta de Jacobi qui est ce qu’on appelle une forme modulaire de poids %

Définition 2.3.4. Soit k£ € N pair. On appelle forme modulaire de poids k+% une fonction
g holomorphe de H dans C qui admet un développement en série de Fourier de la forme :

g9(z)= > D))" avec q = e*™* (2.22)
D>0
D=0,1[4]

et telle que la fonction § agit comme une forme modulaire de poids k et de niveau 4.

v Lfc Z] € To(4), % (4‘2:2) = (dez + d)k%(z) (2.23)

On note M, 1 I’ensemble des formes modulaires de poids k + %

Il découle alors de notre factorisation de Fj, le théoreme suivant.
Théoreme 8. Pour k € N* pair, on a :

Démonstration. Nous traitons d’abord le cas k& > 2.

On a déja vu que le développement en série de Fourier est bien de la forme de 2.22 car ng(D) = 0
lorsque D = 2,3 [4].

Il reste a voir que Fj, vérifie bien 2.23. Pour cela, on utilise naturellement la factorisation que
nous venons de calculer :

Fi [(az+D az +b a(4z) + 4b k o Fk
Lk — Gy (4 S 2 4z) = (4 Lk
0<&z+d> Gk<4w+d> (%<c@@+d> (dez +d) Gildz) = (dez + d) 77 (2)

Pour le cas k = 2 il faut refaire un calcul de factorisation de F, en prenant en compte le terme
correctif supplémentaire dans le cas D = m?. et on trouve

R
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ou (G5 se définit comme les séries de Eisenstein pour £ = 2 mais qui n’est pas tout a fait une
forme modulaire de poids 2. Le terme correctif g=6'(z) va compenser ce défaut de modularité
et finalement le calcul donnera aussi que F, € M, 1 ]

On a donc vu qu’il y a un lien étroit entre les formes modulaires de poids demi-entier et les
fonctions Fj, p puisque :

Fie=>_ Fup(0)g” € M1

DeN

En réalité le lien est encore un peu plus fort que cela et on a le théoreme.

Théoréme 9. Soit k € N* pair et z € R. On pose :

T (z) = Y Frp(x)g” (2.24)

DeN

On a alors

veeR T e M,

Ce théoréme ressemble a un théoreme de 1'étude des fonctions théta générales qui peut étre
trouvé au chapitre 10 de [4].

Théoreme 10. Soit () une forme quadratique définie positive a n variables. Soit P un
polynome homogeéne de degré d a n variables qui est sphérique par rapport a (). Soit L un
réseau de R™. Alors :

0.(2) = > P(m)q?™ ¢ Mz

meL

Un calcul que nous ne détaillerons pas montre que :

1 _
Tz(k)(z) = § (az? + bx + c)k_lqbz_‘“’“c ~ 57 g IB%,.C(qm)qm2 + 527;971{(35) E qum2
a,b,c€Z 2 me7Z 2 meN
a<0<az?+bz+c

Si on oublie les deux derniers termes jouent le role de termes correctifs on a une expression
de la forme :

Togk) (Z) R Z P:zgk) (&> bv C)qQ((I, b> C)
a,b,c€EZ
a<0<az?+bz+c

avec
Q(a,b,c) = b*> — dac = (2ax + b)* — 4a(ax® + bx + ¢)

qui est une forme quadratique & 3 variables, positive sur le cone C' = {(a,b,c) € Z3|a < 0 <
ax® + b + c}. Et

PW®(a,b,c) = (az® + bx + )k
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qui est un polynéme homogene de degré k — 1 (en a,b et ¢), sphérique par rapport a Q.

Cette derniere observation amene a se questionner sur l'existence d'une théorie encore plus
générale des fonctions théta. Est-ce que  6%(2) = Y,crne P(m)g?™ € M deg(P) 4 Bm(L)
2

pour tout C, cone sur lequel Q est définie positive? Et si oui, peut-on trouver d’autres formes
que les cones ?
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3
SYMBOLES MODULAIRES ET
PROGRAMMATION

Nous commengons par rappeler la définition de Ep(x) introduite en 1.1 que nous utiliserons
dans toute la partie.

Définition 3.0.1. Soit D € N. Pour tout z € R on définit :

a <0
Ep(r) = P(X)=aX?+bX +c€ Z[X]|ar? +br +¢ >0
b?> —4dac =D

Cet ensemble est essentiel dans la définition de Fj, p car nous avons vu en 1.5.1 :

F]ﬁD(iL') = Z P(.l?)k_l

PEED(I)

3.1 L’ENSEMBLE Ep(x)

Pour faciliter I'étude des fonctions Fy, p, il peut étre important de disposer d’'un moyen de
calculer rapidement une approximation de leurs valeurs. Nous avons présenté en 1.1 un algo-
rithme naif qui propose une approximation de F; 5(z). Toutefois cet algorithme est peu efficace
puisqu’il teste un par un tous les polynoémes P = [a, b, c] ol b est assez proche de —2azx.

Tout algorithme permettant de calculer F, p(z) devrait se décomposer en trois étapes
1. Déterminer I'ensemble Ep(x)
2. Calculer P(x)*~! pour tout polynome P € Ep(z)

3. Sommer tous les P(z)*~! pour obtenir Fj p(x)

Notons que la partie difficile de I’algorithme est la premiere. C’est pourquoi il est important
d’étudier I'ensemble Ep(x) si nous voulons améliorer 'efficacité notre programme.

3.1.1 e FINITUDE

Quand on souhaite calculer un ensemble, la premiere question qu’il convient de se poser est
celle de sa cardinalité. L’ensemble Ep(x) est-il fini ou infini ?
La proposition 1.1.3 nous dit que pour x € Q, 'ensemble Ep(z) est fini. Cependant il existe
des = € R pour lesquels Ep(z) est infini. Cest le cas par exemple de Ep().
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Proposition 3.1.1. Si x n’est ni un rationnel ni un entier quadratique alors Ep(z) est

Démonstration. Soit un tel x. Supposons par 'absurde que Ep(x) soit fini d’éléments @1, Qa, . . ., Q-
Alors :

Ap(z) = Q1(z) + Qa(z) + - + Qu(r) = ap

Par définition de Ep(z), tous les polynomes @y sont des polynémes de degré 2 a coefficients
entiers et de coefficient directeur strictement négatif. De plus on a vu en 1.2.5 que ap € N. Donc
le polyndéme ) = Q1+Q2+- - -+Q,, —ap est encore un polynéme de degré 2 a coefficients entiers
et de coefficient directeur strictement négatif. L’équation précédente montre que Q(z) = 0 donc
x doit étre rationnel ou quadratique, d’ou la contradiction. O

Pour récapituler on a :

reQ z ¢ Q quadratique | = ¢ Q non-quadratique
|Ep(z)| < 400 ? |Ep(z)| = 400

TABLE 8 — Cardinalité de Ep(x)

3.1.2 e ACTION DE SLy(Z)

Pour continuer a étudier Ep(z) et finir de remplir la table 8, nous devons introduire des
outils algébriques plus complexes. On commence par définir une action a droite de SLy(Z) sur
I’ensemble des trindmes a coefficients entiers.

Définition 3.1.2. Soit P un polynoéme a coefficients entiers.

b
d

VM = rz
C

€ SLy(Z) (P|A4):(a¥+wD?P<aX:+b>

cX +d

Exemple 3.1.3. Pour comprendre une action, il est toujours utile de regarder comment
agissent les générateurs du groupe. Ici on a :

S T )

Alors pour Q = aX?+bX +c=[a,b,c] on a:

(Q|T*) = [a,b+ 2ka, ak® + bk + ¢] = Q(X + k) (3.1)
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(@18) = le.—b.a] = X2Q (- ) (3.2)

Remarque 3.1.4. Un intérét notable de cette action est qu’elle conserve le discriminant
D. On peut donc espérer travailler avec cette action dans les ensembles Ep(z) Toutefois
on voit avec 'action de S que la propriété "a < 0" n’est pas toujours conservée.

Au paragraphe 10 de l'article de Zagier [11], auteur évoque brievement le fait qu’il serait
possible d’utiliser cette action pour générer rapidement les polynémes de Ep(x) :

“Each quadratic function @ which appeared [in E5(%)] was obtained from preceding one by
applying a fairly simple element of SLy(Z), and using this observation it was possible to write
a computer program which generated all of the Q’s very quickly. For instance, the 30th function
Q [in E5(%)] turns out to be the polynomial :

Q(z) = —5350556219944416757792% + 340626988278096109055x — 54212468934964085845

Cela ameéne a regarder s’il n’existe pas de relations algébriques entre les polynémes de Ep(z).

3.1.3 e LIEN AVEC LES FRACTIONS CONTINUES

L’algorithme naif décrit en section 1.1 nous donne acces aux premiers polyndémes de Fp(z)
et cela nous permet de chercher s’il n’existe pas de relations simples entre eux faisant intervenir
laction de SLy(Z).

Si nous ne trouvons pas de relation évidente entre les polyndémes de E5(%), nous découvrons
des phénomenes intéressants pour des valeurs quadratiques de z.

Exemple 3.1.5. Soit ¢ = 1%@ le nombre d’or. On a que Ep(¢) est stable par 'action de
STST~' quel que soit D.

Par ailleurs, il semble méme que Es5(¢) soit engendré par les polynémes Q1 = [—1,3, —1]
et Q2 = [—1,5,—5] auxquels on applique simplement les puissances de ST'ST~!. Et nous
pouvons trouver de tels générateurs pour tout discriminant D.

Un phénomene similaire se produit pour Ep(1/2). L'ensemble Ep(1/2) est stable par I’ac-
tion de T-'ST2ST~! et il semble que E5(y/2) soit engendré par 4 polyndémes auxquels on
applique les puissances successives de cette matrice.

Une particularité de ces deux entiers quadratiques est la simplicité de leur développement
en fraction continue. En effet le développement en fraction continues de ¢ est la suite constante
égale a 1. Nous noterons ¢ = [1,1,1,...]. Le développement en fraction continue de V2 est
quant & lui v2 = [1,2,2,...].
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Observons les ensembles Ep(x) pour d’autres valeurs de x ayant des développements en fraction
continue relativement simples.

Exemple 3.1.6.

—1,—1,1] [—1,1,1]
[-1,1,1] (1,3, —1]
E5(0) | T° E5(0) | T
(a) x =0=[0] (b) z=1=[1]
[-1,1,1] | [-5,5,—1] (—1,1,1] | [-41,13,—1] | [-6581,1857, —131]
[—1,-1,1] | [-11,7,—1] [—1,—1,1] | [-55,13,—1] | [~5489, 1547, —109]
E5(0) | T° | E5(0) | T3STO E5(0) | T° | E5(0) | T7STC | E5(0) | T~ ST7ST®
() r=1=1003 (d) v = & =1[0,7,11]
—1,1,1] | [-5,15,—11] [—31,87, —61] [—1061, 3041, —2179)]
[—1,3, —1] (1,5, —5] [—59, 169, —121] [—641, 1839, —1319]

| B5(0) | T~ | B5(0) | T2ST" | E5(0) | T*ST?ST~" | E5(0) | T*ST2ST?ST" |
(e) @ =35 = [1,2,3,4]

TABLE 9 — Polynomes de Fs5(z) pour quelques valeurs de x

Remarque 3.1.7. Nous utilisons la notation Ep(z) | M pour désigner I'ensemble des
polynémes de Ep(z) auxquels on applique la matrice M.

On observe une certaine tendance. Il semble que les E5(z) soient tous engendrés par les
polynémes de F5(0) sous l'actions de certaines matrices qui dépendent directement du déve-
loppement en fraction continue de z. Le phénomeéne persiste en discriminant D quelconque.
I1 semble possible de générer les Ep(z) simplement a partir des polynémes de Ep(0). Ces
observations amenent a la conjecture suivante.

Conjecture 1. Soit x € R qui a pour développement en fraction continue [ng,ny, . .
peut calculer Ep(x) avec la formule :

.]. On

‘e

Ep(r) = | (Ep(0) | TCV s ST ST ™)

=1
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3.2 ALGORITHME DE CALCUL DE FEp(z)

Malheureusement la conjecture 1 n’est pas exacte. Elle est par exemple mise en défaut pour
2

Exemple 3.2.1.

[—1,1,1]
[—1,3,—1] -1,-1,1] | [-1,3,—-1] [=5,5,—1]
[—5,5,—1] [_17171] [1717_1] [_117157_5]
[—11, 15, —5] E5(0) | TY | E5(0) | TST® | E5(0) | T2STST®
(a) Polyndmes de Es5(%) (b) Prévisions de la conjecture pour = = [0, 1, 2]

TABLE 10 — Différences entre E5(2) et les prévisions de la conjecture 1

Remarque 3.2.2. Lorsque 'on regarde de plus pres les prévisions de la conjecture, on
remarque que dans tous les cas elle ne pouvait pas étre correcte car dans F5(0) | T'ST? on a
le polynéme @ = [1,1, —1] qui a un coefficient dominant positif. Pour rendre la conjecture
valide pour le cas x = % on aurait envie de dire que le polynéme —@Q = [—1,—1,1] qui

apparait dans E5(0)|7° "annule" le polyndme Q et que aucun des deux ne doit étre compté.

Pour rendre la conjecture 1 valide nous devons introduire des objets un peu plus développés.

3.2.1 e SYMBOLES MODULAIRES

Nous définissons une généralisation de notre ensemble Ep(x).

Définition 3.2.3. Soit D € Net z,y € R. On pose :

a<0 a<0
Eplr.y) = (D 4P =[ab.d | P(x) > 0> P) LU ()| P = a.b.d] | Ply) > 0> P(a)
b?> — 4ac =D b?> — dac =D

ou (+) et (—) sont des signes formels qu’on associe a chaque polynéme P € Ep(x,y).

Nous pouvons voir Ep(x,y) comme 'ensemble des polynomes qui "séparent’ x et y dans le
sens ou P(z) et P(y) n’ont pas le méme signe. On choisit de compter P positivement lorsque
x se situe entre les racines de P.
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Remarque 3.2.4. On a un lien entre les ensembles Ep(x) et cette généralisation :
Ep(z) = Ep(x,+00) (3.3)
Nous citons quelques propriétés élémentaires sur ces objets.
Proposition 3.2.5. On dispose d’une propriété d’antisymétrie
Vz,y € R Ep(z,y) = —Ep(y,x) (3.4)
Et de la relation de Chasles
Vr,y,z€ R Ep(z,2) = Ep(z,y) + Ep(y, 2) (3.5)

ou le + de 3.5 est a comprendre comme une union ot (+)Q + (—)Q =0

Démonstration. La preuve de Pantisymétrie est triviale avec la définition de Ep(z,y). Pour la
preuve de la relation de Chasles on fait une simple disjonction de cas.

Signe de P(x) +| + |+ | = |+ | = = | =

Signe de P(y) +| + | = |+ | =+ | = |=

Signe de P(z) + - |+ |+ | - -]+ |-

Signe dans Ep(z,y) | 0| O [ (+) | (=) | (+) | (=) | 0 |0

Signe dans Ep(y,2) | 0 | (+) | (=) | O 0O [(+H)[(=)]0

Signe dans Ep(x,z) | 0 | (+)| O [ (=) | ()| 0 [(=)]0
On a bien que la somme des lignes "Signe dans Ep(x,y)" et "Signe dans Ep(y, 2)" nous donne
la ligne "Signe dans Ep(z,z)" d’ou la relation 3.5. ]

On définit une action a droite de SLy(Z) sur les Ep(z,y).

Définition 3.2.6. On rappelle action a gauche usuelle de SLy(Z) sur R :

ar +b
cr +d

VxeR,WWZ[ib

d} € SLy(Z) M.x =

On définit ensuite 'action & droite suivante :

b

al € SLy(7Z) Ep(z,y) | M = Ep(M .2, M~ .9 (3.7)

Yo,y € R, VM = [Z

Remarque 3.2.7. Dans le paragraphe précédent nous avons utilisé la notation Ep(z) | M
pour désigner I’ensemble des polynémes de la forme P | M avec P € Ep(zx).

Toutefois avec notre définition de Ep(x,y) | M il n’y a a priori pas de lien avec I’ensemble
des polynomes de la forme P | M avec P € Ep(x,y). Le théoréme 12 s’intéressera au lien
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entre ces deux expressions.

Définition 3.2.8. On appelle symboles modulaires les objets {«a, §} avec o, 5 € QU {o0}
et qui vérifient les propriétés :

Va,B,7v€ QU {oo}  {a, B} +{B,7} ={a,7}

Va € QU {oo} {a,a} =0
Et on dispose d'une action de SLy(Z) :

Va, B € QU {0}, VM € SLy(Z) {a, B} | M ={a| M, 5| M}
ol (| M) = M.« désigne Paction a droite de SLy(Z) sur Q U {oo}.
Avec les propriétés que I'on a démontrées plus haut on a directement le résultat.

Proposition 3.2.9. Soit D € N fizé. Pour tout x,y € QU {0} les Ep(x,y) sont des
symboles modulaires.

On dispose d'un théoreme tres utile sur les symboles modulaires qui va étre la clé de votte

de notre résultat final.

Théoréme 11. Pour o, f € QU {oo}, il existe My, ..., M, € SLy(7Z) tels que

{0, B} = i}{a o} | M, (3.8)

Démonstration. Nous réarrangeons la preuve donnée dans [10]. On commence par le cas simple

oit {a, 5} = {2, 00}

Le développement en fraction continues de a donne :

b bn bo b() b—l 1
e, —=—, — == =00
a  an aop 1" a_; 0

avec Vk € [0,n],by_1ap — brpag_1 = (—1)*. On a alors :

_1\k _(_1\k b bi_
gk = l(_i) Ok (b b bk] € SLy(Z) et 10,00} | g = {k» kl}
k—1 k—1 ar  Ak—1

On utilise alors la relation de Chasles pour conclure.

{ocf =3 {22~ 550, |

7
k=0 Ak Qk—1
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On s’occupe a présent du cas général ou  # co. On se ramene au premier cas en utilisant les
propriétés de Chasles et d’antisymétrie :

{a, B} = {a, 00} = {f, 00}

On conclut alors en faisant la décomposition du premier cas pour les symboles {«, 00} et

{8, 00}. 0

Remarque 3.2.10. Cette démonstration constructive nous donne directement un algo-
rithme efficace pour calculer les matrices M; simplement a partir des développements en
fractions continues de a et 3. Cela permet de calculer des symboles modulaires efficacement
avec un ordinateur.

Remarque 3.2.11. On peut utiliser cette décomposition comme une définition pour
étendre ces symboles modulaires a des symboles de la forme {«, 5} avec «, 5 € R.

VoeR  {a,o00} = g:{(), o} | gr (3.9)

Avec g les matrices qui apparaissent dans la démonstration du théoréme 11 et qui peuvent
étre calculées juste avec le développement en fraction continue de «.
Pour le cas général on pose :

Va,B € R {a, B} = {a, 00} — {3, 00} (3.10)

3.2.2 e THEOREME DE STRUCTURE

Avant d’arriver au théoreme qui donnera a la conjecture 1 une écriture correcte, nous devons
lever un abus de notation.
Quand nous travaillons avec les symboles modulaires Fp(z, y), nous utilisons I'écriture Ep(z, y)| M
pour se référer & I'ensemble Ep(M 1.z, M~1.y) c’est & dire I'ensemble des polyndmes qui sé-
parent Mtz et M~'.y. Alors que quand nous travaillons avec les ensembles Ep(z), nous
utilisons 1'écriture Ep(z) | M pour désigner 'ensemble des polynémes P|M avec P € Ep(x).
Le théoreme suivant montre que, de fagon surprenante, cet abus de notation est justifié.

Théoréme 12. Soit v,y € R et G € SLy(Z).
Ep(z,y) |G={(P|G)| P e Ep(z,y)}

En identifiant (+)(P|G) avec (—)(—(P|G)) lorsque P |G a un coefficient directeur positif.
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Ce théoreme est crucial car il fait le lien entre une action sur les coordonnées de Ep(z,y)
et une action sur les polynomes contenus dans cet ensemble.

Démonstration. 11 suffit de montrer 1'égalité pour les deux générateurs de SLy(Z).

Cas M =T :
Notons tout d’abord que :
Ep(x,y)|T = Ep(x—1,y—1)
P|T=PX+1)
Pour P de coefficient directeur négatif, P | T est aussi de coefficient directeur négatif (d’apres
3.1). On a alors I'équivalence :
(+)P € Ep(z,y) <= P(z)>0et P(y) <0
— (P|T)(z—-1)>0et (P|T)(y—1)<0
— (H)(P|T) € Ep(x,y) | T
et de méme :
(—)P € Ep(z,y) <= (=)(P|T) € Ep(z,y)| T
Cas M =S :
On a que :

1 1
ED($,y) | S = ED(_;a _§>

1
Pyrzxﬁxfg)

Pour P = [a,b,c] avec a < 0,on a P|S = [¢c,—b,al.
Si ¢ < 0, le coefficient directeur de P | S est négatif et on montre aisément comme pour le cas
M =T que :

(£)P € Ep(x,y) <= (£)(P[S) € Ep(x,y) | S

Si ¢ > 0, c’est le coefficient directeur de —(P | S) qui est négatif. On a :
(+)P € Ep(z,y) <= P(z)>0et P(y) <0

e (P S)(—;) S 0et (P S)(—;) <0
— —(P\S)(—i) <0et — (P|S)(—;) >0

= (=)(=(P|S5)) € Ep(z,y) [ S
et de méme :
(=)P € Ep(x,y) <= (+)(=(P]5)) € Ep(z,y)| S
en utilisant 'identification (+)(P |S) = (=)(—(P|.S)) on retrouve bien :
(£)P € Ep(x,y) <= (£)(P|5) € Ep(x,y)[S

Comme le théoreme est vrai pour les générateurs de SLo(Z), il est vrai pour tout M €
SLy(Z) m
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Nous avons a présent en main tous les ingrédients pour comprendre la structure des en-
sembles Ep(z).

Théoréme 13. Soit x € R qui a pour développement en fraction continue [ng,ny,...]. On
peut calculer Ep(x) avec la formule :

Ep(z) =Y (Ep(0) [ TCV s sTmST7™)

oo
=1

ot la somme est a comprendre comme la somme formelle sur les éléments de Ep(x,00) en
prenant en compte leur signe (+) ou (—).

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoreme, il suffit simplement d’appliquer le théo-
reme 11 & Ep(x, 00).

o0

Ep(x,00) = 3 _ (Ep(0,00)|gx)

k=0
Avec gi la matrice qui apparait dans la démonstration du théoreme 11. Il est facile de
montrer que :

go="T7"°
Jk+1 = T(_l)knk-!-l‘s'gk

On a donc -
Ep(z,00) =Y (Ep(0,00) | TCVT g ST™ST™™)
=0
11 suffit ensuite d’utiliser 3.3 pour remplacer les Ep(z,00) par des Ep(z). O

Ce théoréeme nous permet de calculer les ensembles Ep(z) beaucoup plus efficacement
qu’avec I'algorithme naif utilisé dans la partie 1.1.

def generateEDxQuick(x, D, maxContinuedFractionLength):
if (D in EO_DICO):
EDO = EO_DICO[D]
else:
EDO = generateEDxNaive (0O, D)
EO_DICO[D] = EDO

continuedFraction = calculateContinuedFraction(maxContinuedFractionLength)
gkList = generateGkList(continuedFraction)
EList = [actionE(gk, EDO) for gk in gkList]

EDx = sumE(EList)
return EDx
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Cet algorithme permet de calculer en temps quasiment constant les polynémes de l’en-
semble Fp(z) en ayant seulement la connaissance de Fp(0). Il permet en outre de retrouver le
polynome :

Q(z) = —5350556219944416757792% + 340626988278096109055x — 54212468934964085845

que Zagier donne dans son article [11] comme étant le 30iéme polynéme de E5(%) Avec cet
algorithme, nous pouvons aller aisément aussi loin qu’on le souhaite, la seule limitation étant
la connaissance du développement en fraction continue.

Exemple 3.2.12. Le 100i¢me polynéme de F5(1) est :

Q(z) = —518722657407881506465469871643084382036364074059870767494329365232426552°
+33022910008091240674276368216353931720252737796486007964670270061858 795
—5255759363066542351572913546582136241749665897521546054245204588249971

3.3 COMPLEMENTS

3.3.1 e CARDINALITE

Le théoreme 13 nous donne une meilleure compréhension des ensembles Ep(z). Tous les
Ep(z) se calculent a partir de Ep(0) et du développement en fraction continue de z. La formule
de 13 suggere que plus le développement en fraction continue de x est long et plus ’ensemble
Ep(z) sera grand. C’est une observation qui se confirme empiriquement dans les exemples
donnés en 3.1.6.

Théoréme 14. Soit D = 0,1 [4] qui n'est pas un carré et x = [ng,nq,..., Ny € Q un
rationnel avec un développement en fraction continue de longueur m + 1. On a

|Ep([ng, ..., nm])| = ©(m)
Autrement dit, il existe des constantes cy,co > 0 telles que que
ciim+1) < |Ep([nog, -, nm])| < ca(m + 1)

(c1 et coy peuvent dépendre de D).

Démonstration. Pour la majoration, il suffit d’appliquer le théoreme 13. On a :
Ep(x) =3 (Ep(0) [ TCV s sTmST ™)
=0

7
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Donc il vient immédiatement que :

Ep(@)] < 3 [(Ep(0) | TCV7H1S L STST )| = (m + 1) | Ep(0)]
=0

On prend ¢y = |Ep(0)].

La minoration est plus technique.

On montre brievement comment traiter le cas D = 4l.

Comme D n’est pas un carré, on peut I'écrire D = 4(m?2 +my) avec 0 < my < 2mq + 1 (my est
le plus grand carré inférieur a [). Alors

Ph = —X?+2m X +my € Ep(0) et de plus P} ([0,1]) > 0
Py =—X?=2mX +my € Ep(0) et de plus P ([-1,0]) > 0

Lemme 3.3.1.

2k+1

Vke[QL%H] (Ph | T g ST € Bp(a)

_1 2k
meiﬁfﬂ (Pp | T ks ST™) € Ep(a)

Et les (PS5 | TGV g ST=m0) sont distincts deux d deud.

Démonstration. Un calcul simple montre que pour x = [ng, ..., Ny
(PE | TED g ST=0)(2) = Py(@)2 PE((—1) [0, miss -, )

ou P est un polynéme qui ne dépend que de k. Ainsi

2k+1

(Pp | TCV" kg ST (2) > 0

(Pp | TCV matng ST (2) > 0

Enfin on montre que la suite (o = —ai — 2myagag—1 + maak_1)>o des coefficients directeurs
de P3| TED" kg ST est strictement décroissante. (les ap désignant le dénominateur
de la k-ieme réduite de la fraction continue de x) Il s’agit d’un simple calcul ot on utilise le fait
que la suite (ag)r>o est croissante et que my < 2m;.

Cela montre & la fois que tous les P5 | TCD" '8 7m0 gont dans Ep(x) et quils sont
deux a deux distincts. ]

D’apres le lemme, on a montré que Ep(x) contenait au moins m + 1 polynémes. Donc on
prend ¢; =1
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Pour le cas D = 4l + 1 on écrit D = (2my + 1)% + 4my (avec 0 < my < 2(my + 1) ) et
on procede de maniere identique en considérant les polyndmes :

Py = —X?+(2m; + 1)X +my € Ep(0)

Py =—X?—(2m; + 1)X +my € Ep(0)

Remarque 3.3.2. Dans la preuve du théoreme on a explicité directement des constantes
c1 et co qui sont plutét bonnes. On a donc I'encadrement :

m—+1<|Ep([ng,...,nm])| < (m+1)|Ep(0)] (3.11)
Nous sommes a présent en mesure de compléter la table 8 de cardinalité de Ep(z).

Corollaire 3.3.3. L’ensemble Ep(x) est fini si et seulement si x € Q.

3.3.2 e CONTINUITE DE Fj p

Nous montrons a présent un résultat que nous avions jusqu’alors admis dans toutes nos
démonstrations des deux chapitres précédents.

Théoreme 15. Soit k > 0 un entier pair et D € N qui n’est pas un carré. La fonction :

Fep) = Y P '= > max(0,(az® + bz +c)" ")
PeEp(z) a,b,cEL

b2 —dac=D
a<0

est continue sur R.

Démonstration. On montre que la série converge uniformément. Soit P = [«, 3,7] € Ep(0) et
r € R. Soit (%)p . la suite des réduites de la fraction continue de x. On montre par le calcul
que :

b b b
S ST (x) = aad (v——)2—B(=1)Fagap_ (1——) (2 ———1)4vyad_ (x—
ak ay Ap—1 Ak—1

k+1

(PIT

On utilise ensuite 'approximation diophantienne |z — %| < L et la croissance de la suite des
ag ak

dénominateurs (ay)g>—1-

k+1

@ al + |5+
ms. 57wy < 12 IO B Jal+ 13+
N N | ap_,

(P TY
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D’apres le théoreme 13 :
e i k—1
Fep@)| <Y Y |(PITET g 8T (2)]
1=1 PeEp(0)
Donc d’apres ce qui précede, on peut majorer le reste d’ordre N par
k—1
|RN(ZE)|< Z Z (’Oé‘—i_‘ﬁ‘—i_w’)
(0)

(1,2
n>N P:[a7577]EED k-1

(ou 0 dans le cas ou z € Q et N est plus grand que la longueur de la fraction continue de z)
Or quel que soit z € R, la suite des dénominateurs (ag)g>—1 croit plus vite que la suite de
Fibonacci (car ay = ngag_1 + ax_1 avec ng € N*). Donc :

k—1 1\
|Ry(z)| < Z <|a|+(|fN|+|7|> < Kkp <¢k—1>

P:[avﬁvrﬂeE‘D (O)

avec ¢ le nombre d’or et K, p une constante qui ne dépend que de k et D (et donc indépendante
de x). Ainsi la Fy p converge uniformément sur R et est donc continue. O

46/65



ECOLE
POLYTECHNIQUE

UNIVERSITE PARIS-SACLAY

RAPPORT DE STAGE DE RECHERCHE

4
ESPACES QUADRATIQUES

4.1 LIENS AVEC LA SIGNATURE (2, 1)

Dans cette partie nous montrons en quoi les différents objets que 1’on a rencontrés au cours
de I’étude des fonctions Fy p sont en réalité tous liés & un espace quadratique de signature (2,

1).
4.1.1 e DEFINITION

Définition 4.1.1. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n. Une forme quadra-
tique sur E est une application ¢ : E — F vérifiant :

i Ve E.-VAeR qg(Ax) = A%q(z)
i ¢:(z,y) = 2(q(z+y) —q(z) — q(y)) est bilinéaire symétrique.

Définition 4.1.2. On dit qu’une forme quadratique est définie si on a

) =0 <= =0

Définition 4.1.3. On dit qu'une famille (ey, ..., ex) est orthogonale pour ¢ si on a

Vit je Lk dlese;) =0

Nous donnons a présent un théoreme fondamental de la théorie des formes quadratiques.
Nous n’en donnons pas la démonstration, elle peut étre trouvée dans de nombreux cours sur
les formes quadratiques comme par exemple dans [6].

Théoréme 16 (Loi d’inertie de Sylvester). Soit ¢ une forme quadratique non nulle et

définie sur un espace vectoriel E de dimension n. Il existe un couple d’entier (s,t) et une
base (e, ...,e,) de E orthogonale pour q telle que :

n s t
Q(Z Tie;) = ZI? - inﬂ
=1 =1 =1

Le couple (s,t) s’appelle la signature de la forme quadratique q.
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Remarque 4.1.4. Si ¢ est une forme quadratique de signature (s,t) sur un espace F de
dimension n. Alors on a s +t = n.

Nous arrivons maintenant a la définition d’un espace quadratique.

Définition 4.1.5. Un espace quadratique de signature (s,t) est un espace vectoriel réel
muni d’'une forme quadratique de signature (s,1).

Nous cherchons a travailler avec un espace quadratique de signature (2, 1).

Exemple 4.1.6. On pose :

a,b,cER}

V:{MeﬂbﬁﬂTNM*“”:{Lgagﬂ

On pose q = —det. Ainsi pour M € V on a ¢(M) = b?* — 4ac.
L’espace (V,q) est un espace quadratique de signature (2, 1).

/ . . . Ve . . b 2
Démonstration. V est clairement un espace vectoriel réel de dimension 3. Pour M = [—2@ _Cb] €

V,on a
q(M) =b*—dac=0b*+ (a—c)* — (a + )

donc g = —det est une forme quadratique de signature (2, 1). O

Dans le reste de la section 4.1 nous travaillerons avec cet espace quadratique (V) q).

4.1.2 e (GROUPE DE SPIN

Pour mieux comprendre la géométrie de 1'espace, il est utile de chercher ses isométries et
plus particulierement son groupe de spin.

Définition 4.1.7. Soit (V, ¢) un espace quadratique de signature (s, t). Le groupe de spin
de V est un revétement double du groupe spécial orthogonal SO(V'). On le note Spin(V')
ou encore Spin(s,t) car il ne dépend que de la signature de 1'espace quadratique.

Des isométries sur 1’espace de matrices V' sont données par les opérations de conjugaison.
Pour G € SLy(R) On considere la fonction :

fa: V-V
M~ GMG™!
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Proposition 4.1.8. Pour G € SLy(R), la fonction fq est une isométrie de V' de discri-
minant 1.

Démonstration. Tout d’abord soulignons que fi va bien de V' dans V car :
VM eV  Tr(feg(M))=Tr(GMG™)=Tr(M)=0

Ensuite il s’agit bien d’une isométrie car ¢(fo(M)) = —det(GMG™') = —det(M) = q(M).
Enfin le calcul du déterminant de fg; donne :

a b

VG = [C ] € SLy(R) det(fq) = (ad — be)* =1

d

Donc finalement fg € SO(V). O

On a donc trouvé une famille d’isométries de V. Cela ameéne a considérer la fonction :

¢: SLy(R) — SO(V)
Gl—>fG

Proposition 4.1.9.

Spin(V') = Spin(2,1) = SLs(R)

, . (11 0 0 1] (0 0O _
Démonstration. Dans la base B = <[0 _1] , [O O] , [1 0]) de V,on a :

ad+bc —ac bd
c SLQ(R) Mat(f(;) = —2ab CL2 —b2
2cd -2 @2

b

a
VG = [c d

On voit alors rapidement que Ker(¢) = £1,. De plus ¢ est surjective mais nous ne démontrons
pas cette partie. On a donc la suite exacte suivante :

1 =+l — SLy(R) - SO(V) — 1

Cela montre précisément que Spin(V) = SLy(R) O

4.1.3 e ESPACE SYMETRIQUE
Un autre espace qu’il est intéressant de calculer est I’espace symétrique associé a V.
Définition 4.1.10. Soit (V,¢) un espace quadratique de signature (s,t). La grassman-

nienne de V est I’ensemble des sous-espaces définis positifs de V' de dimension maximale
(c’est a dire de dimension s). On la note Gr(V).
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Remarque 4.1.11. En passant au sous-espace orthogonal on a que Gr(V') est isomorphe
a I’ensemble des sous-espaces définis négatifs de V' de dimension maximale. (c’est a dire de
dimension t).

Calculons la grassmannienne de notre espace quadratique (V,¢q). Avec la remarque précé-

dente on a que Gr(V') est isomorphe a I’ensemble des droites vectorielles de V' définies négatives.

Soit M = —ga Ecb un élément non-nul d'une telle droite. On a donc q(M) = b? — 4ac < 0

donc a # 0. Ainsi quitte a multiplier par un réel on peut supposer sans perte de généralité
r T

que M est de la forme M = | 2

. Comme —det(M) < 0 il existe un unique y > 0 tel que

r —(2? +y?)
1 —x

M = l ] Finalement :

GNV)%{Vaj<a%w:[f —@”+ﬁq>

—X

T4y € H}
Il vient donc directement la proposition suivante.

Proposition 4.1.12.

ou H désigne le demi-plan de Poincaré.

Comme une isométrie envoie un plan défini positif sur un autre plan défini positif, on a que
Spin(V') agit naturellement sur Gr(V).

Proposition 4.1.13. Spin(V) =2 SLy(R) agit sur Gr(V) = H et laction induite est :

a b

VG:[ az+b
c

cz+d

(JESQMQNZEH Gz =

Démonstration. 11 suffit simplement de calculer 'action induite pour des générateurs simples
de SLy(R). On a :
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Elément de SLy(R) G.(2,y) = fo(Pitiy) G.z (avec z =z + 1y)
T, = (1) Cll To(z,y) = (x+a,y) T,z=z24+a
a 1
D, = 01 D,.(x,y) = (a*x, a’y) Dy.z = a’z
S— _01 (1) 5.(2,9) = (—mtg, otry) Siz= 1
G:i:Z:ST;SmIE(Mmm:GMszmgﬁn G.z = ath
[

4.1.4 e LIEN AVEC LA FONCTION A(x)

A travers notre étude de l'espace quadratique V' de signature (2,1) nous avons retrouvé
plusieurs éléments qui étaient déja apparus plus tot dans le rapport.

1. La formule du discriminant D = b? — 4ac se trouve étre la forme quadratique de I’espace

(V. q).

2. Le demi-plan de Poincaré H sur lequel sont définies les formes modulaires se révele étre
I'espace symétrique Gr(V').

3. L’action de SLs(Z) sur les symboles modulaires Fp(z,y) est en réalité la méme que celle
de SLy(R) = Spin(V) sur le bord de H qui est en réalité R = 0Gr (V). Avec :

6GT(V)’£{Vect (sz ﬁ __ffD wGR}U{V“t (Pooz [8 éD}

I1 ne reste donc plus qu’a retrouver la fonction A(z) de la partie 1.1.

%0 —b 1 € 0Gr(V). On note ¢ la forme bilinéaire

associée a la forme quadratique ¢ comme dans la définition 4.1.1. Le produit ¢(M,p.c, Pr)
donne :

2
Soit Myp. = l_b 20] e Vet P, = [x _9;

(Mype | Pp) = ax® +bx +c

Nous sommes a présent en mesure d’écrire la fonction Ap du chapitre 1 avec les notations de
notre espace quadratique (V, q).

Ap(z) = Z maz (0, (Mape | Pr)) (4.1)
Ma,b,ceV(Z)
Q(Ma,b,c):D

a<0

ou V(Z) désigne I'ensemble des matrices de V' a coefficients entiers.
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4.2 ESPACE QUADRATIQUE DE SIGNATURE (3, 1)

Maintenant que nous avons vu les liens entre les objets rencontrés jusqu’a présent et les
espaces quadratiques de signature (2,1). Il est naturel de chercher a trouver leurs équivalents
dans le monde des espaces quadratiques de signature (3,1). En augmentant ainsi la dimension
nous pouvons espérer trouver de nouveaux phénomeénes surprenants semblables a ceux décou-
verts dans le chapitre 1.

Comme a la section précédente, nous cherchons d’abord a exhiber un espace quadratique "de
travail" de signature (3, 1).

Exemple 4.2.1. On pose I'opération M* = ‘Com(M) (notons que pour G € SLy(C), G* =
G™1). Soit :
_ R A B 2||aceR
V—{MGNMQ|M__AH_{L&1_B bec
On pose ¢ = —det. Ainsi pour M € V on a q(M) = |3]* — 4ac.
L’espace (V,q) est un espace quadratique de signature (3, 1).
Démonstration. V est clairement un espace vectoriel réel de dimension 4. Pour M = [—ga EC@ €
V,ona
g(M) = |B[” — dac = Re(B)* + Im(B)* + (a — ¢)* = (a + ¢)*
donc g = —det est une forme quadratique de signature (3,1). O

Dans le reste de la section 4.2 nous travaillerons avec cet espace quadratique (V) q).

4.2.1 e (GROUPE DE SPIN

Comme a la section 4.1.2 nous commencons par chercher une famille d’isométries en cher-
chant une opération proche de la conjugaison.

Pour G € SLy(C) On considere la fonction :

fa: V-V
M — GMG-1

Proposition 4.2.2. Pour G € SLy(C), la fonction fq est une isométrie de V' de discri-
minant 1.
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Démonstration. On a d’abord que fg va bien de V dans V car :
VM eV  fo(M) =G T MG =G(—M)G™' = —fa(M)

Ensuite il s’agit bien d'une isométrie car ¢(fo(M)) = —det(GMG™1) = —det(M) = q(M).
Enfin le calcul du déterminant de fs donne :

a b

VG = lc 1 € SLy(C) det(fo) = (ad — be)® = 1

d

Donc finalement fi € SO(V). O

On a donc trouvé une famille d’isométries de V. On pose ensuite la fonction :

6: SLy(C) = SO(V)
G — fG

En étudiant la fonction ¢ de la méme maniére que en 4.1.2 on montre la proposition suivante.

Proposition 4.2.3.
Spin(V') = Spin(3,1) = SLy(C)

4.2.2 e ESPACE SYMETRIQUE
Comme pour la signature (2, 1), on cherche maintenant a calculer I’espace symétrique associé

aV.

Proposition 4.2.4.

o~ {W (pw _ K (I + >D

—Z

zeC gH(g)
r>0

Ou H® désigne le demi-plan {zx+iy+jr | z,y € R r € RT™} avec j le troisiéme élément
de l’algebre des quaternions.

Démonstration. La démonstration est semblable au calcul fait en 4.1.3. OJ

De méme qu’en 4.1 le groupe de spin induit une action sur I’espace symétrique.

Proposition 4.2.5. Spin(V) = SLy(C) agit sur Gr(V) = H® et l'action induite est :

b aP+b (aP+0b)(Pc+d)
L P cH® P = =
d]ES 2(C), VP € GF=peva |Pc+ d]?

VG = [a
C

53,/65



ECOLE
POLYTECHNIQUE RAPPORT DE STAGE DE RECHERCHE

UNIVERSITE PARIS-SACLAY

Remarque 4.2.6. L’algebre des quaternions étant non-commutative, la notation sous
forme de fraction est ambigué. Quand nous notons g il faut toujours le comprendre comme

PO

Démonstration. Comme a la section 4.1.3 on calcule I'action pour des éléments simples de

SLy(C).

Elément de SLy(C) G.(z,7) = fa(Putjr) G.P (avec P = z + jr)
1
T, = 0? To.(z,r) = (2 +a,7) T P=Pia
a 1 ) ,
Da=1, 1 Dq.(z,7) = (a*2, |al*y) D,.P = aPa
0 1 E i
=10 5.(2,7) = (~ppe: prre) Sp=-1
b
Emm“mM%ﬂﬁm@EmMGZF(j6&%@&mmﬁMMG:Simﬂ%%.
C a -

Alors en composant les actions déja calculées on a :

(az 4+ b)(cz + d) + acr? r
lez +d|? +|c|?r? ez +d|* + |c|*r?

G.(z,1) = <
ce qui correspond & l'action classique de SLy(C) sur H® que I’on retrouve dans [3]. Et en

terme d’action sur 'algebre des quaternions on retrouve bien :

_aP+b
 Pc+d

G.P

4.2.3 e GENERALISATION DE LA FONCTION A(x)

Nous sommes parvenus a mener la méme étude dans un espace quadratique de signature
(3,1) que dans 'espace de signature (2,1). Essayons a présent d’appliquer la formule 4.1 avec
les objets de signature (3,1) pour voir si on trouve une fonction avec des propriétés aussi
surprenantes que la fonction A(z) de la partie 1.1. On a :

2c

s a,c €7
V(Z) = {Maﬂvc - [_za —B] Be Z[z’]}

o) {vee (= [ 1) |- echofvea (= ) ])]

VMyp. €V, P, € 0Gr(V) (Mogel P.) = alz|* + Re(Bz) + ¢
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Dong, en utilisant la formule 4.1, la définition équivalente de Ap(z) pour la signature (3,1)
est :

Ap(z)= Y max (O, alz|? + Re(Bz) + c) (4.2)
a,c€Z BEZL[i
|8|2—4ac=D

a<0

ou encore, en posant z = z, + iz, et § = by 4 iby :

Ap(z) = > maz (0, alz]? + byzg + bazy, + c) (4.3)
a,by,bacE€Z
b%+b§—4ac:D
a<0

4.3 GENERALISATION DES RESULTATS

Il s’agit & présent de voir si cette fonction Ap(z) posséde des propriétés aussi surprenantes
que la fonction Ap(z) du premier chapitre.

4.3.1 e CONSTANCE

Définition 4.3.1. Soit D € N. Pour tout z € C on définit :

a, bl, bg, ceZ
Ep(2) = { P(2) = a|z* + biz, + byz, + ¢ | b2 + b3 — 4ac = D
a<0<P(z)
et on a alors :
Ap(z)= > P(2)= > max (O, alz|? + byz, + baz, + c)
PeEp(z) a,by,bacEZ
b2+b2—4ac=D
a<0

Commengons par calculer quelques valeurs de Ap(z).

Exemple 4.3.2. Dans 'exemple ainsi que dans la suite de la section, nous utiliserons la
notation abrégée [a, by, by, ¢] pour désigner la fonction P(z) = alz|? 4+ b1z, + bazy + c.
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Eo(3—31) | P(5—3%) | Az — 37)
[~1,1,-1,1 | 0.80556 4

E5(0) P(0) | As(0) ~1,1,1,1] 1.47222
Li}i:i}ijifiﬁ } ! [~1,3,1,—1] | 0.47222
—11,-1.1] | 1 [~1,1,3,—1] | 0.13889
-1,1,1,1] | 1 [~1,-1,1,1] | 047222
Eo(1+4) | P(1+1) | Ag(1+1) (-3,3,3,—1] | 0.41667
—1,1,1,1] 1 4 [~17,15,11,-5] | 0.02778
-1,1,3,-1] | 1 [~15,15,9,~5] | 0.08333
-1,3,1,-1] | 1 [~5,5,1,—1] | 0.02778
-1,3,3,-3] | 1 [~17,19,11, 7] | 0.02778
(~29,29,21,—11] | 0.02778
[~53,53,35,—19] | 0.02778

TABLE 11 — Quelques valeurs de Ag(2)

Il semble que Ag(2) soit constante égale a 4. On retrouve le phénomene du théoreme 3.

Théoreme 17. Soit D € N qui n’est pas somme de deuz carrés. Il existe un entier ap tel
que :

Vz2eC Ap(z)=ap (4.4)
et de plus on a la formule :
D — 2
ap= Y 01(4|B|) (4.5)
BEZL[i]
|B8]><D
161?=D [4]

Démonstration. On commence par noter que Ap est 1-périodique et i-périodique. Ensuite, en
faisant un calcul similaire a celui de la preuve élémentaire développée en 2.1.1, on peut montrer
que

1
VzeC pﬁphx;y—ADmnzzAD@y—ADm) (4.6)
Puis, en utilisant la division euclidienne de Z[i], on prouve que

Enfin en admettant pour I'instant la continuité on a que Ap est constante égale & Ap(0).
Le calcul de ap = Ap(0) est similaire & celui de la preuve de 1.2.5. O

On retrouve donc bien des résultats semblables a ceux du premier chapitre. Et les similarités
ne s’arrétent pas la.
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Définition 4.3.3. Soit z € C on définit :

Bp(z)= Y. P(2)°’= > maz (0, (alz]* + brzg + bazy + c)3>
PeEp(2) a,by ,bac€Z
b2+b2—4ac=D
a<0
ainsi que :
Cp(z)= > P(z)°= > maz (O, (alz]* + brzg + baz, + 0)5)
PeEp(z) a,by,bacEZ
b2+b2—4ac=D
a<0

On a les résultats suivants.

Théoreme 18. Soit D € N qui n’est pas somme de deuz carrés. On a :
Vz € C BD(Z) = 5[) (48)

ou Bp est l'entier défini par la formule :

Bp= > o3 I ) (4.9)
Bezli]
|8I><D
18]>=D [4]

Ce théoreéme se prouve de maniére élémentaire tout comme celui de la constance de Ap(z)
mais avec davantage de calculs. Nous ne I’écrirons pas ici.
Nous donnons ensuite une conjecture basée sur des résultats numériques mais que nous n’avons
pas eu le temps de prouver rigoureusement.

Conjecture 2. Pour D € N qui n’est pas somme de deux carrés, il existe deuzr entiers vp
et 0p tels que

Vze C CD(Z) =7p + 6D¢(2)

ol ¢ est une fonction qui ne dépend que de z et ou

D — 2
w=Cp0)= ¥ (21 (4.10)
BEZi]
|6]*<D
|8I°=D [4]

4.3.2 e CORPS QUADRATIQUE IMAGINAIRE

Les formules de ap, de fp et de yp sont tres similaires a celles obtenues au chapitre 1. Il
semble simplement que nous avons remplacé b € Z par € Z[i]. L’ensemble Z[i] des entiers
de Gauss étant I'ensemble des entiers du corps quadratique imaginaire euclidien Q(y/—1) nous
pouvons nous demander si le résultat subsiste pour d’autres corps quadratiques imaginaires.
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Définition 4.3.4. Soit Q(v/—d) un corps quadratique imaginaire. Nous notons Oy len-
semble de ses entiers et N sa norme associée :

Vﬂ:bl—i-bg\/—deod N(ﬂ):b%—i‘dbg

Gréce a la formule 4.2 on peut définir naturellement la fonction Ap(z) pour tous les corps
quadratiques imaginaires.

Définition 4.3.5. Soit Q(1/—d) un corps quadratique imaginaire et D € N. On pose :

Apow=a(x)= > maz (0’ alel” + Re(Bz) + C)
a,ce€Z BEVy
N(B)—4ac=D
a<0

On a alors le résultat suivant.

Théoréme 19. Soit D € N qui n’est pas la norme d’un élément de O4. Si Q(v/—d) est
euclidien, il existe un entier ap o /=g, tel que :

et de plus on a la formule :
D — N(B)?
e = Y ol (112)
BEO,
N(B)<D
N(B)=D [4]

Démonstration. Une preuve est donnée dans [5]. Intuitivement, on voit que la condition que le
corps soit euclidien est importante car c¢’est ce qui permet de passer de 4.6 a 4.7 dans la preuve
élémentaire de la constance de Ap(z). O

4.3.3 o SYMBOLES MODULAIRES

Tout comme dans le chapitre 3 en 3.2.3, on peut définir des symboles modulaires a partir
des fonctions Ap(z).

Définition 4.3.6. Soit D € N et 2,2, € C. On pose :

a<0 a <0
Ep(z1,22) = (+) ¢ P =[a,B,c] | P(z1) > 0> P(23) U(—)s P =a,B,¢c] | P(22) > 0> P(z)
8> — 4ac = D |B| — 4ac =D
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I ou (+) et (—) sont des signes formels comme en 3.2.3.

Une fois encore nous pouvons voir Ep(z1,22) comme lensemble des polynémes qui "sé-
parent" z; et z3 dans le sens ou P(z;) et P(z3) n’ont pas le méme signe.

Tout comme sur R on dispose sur C d’un algorithme de décomposition en fraction conti-
nue développé par Hiirwitz (voir [8]). A chaque complexe z on peut associer une suite (ng)r>0
d’éléments de Z[i] qui est unique car le corps Q(7) est euclidien. En utilisant cela on a alors un
théoreme équivalent au théoréme 13.

Théoréme 20. Soit z € C qui a pour développement en fraction continue [ng,nq,...]. On
peut calculer Ep(z) avec la formule :

Ep(z) =3 (Ep(0) | TCV s s s7™)
=1

ot la somme est & comprendre comme la somme formelle sur les éléments de Ep(z,00) en
prenant en compte leur signe (+) ou (—).

On fait ici un léger abus de notation en écrivant

gory _ [11 Tl [t ety
0 1| |0 1 0 1
Ce théoreme permet a la fois d’établir un algorithme de calcul efficace pour Ap(z) et de
prouver la continuité de la fonction.
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5
PISTES D’EXPLORATION ET CONCLUSION

5.1 VISION GEOMETRIQUE

Commengons par réécrire Ap(x) avec des formes canoniques pour interpréter géométrique-
ment les objets.

Remarque 5.1.1. Constance de Ap(z) :

b\* D
Ap(z)= Y. maz (0,a( (:c + ) - ) est constante pour D # n?
a,b,ce€Z 2a da
b2—4ac=D
a<0

Symboles modulaires Ep(z,y) :

Ep(z,y) = {P = [a,b,c] | Zeros(P) est une 0-sphere qui sépare z et y}

Regardons de plus prés les fonctions P(z) = alz|* + by 2, + baz, + ¢ qui apparaissent dans la
définition de Ap(z) en 4.3.1. Avec f = by + iby € Z[i] et 2 = 2, + iz, on a :

P(2) = a|z* + b1z + bz, + ¢

= azg + b1z, + azi + bazy +C

. b1 9 b2 b%—l—b%—élac
_a<(zx~|—2a) +(zy+2a) a7

_ sl _ D

_a(2+2a 4a2>

Les fonctions P = [a, 3, ¢| admettent une forme canonique proche de celle des trinémes. On
peut ainsi réinterpréter les résultats obtenus jusqu’alors.

Remarque 5.1.2. Constance de Ap(z) :

2
D
Ap(z)= Y maz [0,a(|z+ LA —) est constante pour D # m? + n?
a,c€Z BEL) 2a 4a
|82 —4ac=D
a<0
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Symboles modulaires Fp(z1, 22) :

Ep(z1,29) = {P = [a,f,c] | Zeros(P) est une 1-sphere qui sépare 2y et 25}

Cette remarque est dans la continuité de 5.1.1. Elle appelle a continuer la généralisation en
augmentant la dimension.

Définition 5.1.3. Soit D € N. Pour x € R? on note ||x|| la norme euclidienne de x. On
définit :

2
D
3
Vx € R3 A(D)<X) = Z . max (O,a( X+ % - 4a2>)
a,c€EZ beZ
|Ib||?—4ac=D
a<0

On peut alors facilement définir des symboles modulaires associés Ep(x,y) tels que

Ep(x,y) = {P =[a,b, ]| Zeros(P) est une 2-sphére qui sépare x et y}

Théoreme 21. Soit D € N qui n’est pas somme de trois carrés. Il existe un entier ag) tel
que :
vx e R A% (x) =al¥

et de plus on a la formule :

D — |b|?
3
o) = ¥ a0
bez3
[b|2<D
Ib]2=D [4]

Cette direction de généralisation semble étre prometteuse car nous obtenons de nouveau
une fonction constante pour D # [? + m? + n?. Toutefois si nous continuons la généralisation
en définissant une fonction similaire Ag) sur R? avec d > 4, nous allons trouver que Ag) est
constante pour des valeurs de D qui ne sont pas somme de d carrés d’entiers. Or le théoreme
des 4 carrés de Lagrange nous indique qu’il n’existe pas de tels D € N des lors que d > 4. 1l
faut alors ajouter des termes correctifs faisant intervenir des polynémes de Bernoulli comme
dans 2.1.8 pour garder la constance de Ag).

Une autre direction de généralisation possible serait de choisir un réseau de R?® différent de
73 pour les valeurs de b.

Conjecture 3. Soit d € {1,2,3} et D € N qui n’est pas une somme de d carrés. On note
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.| la norme euclidienne de RY. Soit L un réseau de R. La fonction :

b D
Al _ 0 | - =
P (X) a CG;OEL e 7a( X 2a 40'2)
IIb||?—4ac=D
a<0

est constante.

Nous avons montré le résultat pour des réseaux de la forme g.Zd grace a un changement de
variable dans la démonstration élémentaire de la constance de Ap. Il s’agit de voir ensuite si le
résultat subsiste pour des réseaux plus complexes.

5.2 APPLICATION A LA PHYSIQUE ?

Nous donnons dans cette partie une tentative non aboutie de relier notre travail a la phy-
sique.

Nous avons vu au chapitre précédent que la fonction Ap(z) = Ag)(z) était liée aux espaces
quadratiques de signature (3, 1). De tels espaces, appelés "espaces de Minkowski", apparaissent
naturellement en physique en relativité. Il semble intéressant d’essayer d’appliquer nos formules
a la physique pour voir si les phénomenes surprenants de constances s’interprétent physique-
ment. Nous pouvons par exemple imaginer que la constance de Ap, qui est non triviale, puisse
s'interpréter comme une simple conservation de 1’énergie d'un systeme en physique. Inverse-
ment, si notre formule de Ap se réécrit avec des grandeurs physiques comme une fonction
non triviale, nous aurons exhibé une quantité physique constante et non triviale. Il sera alors
intéressant d’essayer de mesurer expérimentalement cette quantité pour vérifier sa constance.

A la fin de la partie 4.2 nous avons obtenu la formule suivante pour Ap :

AD(Z) = Z max (07 <Ma,b17b2,c | PZ>)

Ma,bl,bQ,cev(Z)
q(Maby by,c)=D

a<0
En physique 'espace de Minkowski que nous considérerons est l'espace V' des quadrivecteurs

énergie-impulsion. Ainsi un élément M de V' sera un quadrivecteur (?, %) On muni cet espace
de la norme de Minkowski classique de signature (3,1) :

E E
o7, ) =pi+ 0+ 92— (5) = —(me)?

L’espace symétrique associé Gr(V') se trouve étre l'espace de tous les quadrivecteurs de parti-
cules de masse positive et d’énergie Fy (une énergie fondamentale). Et donc 0Gr(V') est 'espace
des quadrivecteurs (173, %) de particules de masse nulle (comme les photons par exemple) et
d’énergie Ej.
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Le produit scalaire entre un élément M = (7, £) de V et un élément P = (76, L) de 0Gr(V)
s'interprete comme un quadriscalaire. En physique relativiste, les quantités quadriscalaires ont
I’avantage d’étre invariantes par changement de référentiel.

On montre enfin que la condition a < 0 peut étre remplacée par la condition £ > 0. Condition
rassurante en physique car toutes les particules doivent avoir une énergie positive.

Nous aboutissons alors & la formule :

E E,

Ap) = X mar (0.((7.0)| @,-0)) (5.1
(7, £)er’
7(mc)2:D

E>0

Et cette fonction est constante pour tout pg sur la sphére S 2(0, %)

Toutefois cette formule comporte deux inconvénients. Le premier est le fait que nous sommons
sur des quadrivecteurs (7, %) a valeurs discrétes car nous les prenons dans Z* (ou de maniere
équivalente, dans un réseau de R*). Or en physique relativiste les grandeurs sont continues. Il
existe néanmoins une théorie visant a unifier la relativité et la mécanique quantique appelée
"Gravité quantique a boucle" qui stipule le fait que l'univers est formé de "petites briques'
d’espace-temps et cela impliquerait donc une discrétisation des valeurs que peuvent prendre les
quadrivecteurs (7, Z)(voir [2]). Cependant cette théorie n’est pas encore suffisament dévelop-

pée et vérifiée expérimentalement.

Le second probléme est beaucoup plus simple et sans appel, pendant tout le rapport nous
avons pris D € N. Or dans 5.1, si on prend D € N, on se retrouve a sommer sur des particules
dont la masse doit étre imaginaire pure, ce qui n’existe pas physiquement. Si on décide de
prendre D négatif, il est aisé de voir avec la formule de la remarque 5.1.2 que la somme sera
trivialement nulle.

Méme en cherchant dans d’autres domaines comme les équations d’onde, nous ne sommes pas
parvenus a trouver un contexte physique ou nous aurions un espace de Minkowski de signature
(3,1) dans lequel il existerait des objets physiques de de norme strictement positive.

5.3 CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons réussi a reprendre la découverte de Zagier [11] et & la développer
en exhibant des symboles modulaires et en la généralisant en dimension supérieure. Bien que
nous ayons trouvé une formule pour Ap qui semble valable pour les espaces quadratiques de
signature (n — 1,1), nous n’avons pas encore mis a jour la raison profonde de la constance
de celle-ci. Le produit entre un élément de I'espace quadratique V' avec un élément du bord
de Pespace symétrique associé¢ OGr (V') reste encore mystérieux. Nous avons néanmoins donné
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des voies de généralisations ainsi que des algorithmes efficaces de calcul de cette fonction qui
pourront aider a mieux comprendre les phénomenes observés.
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