
LES SCHEMAS DE MODULES DE COURBES ELLIPTIQUES

(1) . (2)
par P. Deligne et M. Rapoport

(1) Research on this paper was partially supported by NSF grant GP 36418X.

(2) Le deuxieme auteur pense que les activites politiques de l'OTAN sont

incompatibles avec l'activite pacifique du mathematicien et regrette

pour cette raison que ce congres a ete partiellement finance par cette

organisation.

International Summer School on Modular Functions

Antwerp 1972



-144-

DeRa-2

SOMMAlRE

Introduction

Notations

I. Preliminaires

l. Schemas en courbes

2. Dualite en cohomologie des faisceaux coherents

3. Rappeis sur Ie foncteur de Picard

4. Sous-schema de non lissite

5. Rappeis sur la theorie des deformations

6. Points de division des courbes elliptiques

7. Rappeis d'algebre commutative

8. Schemas grossiers de modules

II. Courbes elliptiques generalisees

1. Polygones de Neron

2. Courbes stables irreductibles

3. Construction de courbes elliptiques generalisees

III. Theoremes de representabilite

O. Introduction et notations

1. Un theoreme de prorepresentabilite

2. Constr~ction de ~*

IV. Structures de niveau

l. Contractions

2. Structures de niveau n

3. Structures de niveau H

4. Exemples

5. Theorie transcendante (rappels)

6. Structures de niveau H ; etude a I' infini

V. Reduction modulo p

l. Etude de lTo(p)
2. Etude de

fl'r-oo(p
3. Un theoreme de bonne reduction

4. Etude de lr'n

17

18

18

19

21

24

25

27

28

29

31

31

42

50

54

54

55

58

63

63

67

69

79

84

86

92

92

103

111

115



-145-

DeRa-3

VI. Sthemas grossiers de modules

1. L'invariant modulaire

2. Automcrphismes des courbes elliptiques. Critere pour que

3. Points rationnels des schemas grossiers

4. Remarques numeriques

5. L'action de Galois sur les pointes

6. Etude de

lito
H

125

125

129

131

133

140

141

VII. La ccurbe de Tate

1. Construction de la courbe de Tate sur 7l[[qJJ

2. Application structure a l' infini de l1'1l
3. Application developpement d'une forme modulaire

4. Comparaison avec la theorie transcendante

Bibliographie

149

156

en serie de Fourier 160

168

172



-146-

DeRa-4

Introduction

1. Soit X Ie demi-plan de Poincare

X {z E ¢ I Im(z) > 01

Le groupe SL(2, lR) agit sur X par transformations homographiques

az+bz H-
cz+d

Si est un sous-groupe de SL(2,~) defini par des conditions de congruence, la

surface de Riemann x/r est Ie complement d'un ensemble fini de points ("a l'infini")

dans une surface de Riemann compacte. C'est done une courbe algebrique. Ses points

sont en corrEspondance bijective avec les classes d'isomorphie de courbes elliptiques

munies d'une "structure de niveau" d'espece convenable. On sait qu'il resulte de

cette interpretation qu'elle admet pour corps de definition un sous-corps d'un corps

cyclotomique. Dans cet article, nous etudions la structure a l'infini et la reduction

modulo p de xl,

Concentrons-nous sur Ie cas ou r est Ie sous-groupe de SL(2,~) forme

des matrices congruesmodulo n a la matrice identite. Supposons que n ~ 3 , auquel

cas , agit sur X sans point fixe.

Pour z E X , notons Ez
Ie quotient de par Ie reseau ~ + ~z . La

loi d'addition dans ¢ passe au quotient et munit Ez
d'une structure de courbe

elliptique (= variete abelienne de dimension un). Les courbes elliptiques E et
z

Ez ' sont isomorphes si et seulement si z et z' sont conjugues sous SL(2,~)

Le noyau E(z)
n

de la multiplication par n dans E(z) est 1 'image de .!.( ~ +~z);
n

nous noterons a( z) l'isomorphisme

(a+bz)/n ~ (a,b)
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Pour que les couples (E(z),o(z)) et (E(z'),a(z')) soient isomorphes, i1 faut et

il suffit que z et z' soient conjugues sous

Pour toute courbe elliptique E sur un corps algebriquement clos k de

caracteristique p ne divisant par n , Ie groupe E est muni d'une forme alter
n

nee nOn degeneree e a valeurs dans les racines niemes de 1'unite de k . Une
n

structure de niveau n sur E est un isomorphisme

Si 0 est une structure de niveau n , nous noterons C(o) la racine primitive

n ieme de l'unite

Faisons k; (J; , et posons Un couple (E,a) est isomorphe a un

couple (E(z),a(z)) (z E X) si et seulement si

(ou , scIon la convention de signe utilisee dans la definition de e
n

2. Ce qui precede se gen§ralise aux familIes de courbes elliptiques, param§-

tr§es par un sch§ma S On trouve que xll represente Ie toncteur F
n

su~vant sur

les schemas sur (J; Fn(T) est l'ensemble des classes d'isomorphie de familIes

algebriques p£rametrees par T de courbes elliptiques E munies d'une structure

de niveau n telle que C(a) = Cn

La definition de Fn(T) garde un sens lorsque Test seulement suppose

Hre un schema sur LZ[C , lJ
n n

Igusa a prouve dans [llJ que Ie foncteur F
n

obtenu

est representable par un schema M~[l/nJ sur LZ[Cn,l/nJ . La methode d'Igusa est la

suivante.
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a) Si M~[l/nJ existe, alors M~m[l/nmJ existe. Si E est une courbe elliptique

sur un corps algebriquement clos, la multiplication par m induit un isomorphisme

de E /nE avec E ; une structure de niveau nm: a
nm nm n

E ~ (?l/nm)2 definit
nm

ainsi par reduction modulo n une structure de niveau n . Ceci se transpose au

cas d'un schema de base quelconque et definit un morphisme de foncteurs F ... F
nm n

Ce morphisme est relativement representable. II fait de M~m[l/nm] un rev@tement

galoisien non ramifie de groupe Ker(SL(2, ?l/nm) ~ SL(2, ?lin») de

Morl/nml ® rr J ?l[( ] (® designe une extension des scalaires).
n- - ?ll"n nm

b) Si M~m[l/nmJ existe, M~[l/nm] existe. On obtient M~[l/nm] par un passage au

quotient.

c) M3[1/3] et M4[1/4] existent. Explicitement, on a

avec pour courbe elliptique universelle la cubique plane d'equation

3\.1 XYZ

La section neutre est (1,-1,0) et la base du groupe des pOints d'ordre 3 est

«-1,0,1) , (-1'(3,0)

En niveau 4, on a

4 -1
Spec( ?l[i,l/2,a, (a(a -1) ])

Ou on a pose i = (4

d'equation non homogene

avec pour courbe elliptique universelle la cubique plane

, pour

~ = i (a + 1/a)2

La section neut~e est Ie point a l'infini, et la base (r,s) du groupe des points
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d'ordre 4 est donnee par

r =

s =

Les formules ci-dessus pour M4[1/4] sont copiees de Shioda [31]. Igusa

utilisait nOn pas M4[1/4] mais Ie schema de modules des courbes elliptiques munies

d'une structure intermediaire entre une structure de niveau 4 et une de niveau 2.

d) M~[l/n] s'obtient en recollant M~[1/3nJ et M~[1/4nJ

3. La surface de Riemann x/r est non compacte. Geometriquement, ce fait se

traduit comme suit: si E est une courbe elliptique munie d'une structure de oi
T1

veau n sur ~(T)) , il arrive que Ie modele minimal de E sur
Y'f

~[[rJ] ait

mauvaise reduction. Dans ce cas, la fibre speciale E I" du modele de Neron
o

E' de

E sur ~[[r]J est isomorphe a ~*x~/kn pour k convenahle. Soit E Ie sous-
T1 0

Ce sous-groupe est isomorphe a ~* X7L./n

dont l'ordre dans

l'avantage suivant:

groupe de E'
o

reunion des composantes de E'
o

Il presente sur E'
o

TI (E')
o 0

divise o

apres extension des scalaires de ~((r)) a ~((rl/t)) ,Ie nombre de composantes

connexes de E~ est multiplie par t , tandis que Eo ne change pas.

La forme alternee en definit par specialisation une forme alternee, en-

core notee en ' sur

sation

(E )
o n

La structure a de niveau n definit par speciali-

(E) ::; ( ~/ n) 2
o n

Cette discussion suggere que les points a l'infini Je X/~ corres~ondpnt
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aux classes d'isomorphisme de systemes (Eo,en,an ) comme ci-dessus. Tel est bien Ie

cas.

Dans Ie texte, nous precisons cette interpretation modulaire de l'ensemble

des points a l'infini de x/r en une interpretation modulaire de la courbe projective

x/r- compactifiee de x/r . En voici Ie principe.

Pour E
11

sur a: «T» comme plus haut, la fibre speciale du modele

minimal E' de E sur a:[[T]] est un cycle de kn droites projectives :
o 11

Soit E deduit de E' en contractant en un point les composantes irreductibles de

dont l'ordre ne divise pas n . La fibre speciale Eo de E est un cycle de n

droites projectives se coupant transversalement, et est une compactification de Eo

Par specialisation, + et a de-(EO s'identifie au lieu lisse E~eg de Eo)

finis sent une loi de groupe sur Ie lieu lisse

sur Eo et un isomorphisme

de Eo , une action de

Soit T un schema de type fini sur a: . Inspires par les remarques ci-

dessus, nous definissons une courbe elliptique generalisee munie d'une structure a

de niveau n ,telle que C(a) = Cn ,sur T comme consistant en :

a) un morphisme propre et plat p E .... T

b) une structure de schema en groupes commutatif sur l'ouvert Ereg de E OU P

est lisse; on suppose que l'addition se prolonge en une action
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c) un isomorphisme de schemas en groupes . On suppose que les

fibres geometriques de p sont soit des courbes elliptiques munies d'une structure

de niveau n telle que C(o) = Cn ' soit sont isomorphes a l'un des systemes

(Eo'Oo) construits ci-dessus.

Nous prouvons que la courbe x/r- represente Ie foncteur F
n

suivant sur

les schemas de type fini sur ~ Fn(T) est l'ensemble des classes d'isomorphie

de courbes elliptiques generalisees E sur T ,munie d'une structure 0 de niveau

n telle que C(o) = Cn

Pour rendre viable la definition des courbes elliptiques generalisees, nous

faisons un usage intensif de techniques de Grothendieck (theoremes de changement de

base (EGA III) et de dualite ([lOl) en cohomologie des faisceaux coherents). Ces

techniques fournissent un moyen systematique pour ramener des enonces relatifs, con-

cernant des schemas sur un schema de base S , au cas ou S est Ie spectre d'un

corps algebriquement clos.

Pour prouver que Ie foncteur F
n

est representable, nous utilisons Ie

generalisee est un morphisme de schemas sur T

critere general de M. Artin [3J. La verification des hypotheses de ce critere presente

Ie pOint delicat suivant. La donnee b) dans la definition d'une courbe elliptique

+ : Ereg
XT E ~ E , dont l'un

(E
reg

X E) n'est pas necessairement propre sur T . Ceci nous contraint a prouver
T

la prorepresentabilite effective de F
n

par une voie detournee, Ie theoreme d'exis-

tence de Grothendieck n'etant pas directement applicable.

Les chapitres II, III et Ie §l de IV contiennent les outils requis pour

surmonter ces difficultes. Ci-dessus, nous avons travaille sur ~ Dans Ie texte,

nouS travail Ions sur ~

projective et lisse sur

Ou ~[Cn J

~[C ,!1
'n n

, selon Ie cas, et obtenons une courbe M,/l/nl,

solution d'un probleme de mOdule, et telle que

x/r s'en deduise par extension des scalaires a ~
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4. Parler de la "reduction mod p de X/i-II presuppose Ie choix d'un modele

M de x/r- sur ~[C J . La definition de Mn donnee dans Ie texte equivaut a la
n n

suivante : Mn est Ie normalise, dans Ie corps des fonctions de M~[I/nJ ,de la

droite de (la droite projective sur ~[C J , dans laquelle M s'envoye par
n n

l'application "invariant modulaire de la courbe elliptique universelIe"). Soit encore

M~ la courbe affine d'anneau de coordonnees Ie normalise de ~[CnJ[jJ dans l'anneau

des coordonnees de M~ . On montre dans Ie texte que

W[l/n]
n

et

Nous prouvons les resultats suivants

a) La courbe modulaire Mn est projective sur ~[Cnl et lisse en dehors d'un

ensemble fini de points de

divisant n

MO
n

, les points supersinguliers de caracteristique

b) II existe une famille finie de pOints M
n

(= des

sections du morphisme de schema Mn '" Spec( ~[CnJ» , telles que

bl) les sections f i sont disjointes (= les points f i sont incongruents modulo

tout ideal premier de

M~ est Ie complement dans M
n

de la reunion des "sections a l'infini"

So it un ideal premier de ~[CnJ , divisant Ie facteur premier p de n

Nous determinons l'ensemble des compo3antes irreductibles de la reduction de M
n

modulo p
=

Pour decrire Ie resultat, nous supposerons que n est Ie produit de

deux entiers ~ 3 premiers entre eux, n' et n" . Sous cette hypothese,

Mn!l/n'l est Ie normalise dans M~[l/n] du schema Mn,[l/n'; , dont nOus connaissons

une interpretation modulaire. Les images reciproques sur M~rl/n'l et M~[l/n"l des
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courbes elliptiques universelles sur M~ ,[1/n'} et M~II[I/n"l se recollent et

fournissent une courbe elliptique universel1e E . La structure de niveau

(l :

MO
n

sur se prolonge en un morphisme de schema en groupes sur

La composante p-primaire de

-1
a

-1a. est un morphisme

en correspondance biunivoque avec 1es sous-groupes cyc1iques d'ordre

Les points supersingu1iers de caracteristique p de M (pin)
f\

est nul. Les composantes irreductib1es de 1a reduction de

sont ceux en 1esque1s

M
n

(les points de

A C ( 71./pk) 2

1 k
lP (71./p » :

, Ie noyau de

aux points non supersinguliers de 1a composante d'indice

S(p) est A . Nous prouvons que ces composantes irre-

ductib1es sont unibranches, et que deux que1conques a'entre el1es se recoupent en tous

1es points supersingu1iers.

Les composantes irreductib1es de 1a reduction de M modulo
p.

p avaient

ete determinees par Pjateckii-Shapiro (voir son article dans ce volume). II travaille

ma1heureusement avec PGL(2) p1utOt qu'avec GL(2) ,de sorte que ses resu1tats

sont plus embrouilles que 1es nOtres.

Sous 1a m@me hypothese sur n que ci-dessus, l'un de nOus (P. Deligne) a

recemment prouve que ces composantes irreductibles sont en fait lisses, et que

est un schema regulier.

M
n

Pour etudier Mn ,1a premiere etape est de recouvrir par des ouverts

ayant une interpretation modulaire l'ouvert de M
n

obtenu en Otant les points

supersinguliers de caracteristique divisant n . On y arrive en etudiant Ie schema
\

de modules qui classifie les courbes elliptiques munies d'un isomorphisme
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a E ~ ~ x~/n . Vne interpretation modulaire permet
n n

a) de determiner 1 'ensemble des points de M
n

sur un corps algebriquement clos;

b) de prouver la lissite de M~ sur ~[CnJ . 11 reste, et c'est Ie pOint Ie plus

delicat, a etudier les points supersinguliers.

5. 11 est sans doute possible d'etudier la structure a l'infini de Mn par

voie rigide-analytique, a l'aide de la theorie de la courbe de Tate, sans donner au

prealable de l'infini une description modulaire. Vne telle approche risque m~me d'~trE

la seule praticable dans l'etude a l'infini de schemas de modules de dimension supe-

rieure. Elle nous a souvent servi de guide heuristique (voir ci-dessous). Toutefois,

pour ~tre rendue precise, elle requiert des preliminaires rigides-analytiques dont

nous avons voulu nous dispenser.

Ceci explique que la courbe de Tate n'apparaisse que dans l'ultime chapitre

VII. ~ous l'utilisons pour deduire des proprietes a distance finie des M
n

et de leur

reduction modulo p des resultats sur Ie developpement des formes modulnires en seriE

de Fourier. Nous prouvons notamment les resultats suivants.

L'algebre graduee des formes modulaires sur x/r dont Ie developpement a

toutes les pointes est a coefficients dans ~[Cnl est une algebre de type fini sur

Si I'ideal premier ~ de ~[CnJ ne divise pas n ,et qu'en une pOinte

Ie developpement en serie de Fourier d'une forme modulaire ~ sur x/r est a

coefficients dans Q[CnJ

a les m~mes proprietes.

et p-entier
=

, Ie developpement de ~ aux autres pointes

On donne aussi des indications fragmentaires sur Ie cas ou p divise n...
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6.

vants.

Notre usage heuristique de la courbe de Tate repose sur les principes sui-

a) A l'aide de la courbe de Tate, on peut deviner ou demontrer ce qui se passe au

voisinage de l'infini.

b) En dehors des points supersinguliers, la situation est partout la m~me, et en par-

ticulier la m~me qu'au voisinage de l'infini.

Aces principes s'ajoute Ie suivant.

c) Geometriquement, ie.apres extension des scalaires (ou du corps residuel) a F
p

la situation est la m@me aux divers points supersinguliers de caracteristique p

La theorie locale (formelle) de Mn au voisinage des points geometriques

correspondant a une courbe elliptique E sur Fest gouvernee par Ie groupe
p

p-divisible D (n·U E np p
, soit essentiellement par Ie groupe formel complete de

E a l'origine. Ceci resulte du theoreme de Serre-Tate selon lequel E et ce groupe

p-divisible ont m~me theorie des deformations. Les principes b) et c) en resultent,

car ce groupe p-divisible ne depend, a isomorphisme pres, que du caractere ordinaire

Ou supersingulier de E

7. Soient H une algebre de quaternions indefinie , de discriminant D

sur ~ et 6 un sous-groupe de congruence du groupe des unites de H . Le groupe

6 est un sous-groupe discret a quotient compact de SL(2, R) La courbe complete

X/6 parametrise des varietes abeliennes de dimension 2 ,A munies d 'un homomor-

phisme d 'un ordre de H dans End(A) (des "fausses courbes elliptiques", dans la

terminologie de Serre). Nos methodes s'appliquent a l'etude de X/6 et de sa reduc-

tion mod p , pour autant que p soit premier a D

Les remarques suivantes permettent m~me de deduire de theoremes pour

des theoremes sur la structure locale de X/6

M
n
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d) Soient un ordre de H , avec 19 ~ 7Z =: GL(2, 7Z )
~ P P

, et e un idempotent non

Si A est un schema abelien de dimension 2 sur un corps a1-trivial de ~ ~ 7Z 7Zp

gebriquement clos k de caracteristique p ,muni de ~:19 ~ End(A) Ie complete

Le schema abelien A ,muni de ~ ,et Ie groupe p-divisible

agit sur Ie groupe p-divisible D (A) = UA n
p p

, et D A)=e.D (A)$(I-e)D (A).
p p p

eD (A) ,ont m@me
p

theorie des deformations.

e) Ie groupe p-divisible eD (A)
p

est isomorphe a D (E)
p

pour E une courbe ellip-

tique soit ordinaire, soit supersinguliere.

La reduction modulo p de X/6 a ete etudiee ~ar Morita. II obtient aussi

des resultats dans Ie cas bien plus difficile ou plD

8. Dans la litterature des schemas de modules, Ie langage des Foundations de

Weil est parfois utilise. Selon qu'on utilise ce langage, OU celui de Grothendieck,

on met l'accent sur l'une des deux visions suivantes de ce qu'est un schema X sur

un corps de nombres K

a) C'est un schema X ,muni d'un morphisme X ~ Spec(K) . Cette vision est celIe

qui domine nos notations.

b) C'est un schema X sur la clOture algebrique K de K ,qui est defini sur K.

Cette vision transparatt dans la technique de demonstration qui consiste a ramener un

enonce relatif a un S-schema X a un enonce relatif a ses fibres geometriques Xs '

obtenue par extension des scalaires de S a un corps algebriquernent clos k(~)

La "restriction des scalaires a la Grothendieck" de K a Gl prend un

aspect tres different selon la vision adoptee.

a) Au K-schema X on associe Ie Gl-schema defini par X et l~ morphisme compose

x ~ Spec(K) ~ Spec(Gl) . On ne Ie distingue pas de X dans la notation. Un schema

est d'abord un Gl-schema; si c'est un K-schema, il est muni d'un ~-morphisme

X ~ Spec(K)

b) Soit I l'ensemble des plongements de K dans lQ .Pour 0 E I ,posons
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K-schema apparatt comme la

~-schema deduit comme en a) d'unx~ = X 'i?i ~
" K, CJ

. On a 2: Xc . Le
CJEI

somme disjointe des conjugues de x cette somme

etant en outre definie sur ~ Le ~-morphisme X ~ SpecCK) s'interprete comme

l'application de cette somme dans l'ensemble d'indices I = SpecCK) ~~ ~

Pour MO[l/n] ,la situation est la suivante : Ie schema MO[l/n] repre-
n n

sente Ie foncteur des classes d'isomorphie de courbes elliptiques E/T ,munies d'un

forme alternee

isomorphisme 0. E ...::+ C71.1n)2 . Un tel couple
n

ieme
en ) une racine primitive n

un morphisme de schemas

CE,o.) definit (par la theorie de la

de l'unite ,Co.) sur T ,d'ou

CE,o.) lot 'Co.)

Vu comme

On a

1
71.[, ,-] - schema,

n n

avec 'Co.) = 'n

classifie les CE,o.)/T T un

tandis que, si l'on pose X± a: - JR

x± X GLC2, 71.1n) I GLC2, 71.)

est somme de ~(n) copies de Xli

9. Une courbe elliptique sur un corps algebriquement clos k a un ou des

automorphismes non triviaux. Ceci exclut que Ie foncteur qui a un schema T associe

1 'ensemble des classes d'isomorph~de courbes elliptiques E sur T soit represen-

table: ce n'est pas m@me un faisceau. On peut y obvier de deux manieres.

a) Systematiquement imposer des structures de niveau additionnelles, qui eliminent

ces automorphismes. C'est ce que nous avons fait dans cette introduction.
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b) Employer Ie langage des champs algebriques, pour lequel nous renvoyons a [8] et

[17] . C'est ce que nous faisons dans Ie texte, pour les raisons suivantes.

1. Imposer une structure de niveau additionnelle modifie Ie comportement a l'infini

des objets etudies (Mnm se ramifie sur Mn Ie long de l'infini) .

2. Les calculs et demonstrations deviennent plus simples lorsqu'on n'a pas a se pre

occuper de structures additionnelles importunes.

Au chapitre VI, nous deduisons de nos resultats sur les champs modulaires

des resultat~ sur les schemas grossiers de modules (= COarse modular schemes), ha

bituellement consideres.

10. Nous renvoyons a la table des matieres et aux introductions des divers

chapitres pour une description plus precise de leur contenu.

Nous remercions N. Katz de l'aide qu'il nous a apportee.
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Notations

Le travail est divis~ en chapitres; chaque chapitre est divis~ en para-

graphes. Les references internes a un meme chapltre ne mentionnent pas Ie numero de

ce chapitre.

Nous utiliserons librement les d~flnitions et notations de la theorie des

champs alg~briques telles qu'elles sont expos~es dans [8] §4. Toutefois, contraire-

ment a la terminologie de loc. cit., un morphisme de cat~gories fibrees en groupoYdes

sera dit representable si pour chaque morphisme x: X ~ ~2 d'un schema X vers

th
2

, Ie produit fibr~ ~l 1n X
2

est un espace alg~brique.

Un sch~ma en groupes G sur un schema S est parfois appele un S-groupe.

Le sous-schema en groupes , noyau de la multiplication par n dans G ,est note

G
n

Soit X un S-schema. Si T est un S-schema, nous noterons par XT Ie

produit fibre X Xs T Si S = Spec(A) et T = Spec(B) , XB ou X ~A B ont la

meme signification. Pour n E:IN , on pose X[I/n] = X ~ 7l: 7l:[l/n]

On pose 'n

Pour les principes qui gouvernent nos notations pour les champs modulaires,

nous referons au §O du chapitre III.
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I Preliminaires

Ce chapitre rassemble des resultats bien connus dont nous aurons a faire

usage. Le lecteur est invite a ne s'y reporter qu'en cas de besoin.

1. Schemas en courbes.

1.0. Dans ce paragraphe, on appelle schema en courbes sur un schema S un

morphisme propre et plat de presentation finie de dimension relative au plus 1.

1.1. Si cIs est un schema en courbes sur S ,la caracteristique d'Euler-

des fibres est localement constante (EGA III, 7.9.). On definitPoincare

Ie genre

x( C9
C

)
s

arithmetique g de Cs par

Si la caracteristique d'Euler-Poincare des fibres est constante de valeur 1 - g

on appelle CiS un schema en courbes de genre g ou simplement une courbe de genre

g sur S

1.2. Un morphisme p: X ~ S est dit de Cohen-Macaulay s'il est plat de presen-

tat ion finie et que ses fibres (geometriques) sont des schemas de Cohen-Macaulay.

Un schema en courbes de Cohe~-Macaulay sur S est un schema en courbes

p : C ~ S qui est de Cohen-Macaulay et dont les fibres geometriques sont purement de

dimension un. De m@me, quand on parlera de courbes lisses, ou reduites, ou integres,

on sous-entendra "purement de dimension un".

Pour S

courbes sur A

Spec(A) ,on parlera indifferernment de courbes sur S ou de
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2. Dualite en cohomologie des faisceaux coherents.

2.1. Nous nous proposons de rappeler ce que fournit la theorie de dualite de

Grothendieck pour un morphisme p: X ~ 5 lorsque

a) p est de Cohen-Macaulay purement de dimension relative d

b) 5 est noetherien.

et que

Dans les applications que nous avons en vue, nous pourrions toujours nous ramener au

cas ou p est de plus quasi-projectif.

Le complexe dualisant relatif R ! ~
P 5 [lOJ n'a qu'un seul faisceau de

cohomologie non nul, celui de degre - d ; c'est Ie faisceau des differentielles

regulieres

(2.1.1.) -d !
lUx/5 =.!! (Rp ~5)

([lOJ V. 9.7.). Ce faisceau est plat sur 5 . 5a formation commute a tout changement

de base 5' ~ 5 et a la localisation etale sur X (voir [lOJ ou [34J).

2.2. 5i P est de plus propre, on deUnit un morphisme "trace"

(2.2.0 Tr

de formation compatible a tout changement de base. Le theoreme de dualite affirme

que, pour tout complexe borne de faisceaux coherents K , la fleche deduite de Tr

(2.2.2. )

est un isomorphisme.

5i K est reduit a un faisceau localement libre F place en degre 0 et

que les faisceaux sont localement libres, (2.2.2.) devient
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(2.2.3. )

(ou Ie v designe Ie dual d'un ~X-module resp. d'un ~S-module).

[lOJ

WX/S est un faisceau inversible si et seulement si p est de Gorenstein

Pour S non necessairanent noetherien, on definit wx/S et Tr par passa-

ge a la limite; pour K un complexe borne de faisceaux localement libres, (2.2.2)

reste valable, et se prouve par passage a la limite.

Pour S Ie spectre d'un corps k, WX/S se notera encore WX/k ,voire

simplement WX

2.3. Soient X une courbe reduite sur un corps algebriquement clos k ,et

la normalisee de X . Le faisceau s'identifie au sous-faisceau sui-

vant de l'image directe par n du faisceau des differentielles meromorphes sur X

Les sections de sur U sont les differentielles meromorphes W sur
-1

TT (U)

telles que, pour tout P E U et tout f E ~X,p

Si X n'a comme singularites que des points doubles ordinaires Pi ,et que

-1
TT (Pi) = [p~,p~l , les differentielles regulieres sur X s'identifient aux formes

differentielles meromorphes W sur X regulieres en dehors des Pi'P~ ,ayant au

pis un pOle simple en les p~
1

et P'.'
1

et qui verifient

([27 l , Chapitre IV).

Resp!(W) + Resp~(W) 0
1 1
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3. Rappe1s sur Ie foncteur de Picard.

3.1. Soit p: X ~ S un morphisme propre plat et de presentation finie. On

appelle foncteur de Picard relatif de X au-dessus de S et on note Pic
X

/
S

Ie

faisceau fppf associe au prefaisceau

0.1.1)

bles sur

S'~ Pic(X X
s

S') groupe des classes d'isomorphie de faisceaux inversi-

Le morphisme canonique Pic(X)/Pic(S) ~ Picx/s(S) est injectif si p*~x ~S . Il

est bijectif si de plus p possede une section ( TDTE V.2.4. ).

3.2. On dit que pest cohomologiquement plat en dimension 0 (EGA III, 7.),

Ou simplement cohomologiquement plat, si la formation de Plf~X commute a tout change

ment de base S' ~ S . Un theoreme fondamental de M. Artin affirme que, si pest

propre, plat de presentation finie et cohomologiquement plat, alors Pic
x

/
s

est

representable par un espace algebrique localement de presentation finie sur S ([2J

Thm. 7.3). Si de plus,

S

p : X ~ S est un schema en courbes, est lisse sur

Si PicX/
S

est representable par un espace algebrique, on note

Ie sous-foncteur en groupes de PicX/
S

composante neutre de PiCX/ S

. 0
P1CX/ S

Si

p : X ~ S est un schema en courbes, il est representable par un espace algebrique.

3.3. Soit C un courbe propre sur un corps k . Si £ est un faisceau inver-

sible sur C

0.3.1)

on definit son degre degc (£) par la formule (de Riemann-Roch) :

On a alors (cf. [15J)

(3.3.2)
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<3.3.3) Si C a pour composantes irreductibles reduites les sous-schemas Di ,

et si est de multiplicite ( = longueur de l'anneau local de C au point maximal

<3.3.4) degD (!)
i

r ni degD. (!) ,ou on a pose
1

deg
D. (! 0 l!lD.)

L L

3.4. Soit p: C ~ S une courbe sur S et ! un faisceau inversible sur C

Le degre de ~ sur les fibres Cs (s ~ S) de C est localement constant et definit

un morphisme de faisceaux abe liens (pour la topologie fppf):

(3.4.1) deg

On designe par Pic2~~ Ie noyau de <3.4.1). (Voir 3.7. pour la relation entre Pi.c0 et

PicCo] dans un cas special),

3.5. Soit C une courbe reduite sur un corps algebriquement clos k . Le

diagramme des composantes i.rreductibles de C est Ie graphe non oriente I(C) sui-

vant, dans lequel on distingue deux especes de sommets.

<3.5.1) L 'ensemble rO
= 'I°.u. "ro des sommets de I(C) est somme de l'ensemble

'r
o

des composantes irreductibles de C et de l'ensemble "10 des points singuliers

de C

0.5.2) Pour p E C(k) ,appelons branches de C en pIes points de la norma-

Usee \ C de Cd' image' p . L 'ensemble r l des arr@tes de r(c) est 1 'ensemble

des couples (p,b) formes d'un point singulier p et d'une branche b de C en

p

<3.5 3) Dne arr@te (p,b) joint p F "IP A celIe des composantes irreductibles

de C ,identifiee a une composante irreductible de C ,qui contient b
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Exemp1es 3.5.4. Notons 0 les points de 'T'o et ~ ceux de 'To . Les courbes

suivantes ont 1es diagrammes suivants :

courbe diagramme

~ c=>

A 0
Si C est purement de dimension un, non necessairement reduite, on pose

3.6. On note Aut(r(C» le groupe des automorphismes du graphe r(c) qui trans-

forment en et en "t'(C) .

Dans le cas ou r(c) est un cycle a 2n sommets et 2n arr@tes

nous dirons qu'un element de Aut(r(C» est une !£!ation, ou qu'il preserve l'orien

tation de r(c) s'il induit l'identite sur le premier groupe de cohomologie entiere

H1(i(C), ~). Le sous-groupe distingue Aut+(r(C» de Aut(r(C» forme des rotations

est cyclique d'ordre n et Aut(r(C» est le groupe dihedral produit semi-direct

d 'une "re flexion" par Aut+(r(C» c:! ~/n ~

3.7. Soient k un corps algebriquement clos, et C une courbe propre et reduite

sur k ,dont les singularites sont formellement isomorphes a celle de la reunion des

axes de coordonnees dans un espace affine An
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Le schema de Picard PicC/ k se devisse comme suit. Soient (Di)iEI 1es

composantes irreductibles de C , Di 1a normalisee de Di

see de C

a) Le morphisme "degre total"

et C=JLD.
~

la normali-

et surjectif, de noyau

b) Le morphisme

est surjectif, d'image Ie plus grand quotient de PiC~/k qui soit un schema abelien.

Son noyau est un tore, canoniquement isomorphe a

Pour D propre et purement de dimension un sur k , il existe une et une

seule courbe C comme plus haut, munie d'un morphisme radiciel C ~ D

tion

est surjective de noyau unipotent connexe.

4. Sous-schema de non-lissite.

l'applica-

Soit f

sion relative d.

x ~ S un morphisme plat de presentation finie purement de dimen-

II resulte du critere jacobien de lissite que Ie sous-schema Xsing de

x defini par l'ideal jacobien, i.e. par Ie d-ieme ideal determinantiel de ~/S
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(Bourbaki; Alg. Comm. Chap. 7, §4, ex. 10) a pour espace topologique sous-jacent l'en

semble des points de X ou fest non-lisse. Nous l'appelerons Ie sous-schema de

non-lissite de X [SGA 7, VI]. Le lien ou fest lisse est note xreg

5. Rappels sur la theorie des deformations.

5.1. Soit A un anne au local noetherien complet de corps residue 1 k . Deux

cas particulierement utiles sont les suivants.

a) A k

b) k est parfait de caracteristique p > 0 et A est l'anneau des vecteurs de

Witt W(k) (l'unique anneau de valuation discrete complet de corps residuel k et

d'ideal maximal (p))

la categorie des A - algebres locales artiniennes de

la categorie des A-a1gebres noetheriennes locales

On designe par CA

corps residuel k et par C
A

completes de corps residuel k Un foncteur covariant F de vers (Ens) est

dit pro-representable s'il existe R ~ Ob CA et un isomorphisme de foncteurs sur

CA

(5.1.0 Hom(R,A)~ F(A)

L'algebre Rest alors uniquement determinee.

Un foncteur covariant F de CA dans (Ens) induit par restriction un

foncteur FICA: CA ~ (Ens) Si FICA est prorepresentable, on dit qu'il est effec-

tivement prorepresentable s'il existe S E F(R) (R comme ci-dessus) qui definisse

(5.1.0 .

5.2. Considerons les systemes (M,B,a) du type suivant
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a) M est une h-a1gebre locale noetherienne complete de corps residuel k

b) Best une M-algebre locale noetherienne complete plate, de corps residuel k,

munie d'un isomorphisme

n B~M k =k[[X,Y]] / (XY)

Un tel systeme (h[[t]], A,no ) est fourni par la h[[t]] - algebre

A = A[[t,X,Y]] / (XY-t)

On demontre dans [8] §l que ce dernier systeme est versel. Pour tout (B,M,n), il

existe un homomorphisme h[[t]] ~ M tel que (B,n) se deduise de (A,no ) par ex

tension des scalaires: B = A ~h[[t]] M

On en deduit facilement l'enonce suivant

Proposition 5.3. Soit p: C ~ S un schema en courbes sur un schema noetherien S

Soient s .E S et x E C (s)
s On suppose que Cs presente en x un point double

ordinaire a tangentes rationnelles Alors, Ie complPte

convenable.Ss -isomorphe a S[[X,Y]] / (XY-t)s pour un t E r<S ,~)s

C dex C en x est

On a mieux

Theoreme 5.3. Soient p: C ~ S un schema en courbes, s E S et x E C (s)
s

tel

que Cs
presente en x un point double ordinaire. Alors, localement pour la topolo-

gie etale (au voisinage de x et s ), C est S-isomorphe a

x S[u,v] / (uv-t) c d\.~

pour t convenable. Si les tangentes de Cs ~ x sont rationnelles sur k(s) ,

l'henselise de C en x est S~ )-isomorphe a l'henselise de X en.s
Ie
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point (0,0) i2ma~e s
h

,pour t E r(s(s)'~) convenable.

Ce theoreme resulte aussitOt du cas particulier o~ S est suppose de type

fini sur ~ . II resulte de 5.2 et de la theorie de R. Elkik de l'algebrisation

des modules des singularites isolees.

6. Points de division des courbes elliptiques.

Soit E une courbe elliptique (variete abelienne de dimension un) sur un

corps algebriquement clos k

Pour tout entier n ~ 1 ,on sait que Ie schema en groupes En ,noyau de

la multiplication par n est Ie spectre d'une algebre de Hopf de dimension 2
n

sur k Si n est inversible dans k , on a

k est de caract~ristique p > 0 ,Ie noyau du morphisme de FrobeniusSi

F : E ... E(P) est de rang p II est isomorphe a ~p Ou a a
p

. 8'il est isomor-

phe a ~p ,on dit que E est ordinaire, et En =~/n X ~n . Sinon, on dit que E

est supersinguliere.

Dans la suite exacte

o ... Ker(F) ... E ... E /Ker(F) .. 0
p p

les deux termes extr~mes sont en dualite de Cartier. Si E est supersinguliere, E
P

est done isomorphe a a 2
p

, l'unique extension non triviale annulee par p de

Les courbes elliptiques supersingulieres sur k sont toutes isogenes, et

forment un nombre fini de classes d'isomorphie (cf. [32J)
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7. Rappels d'algebre commutative.

Noua utiliserons souvent les resultats suivants d'algebre commutative, pour

la demonstration desquels nous renvoyons aux EGA.

(7.1) Soit f: X ~ Y un morphisme de type fini de schemas noetheriens. Si Y est

de Cohen-Macaulay et f plat ,alors X est de Cohen-Macaulay si et seulement si

les fibres de f Ie sont. Par exemple, si Y est de COhen-Macaulay et f quasi-

fini et plat, X est de Cohen-Macaulay.

Si Y est regulier, X de Cohen-Macaulay et que, au point x EX d'image

y E Y ,on a

(7.1 1) dim(~X ) ~ dim(~y ) + dim(~X ~~ k(y»
,x ,y ,x Y,y

alors f est plat en x . La condition (7.1.1) est verifiee si f est quasi-fini

dominant et X irreductible.

EGA IV 6.3.5 et EGA IV 6.1.5.

(7.2) Soit Y noetherien de dimension deux. Pour que Y soit normal, il faut et

il suffit que Y soit de Cohen-Macaulay, et regulier sauf en des points de codimen-

sion deux.

EGA IV. 5.8.6. (Critere de normalite de Serre).

(7.3) Soit Y noetherien de dimension un et generiquement reduit. Pour que Y soit

reduit, il faut et il suffit que Y soit de Cohen-Macaulay.

EGA IV. 5.8.5.

(7.4) Soit f: X ~ Y un morphisme de S-schemas plats de presentation finie. Pour

que f verifie l'une des conditions suivantes : ~tre plat, lisse, etale, une immer-
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sion ouverte, un isomorphisme, plat d'intersection complete relative, il faut et il

suffit que pour tout point geometrique s de S, f s
condition.

X- ~ y_ veri fie la dite
s s

Pour "plat", c'est EGA IV 11.3.10. Les proprieU!s "lisse", "etale",

"plat d'intersection complete relative" equivalent a "plat" + une propriete des

fibres. Enfin, "itmnersion ouverte" equivaut a "etale et radiciel" (EGA IV.17.9.1),

(ou "radiciel" est une propriete des fibres), et "isomorphisme" equivaut a "itmner-

sion ouverte et surjectif".

8. Schemas grossiers de modules

Soit ~ un champ algebrique sur unochema de base S

Definition 8.1. Un espace grossier de ~ est un espace algebrique M sur S

muni d'un S-morphisme TI: ~ ~ M ayant les proprietes suivantes :

(i) Tout S-morphisme de ~ vers un espace algebrique X sur S se factorise de

fa~on unique par TI

(ii) Si s Spec(k) ~ S est un point geometrique de S (k algebriquement clos),

n induit une bijection de l'ensemble de classes d'isomorphie d'objets de ~ sur

s (= S-morphisme de s dans ~ ) avec M(s)

8.2. Si S est noetherien et ~ separe de type fini sur S ,on peut montrer

que ~ admet un espace grossier M. Voici quelques-unes de ses proprietes.

Iildm) Ie

l'henselise~,m
n(m) et

rn

enM

m : Spec(k) ~ ~ un point geometrique de
h

~M,TI(m) l'henselise strict dem~ en

SCient(8.2.1)

strict de

groupe des automorphismes de l'objet m de ~ sur Spec(k) . L'application TI

induit un isomorphisme
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Soit He Aut(m) Ie sous-groupe des automorphismes de l'objet m de ~

sur k qui

spec(t'f )-m,m

se prolongent en un automorphisme de l'objet

. Le groupe Aut(m)/H agit effectivement sur

spec(~h ) ... ~-m,m
h
~,m

de sur

(8.2.2) Si u: X .... ~ est ~tale surjectif, M est Ie quotient de X par la re-

lation d'~quivalence X x~ X . En particulier, pour ~ = [X/G] (voir [8] § 4),

~n a M = X/G

(8.2.3) Pas plus que Ie passage au quotient, la formation du sch~ma grossier ne

commute en general pas aux changements de base. Toutefois, il commute aux changements

ie base plat, et a tout changement de base lorsque n est ~tale. De plus, si M' est

Ie schema grossier de ~~S S' ,l'application

M' .... M ~S S'

est radf ci ell e
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II Courbes elliptiques generalisees.

Dans ce chapitre, nous definissons les courbes elliptiques generalisees sur

un schema de base quelconque, et prouvons les theoremes qui rendent viable la defi-

nition adoptee.

1. Polygones de Neron.

- 1 11.1 Soit C =]p X'!lIn la SOmme disjointe de n copies de]P ,indexees par

'!lIn (n ~ 1) . En recollant la i-ieme copie de ]pl avec la (i+l)-ieme, par identi-

fication de la section 0 de la i-ieme copie avec la section = de la (i+l)-ieme,

On obtient une courbe de genre un C sur Spec( '!l) ,de normalisee C

Pour tout schema S ,on appelle polygone de Neron a n cOtes standard

sur S, ou simplement n-gone standard sur S, le schema sur S quis'en deduit

par extension des scalaires. Un polygone de Neron (resp. un n-gone) sur un corps

algebriquement clos k est un schema sur k isomorphe a l'un des polygones standards

(resp. au n-gone standard).

Exemples.

n = 1

n = 3 A
Lemme 1 2. Soit C un polygone de Neron sur un corps algebriquement clos k

(0 k

(ii) HO(C,W
C

) est de dimension 1 sur k et le morphisme canonique

est un isomorphisme. En particulier Wc ~ ~C
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Preuve: (i) resulte de ce que C est reduit et connexe.

(ii) On peut supposer que C est Ie n-gone standard.

Soit la forme differentielle sur Ie normalise "'" 1C = IP X'!lIn dont la

restriction a la i-feme copie de IP I est dx
Il est clair que a des pOlesx TJ

simples au plus, et des residues + 1 resp. - 1 au "On resp. II OI:l' de la i-ieme

copie de IPI La forme TJ definit done une section globale de wc/s (cf. 1. 2.3. ),

Elle engendre Wc en chaque point de C

Lemme 1.3. Soit C une courbe reduite, connexe de genre un sur un corps algebrique-

ment clos, ayant cOmllle seules singularites de points doubles ordinaires et telle que

Wc ~ ~ . Alors C est lisse ou un polygone de Neron.

""Preuve : Soient n: C ~ C la normalisee de C ,de composantes irreductibles

(Ci)lSiSa ,gi ~ 0 Ie genre de Ci et b Ie nombre de points doubles de C . La

suite exacte longue de cohomologie deduite de

0 .. ~C .. n~~ conoyau ~ 0

et 1.2 (i) fournissent

a = r gi + b et

b ~ a-I ~ 0

Soit bi ~ 0 Ie nombre de points de Ci d'image un point singulier de C

On a

L'existence de W non nul sur chaque composante fournit

La connexite fournit
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Ces inequations ont pour solutions

a) a = 1 b o g = 1 (cas non singulier)

b) a = n b = n (n ;;,; 1) : les sont

et sur chaque Ci deux points ont pour image un point double de C . La courbe C,

etant connexe, est un polygone de Neron.

Definition 1.4. Dne courbe Atable de genre un C sur un schema 8 (ou espace al

gebrique 8 , ou champ algebrique 8) est un schema en courbes sur 8 (cf. 1.1 0.)

dont toute fibre geometrique est soit une courbe propre lisse et connexe de genre un

soit un polygone de Neron.

Proposition 1.5. : 80it

L'ensemble des points

sous-schema ouvert dans

p

s E 8

8

C ~ 8 un morphisme oropre et plat de presentation finie.

tel que Cs soit une courbe stable de genre un est un

Preuve: Les conditions Cs reduit, reduit et connexe, reduit et purement de dimen

sion un, de genre un, n'ayant pour singularites que des points quadratiques ordinai

res, sont toutes ouvertes. Que la condition W~ ~ de 1.3 soit ouverte resulte de

la demonstration de 1.6 ci-dessous.

Proposition 1.6. 80it p: C ~ 8 une courbe stable de genre un.

(1) p* ~C = (95 universellement.

(ii) WC I8 et P*(WC I8) sont inversibles et l'application canonique

0.6.1)

est un isomorphisme.

Preuve. On se ramene aussitOt au cas ou 8 est noetherien. Puis que les fibres

geometriques de p sont connexes et reduites, (i) resulte de EGA III. 7.8.8.

Puisque les fibres geometriques de p sont des intersections completes locales, p

est d'intersection complete locale relative et WC I8 est inversible. De (i) et de
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ce que , on tire que est localement libre de formation compatible

A tout changement de base S' ~ S (EGA III. 7.8.) . Ii resulte alors de la dualite

des faisceaux coherents (1.2.) que p*(wC/S ) est localement libre de formation com

patible avec tout changement de base. Comme (WctS ) = Wc Is ,on est reduit A de
s s

montrer (ii) dans Ie cas ou S est Ie spectre d'un corps algebriquement clos. Dans

ce cas, 1.6.1 est bien connu pour C lisse et resulte de 1.2 pour un polygone de

Neron.

Le lemme 1.7 suivant est un cas particulier de I 3.7.

Lemme 1.7. Soit C un polygone de Neron sur un corps algebriquement clos k

(0 est isomorphe A ffim

(ii) Un automorphisme g de C induit l'identite sur PicO(C) si et seulement si

g agit par rotations sur Ie diagramme r(c) des composantes irreductibles de C

Lemme 1.8. Soit C Ie n-gone standard sur n . On a une buite exacte de groupes

algebriques

nabo .. !t
m

.... Aut(C) .... Aut{r(C» ~ 0

Soit C =]pl Xn/n C est defini par recollement a partir de C , d'ou

". : 'C ... C . Un calcul local montre que C se deduit de C en ec1atant Ie sous

schema de non lissite Csing ,et eeei reste vrai apres tout changement de base. La

reunion des sections marquees "0" et ""," des composantes de C est l'image reei-

proque du sous-schema de non lissite. Des lors, apres tout changement de base, tout

automorphisme de C induit un automorphisme de C qui respecte la reunion des sec-

tions marquees. Ceei permet de definir b et montre que Ker(b) s'identifie au

sous-groupe !tn de Aut{C)
m

forme des automorphismes transformant chaque composante

~l X (i} en elle-m@me, et respectant les sections (O,i) ("',i) . Apres tout change-

ment de base, une section ~ = (Ai)

de rapport 'i

de ~n agit sur ]pI X (i} eomme l'homothetie
m

II reste a prouver que b est surj~ctif; nous Ie ferons en exhibant des

automorphismes de C ,compatibles a la donnee de reeollement, et definissant des
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des automorphismes de C dont 1 'image par b engendre Ie groupe dihedral Aut(r(C».

Ce sont

r

o.
J

(x,i)~ (x,i+j) (j E 71./n)

1.9. Soit C Ie n-gone standard sur Spec( 71.) . Identifions Ie normalise

C de C avec et 1 'image reciproque de dans C avec Itm X71./n 71..

On obtient une action de I&m X71./n 71. sur c =]pl X71./n 71. en posant

(a,O + (b,j) (a·b,i+j)

OU a·b denote l'action naturelle de I&m sur ]pI

Cette action passe au quotient et definit un morphisme

<l.9.I) + creg XC .... C

La restriction de + a creg X creg definit une structure de schema en groupes

commutatifs sur creg et + est une action du groupe creg sur C

On definit comme suit des automorphismes de (C,+)

a) 1 'automorphisme de C =]pl X71./n -1r : (x,O~ (x ,-I)

passe au quotient et definit un automorphisme r de (C,+);

b) pour tout schema S et tout C E ~n(S) , l'automorphisme u(C) de Cs
u(C) : (x,i) ~ (x.Ci,i) passe au quotient et definit un automorphisme de (C

S
,+)

De a) et b) on deduit une action sur C du schema en groupe produit semi-direct du

groupe a deux elements fe,r} par ~n

Proposition 1.10. Soit C Ie n-gone standard sur Spec( 71.) La construction pre-

cedente identifie Ie foncteur Aut(C,+) des automorphismes de C compatibles a +

avec Ie produit semi-direct fe,r} X·~n . Le sous-groupe Aut+(C,+) des automorphis

mes agissant trivialement sur PiCo
C/71. s'identifie au sous-groupe ~n

, et T agit sur Pico par l'automorphisme
-1x .... x
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de a;
m

. Puisque Aut(a; ) C!71./2
m

o -.;;.

, Ie diagramme

(e,T}_O

1

montre qu'il suffit de v~rifier que

Soit g E Aut+(C,+)(S) On dMuit de 1.8et1.7 (ii) qu'il existe

A = (~i) E a;n tel que g soit a(A) (notation de 1. 8). Que g commute a + sig-m

nifie alors que Ai Aj \+j
: A dHinit un homomorphisme de 7l./n dans a: et

m

g est d~fini par une section de ~n

1.11. Soient k un corps alg~briquement clos, et (C,+) deduit de la courbe

1.10 par extension des scalaires de 71. a k . On verifie que, pour x E Creg(k)

la translation y ~ x + y agit par rotations sur Ie diagramme des composantes irre-

ductibles r(c)

Definition 1.12.

stable de genre un

Une courbe elliptique generalis~e (sur une base S) est une courbe

pC'" S

munie d'un morphisme

(1 12.1)

tel que

+ Creg XC .. C
S

a) La restriction de (1.1 .1) a creg fait de creg un schfma en groupes commuta-

tif.

b) (1.12.1) d,Hinit une action du schema en groupes creg ~ C

c) Pour tout pOint geometrique s de S tel que Cs soit singulier, les trans la-

tions y .... x+y de agissent par rotations sur r<c )s

Bien entendu, une courbe elliptique generalisee lisse n'est d'autre qu'une

courbe elliptique au sens u~.el.
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",-",,-,,==c:...-==,---,,-,--,,-,--,,-,,--:......;L=.-'e;;..:n;:.s;;..:e;;..:m:;ob=le.::, U dessE S

Au-dessus de U,Creg

Proposition 1.13. SoH (C,+) verifiant 1.12 a) et b)

tels que C Is verifie c) est ouvert et ferme dans Ss

agH trivialement qsur Pic
C/S

Preuve: Soit x un point geometrique de Ci . La translation y ~ x+y agit par

otranslation si et seulement si elle ~git trivialement sur PicC
o s

lemme suivant (une variation sur un theme de SGA 3) A Picc/S Xs

. Appliquons Ie

sur

Lemme 1.14. Soit p: A ~ S un schema en groupes sur S de fibres des extensions

de varietes abeliennes par des tores. Soient g et h deux endomorphismes de A

II existe une partie ouverte et fermee de S tel que, pour tout S-schema T

gT = hT si et seulement si T se factorise par V

Le lemme montre que U de 1.13 est ferme, car son complement est image

d'une partie ouverte (et fermee) Creg_V de creg . II prouve aussi que si S = U ,

creg agit trivialement sur o
Pic cis . Nous prouverons que U est ouvert en m@me

temps que 1.15 ci-dessous.

Preuve de 1.14. Si S est artinien local, de point s , et que gs = hs ' alors

g = h sur A
n

, pour n invertible, car ce groupe est fini etale. La reunion des

An est schematiquement dense, et donc g = h

On peut se ramener au cas ou S est noetherien. Si s E S , et que

gs = hs ' il resulte que Ker(g-h) A m@me complete forme 1 que A en 0 E As C A ,

puis que g = h dans un voisinage de s II existe donc V ouvert comme en 1.14

SoH V l'adherence de V .Ona A=
V

donc g = h au-dessus de V et

V ~ Vest ferme .

Proposition 1.15: Soit (p: C ~ S , +) une courbe elliptique generalisee.

II existe une famille localement finie de sous-schemas (S )
n n;o,l

fermes et disjoints

de S telle que

image du sous-schema de non-lissite Csing (I. 4.)

b) Sur Sn ' localement pour la topologie fppf , C est isomorphe a 1 'image
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reciproque de la courbe elliptique generalisee a n cotes standard 1.9.

Preuve Le probleme est local sur S et trivial au voisinage des points de S

Ou Cs est lisse. Soit done ~ un point geometrique de S , localise en s E S

tel que la courbe Cs soit un n-gone. Soit a un isomorphisme entre c_ et Ie
s

polygone standard, tel que aCe) soit Ie point 1 de la composante d'indice 0 E~/n,

et indexons les compos antes de Cs par ~/n a l'aide de a . La translation par

x E c:eg
s

, dans la composante d'indice i , induit la rotation de r<e-)
s qui amene

la composante d'indice 0 sur celIe d'indice i: l'addition induit sur

permute transitivement les points singuliers de

TT (Creg ) c:::! ~/n I' addition dans '!lIno s

de C;eg , la translation par x

, et si x est dans la composante d'indice un

Cs Dans un voisinage etale de s, c Is admet des sections x telles quereg

xes) soit dans la composante d'indice un de C~ . L'automorphisme g = x + de cis

verifie alors l'hypothese du lemme suivant.

Lemme 1.16. Soient cis une courbe stable de genre un sur S , g un S-automor-

phisme de C et S un point geometrique de S localise en s E S . On suppose que

Cg est un n-gone, et que g permute transitivement les points singuliers de Cs

Soit res 1 'image du sous-schema de non lissite C
sing

. Au-dessus d'un voisinage

de s , la courbe Cr/r est isomorphe, localement pour la topologie etal~. au

n-gone standard.

On verifie fibre par fibre que Csing est non rami fie sur S . Au voisi-

nage etale de s Csing est done somme disjointe de n sous-schemas

Fi ~ S etant un plongement ferme. Puisque g est un automorphisme, g(U Fi )

En S ,done au voisinage etale de 5, g permute transitivement les Fi et ceux-

~i ont tous la m~me image r

Pour prouver Ie lemme, on peut supposer que S = T . Ce qui precede montre

~ue est alors fini etale sur S On peut Ie supposer somme de sections dis-

jointes xi D'apres I 5.3, pour tout s E S , (C,xi(s»/(S,s) est localement pour

a topologie etale isomorphe au sous-schema de A2 d'equation xy = t (t section
S

,:,onvenable de ~S , nulle en f> ) L'image du lieu de non lissite x = y = 0 de ce
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schema est Ie sous-schema t = a de S ; Ie lieu de non lissite ne peut ~tre etale

que si t =a au voisinage de s Localement pour la topologie etale,

(C,xi(s))/(S,s) est done isomorphe au sous-schema de A~ d'equation xy a

Eclatons Csing dans c pour obtenir C . Un cal cuI local montre que

{; est lisse sur S ,de fibres isomorphes aux normalisees des fibres de C ,et

que l'image reciproque dans C de Csing est etale sur S

Soit n: C~ S' la factorisation de Stein de C . S' est fini etale sur

S et les fibres geometriques de n sont isomorphes a wI . Localement sur S

(pour la topologie etale), C est done somme de n copies de F l . Au voisinage

etale de s ,C se deduit de ~ comme Cs de c~ ,done est un polygone de Neron

standard.

Variante : On se reduit facilement a supposer S noetherien. On peut alors remplacer

l'argument de localisation etale utilise par un passage aux completes; on se dispense

ainsi du delicat theoreme 5.3, remplace par 5.2, mais on doit verifier une compatibi-

lite entre eclatements et completions.

Fin de la preuve de 1.13. Soient U c S et V C creg ,ouvert et ferme comme dans

1.13 et sa demonstration. II faut prouver U ouvert. Puisque Ie complement de

1 'image du lieu de non lissite de C est dans U ,on se ramene au cas ou S est

egal a cette image. Soit x E U Quitte a se localiser pres de U pour la topolo-

gie etale, il existe une translation g verifiant 1 'hypothese de 1.16, et on peut

supposer que la courbe cis est isomorphe au n-gone standard. On verifie alors que

1 'image d'une partie ouverte et fermee de creg (ici, = V) est ouverte et fermee.

Fin de la preuve de 1.15 (dont On reprend les notations).

On prend pour S
n

Ie schema T de (1.16) . On peut supposer S = T
n

il

existe alors localement un isomorphisme de courbes a de C avec 1 'image inverse sur

S du polygone de Neron standard. II se releve en Ci': c~wl x '!lIn et on peut

supposer que Ci'( e) = 0,0) Via a et '5. , (c reg ) 0 agit sur JPl = WI X {a} en

fixant les sections a et =, et s'identifie a wI - {oj - [=} On a done
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(compatible a + ) . Au voisinage de s , on peut normaliser ~ de

(0 :s; i < n) . Si
n

x 1 , ~ est alors un isomorphisme

a E itm(S) , a admet

(pour la topologie

-lInx.a

nx

par

de S

est inversible sur S) et on remplace xetale si n

une racine

de (C,+) avec la courbe (1.9) . Dans Ie cas general

iemen localement pour la topologie fppf

La proposition suivante jouera un rOle technique clef dans les questions

de representabilite.

Proposition 1.17. Soit xIs une courbe elliptique generalisee sur S ,de section

unite e E xes) et soit u: Y ~ X un rev@tement fini etale de X muni de

e E yeS) au-dessus de e . On suppose que les fibres geometriques de Y/S sont

connexes. II existe alors une et une seule structure de courbe elliptique generalisee

~ Y , d'unite e , telle que Ie diagramme

yreg +X
s

y ) Y

0.17,0 1 1u
+xreg X

s
y ) X

soit commutatif.

Soit t E yreg(S) . Soit F' Ie foncteur qui A TIs associe l'ensemble

des ,. rendant commutatif Ie diagramme

Ce foncteur est represente par un rev@tement etale S I de S (ouvert et ferme dans

Ie rev@tement defini par la factorisation de Stein de YT ~T YT (morphismes

-1
(u(t)+)o u et u) L' application e ~ ,.(e) envoie S' dans u uteS), Hni etale

sur S Le sous foncteur F' de F correspondant aux ,. tels que ,.(e
T

) t
T

est done encore represente par un S" Hni et Hale sur S Prouvons que S1t~ S.

11 suffit de verifier que pour S spectre d'un corps algebric;uement clos, H existe

un et un seul T relevant u (t,)+ tel que T(e) = t
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Ceei revient a montrer que Ie rev@tement Y de X ,et son image reeiproque par

u(t)+ : X • X ,sont isomorphes. Pour X lisse, eela resulte de ee que u(t) est

dans la eomposante neutre de Xreg . Pour X un polygone de Neron, on observe que

X n'a qu'un seul rev@tement irreductible de degre donne.

L 'unique section de S" sur S definit un'morphisme t+

construction, etant compatible aux changements de base, definit

+ yreg X Y ... Y

y ... Y . Cette

rendant (1.17.1) commutatif, tel que t + e z t , et caracterise par ces proprietes.

Reste a prouver que + fait de Y une courbe elliptique generalisee, teo que diverses

identites, telles x+y z y+x (x,y E yreg(S) sont verifiees. Puisque u(x+y) =
-1u(x) + u(y) = u(y) + u(x) = u(y+x) ,x+y est une section de u (u(y+x)(S)), etale

sur S ,et il suffit de verifier que x+y = y+x pour les fibres geometriques. Pour

les fibres propres et lisses, une loi de composition A unite est automatiquement une

loi de groupe abelien. Pour les autres, Ie polygone de Neron a n cOtes, avec sa loi

+ standard, n'a pour revetements que les polygones de Neron A nk cOtes, avec leur

10i + standard.

Les autres identites A verifier se prouvent de meme.

1.18. Soit (C,+) une courbe elliptique generalisee sur S . On veri fie fibre

par fibre que Ie morphisme

n x -+ nx

est plat. Son noyau Cn est donc plat sur S

Supposons que S soit Ie spectre d'un corps algebriquement clos k

a) si C est lisse, on sait que Cn est fini de rang 2
n

b) si C est un m-gone, on a Creg -:= a; X '!lIm
m

Notant (n,m) Ie pgcd de n et m on a donc
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En particulier, Cn est fini de rang n.(n,m)

Rappelons Ie lemme suivant.

Lennne 1. 19 . Soit f: X ~ S un morphisme quasi-fini plat et s~par~, avec S

noeth~rien. Si Ie rang des fibres de f est constant, alors f est fini.

Preuve: Prouvons que fest propre. D'apres Ie critere valuatif de propret~, on

peut supposer que S est un trait. D'apres Ie Main theorem de Zariski, X est un

ouvert d 'un sch~ma X fini sur S qu 'on peut m@me prendre plat sur S Comparant

les rangs des fibres sp~ciales et g~n~riques de X et X , on trouve que X =X

d 'ou 1.19.

Corollaire 1. 20. Soient p : C ... S une courbe elliptique g~n~raUs~e sur S et n

un entier. On suppose que, pour tout point g~om~trique i de S , Cs est lisse,

nlm Alors, C est fini localement Ubre S de 2ou un m-gone, avec sur rang nn

On se ramene A supposer S noeth~rien, et on applique 1.18, 1.19.

2. Courbes stables irr~ductibles.

Dans ce §, nous prouvons que, pour ciS une courbe stable de genre un, de

fibres g~om~triques irr~ductib1es, et pour e E Creg(S) ,i1 existe sur C une et

une seule structure de courbe e11iptique g~n~ra1is~e d'unit~ e

2.1 Certains r~su1tats pr~liminaires vaudront pour un morphisme propre et plat

de pr~sentation finie p: C ~ S v~rifiant 1a condition suivante.

(2.1.0 C est une courbe de Cohen-Macaulay de genre un sur S ISS

universe11ement et * ~
p p* Wc/s~ We/S

Une courbe stable de genre un sur S v~rifie (2 1.1) (1.6). Si une fibre

geom~trique C_ de
s p v~rifie (2.1.1), alars cis v~rifie (2.1.1) dans un voisi-

nage de s (pour la condition : "Cohen-Macaulay", voir EGA IV 12.2.1.; pour
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• voir EGA III. 7.8.8.; si P*~C = ~S universellement. est

localement libre de formation compatible a tout changement de base. et on conclut

comme en 1.6). Les fibres speciales des modeles de Neron de courbes elliptiques veri-

fient (2.1.1)(SGA 7 X 1.lS).En particulier. les courbes p: C ~ S de genre un a

fibres geometriques int~gres (= elliptiques, cubiques planes nodales ou cubiques

planes cuspidales) verifient (2 1.1).

Pour toute section t de cIs On designera par m(t) Ie faisceau d'ideaux

qui definit Ie sous-schema t(S)

Proposition 2.2. Soient S un schema noetherien, S un point geometrique de S

localise en S E S p C ~ S verifiant (2.1.1) et J un faisceau coherent sur

Lemme 2.2.1.

C plat sur S . On suppose que Ie faisceau Js sur C~ est isomorphe a un fais

ceau m(~) ,pour t s E Cs(~) . Alors, au-dessus d'un voisinage U de s dans

S il existe une et u~e seule section t E C(U) telle que Jlp-l(U) soit isomor-

La demonstration repose sur Ie lemme suivant

II existe un voisinage U de s au-dessus ducuel p* Hom(J,~C) est

localement libre de rang un de formation compatible a tout changement de base

U' .. U

Deduisons 2.2 de 2.2.1. Quitte a restreindre S ,on peut supposer que

p*Hom(J,~c) admet une section globale e qui. apres tout changement de base, defi

nit un isomorphisme ~S ~ p*Hom(J,~C) . Vu l'hypothese, apres changement de base

de S definit un isomorphisme J ~ m(t_)
s s

est injeetif, il resulte de EGA IV.ll.3. 7

que

Comme e 181~ k(s) : J s ~ ~C
S s

(Ker e)x 0 et que (Coker e)x est p-plat en chaque point x de C
s

done que Ker e = 0 et K = Coker e est plat sur un voisinage U de s Quitte

a restreindre S ,on peut supposer que U = S Comme ~ est de support fini,

K est de support fini sur S. La fleehe ~S~ p*(K), qui vient de ~C~ K, est apres tenso

risation avec k(s) un isomorphisme.Donc,en appliquant Ie lemme de Nakayama (ce qui est
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loisible, car Ie suppoct de K est finie sur S) ce morphisme est surjectif et,

parce que K est plat sur S , il est aussi inject if.

Quitte a restreindre S on peut donc supposer que e est injectif et

que ~S ~ P*(K) . Le sous-schema de C defini par e(J) est donc isomorphe a S et

definit la seule section t telle que J ~m(t)

Prouvons 2.2.1. La suite exacte longue de cohomologie associee a

o~ m(ts)~ l!lC_~ (!l(ts )~ 0
s

et (2 1.1) fournissent

(2.2.2) o

(2.2.3) 1

II suffit donc de demontrer Ie lemme suivant

Lenune 2.3. Avec les notations de 2.2, supposons que

di~(S)Hl(CS,JS) = 1. II existe alors un voisinage U de s dans S au-dessus

duguel p*Hom(J,l!lC) est localement libre de rang un, de formation compatible a tout

changement de base U' ~ U

Preuve Par hypothese,

In. II en resulte que, dans un voisinage de s Rip (J) est nul pour i # 1 , Ie
*

reste apres tout changement de base, et que 1R p*J est localement libre de rang un

je formation compatible a tout changement de base.

Dans Ie theoreme de dualite (1.2.2),

prenons les faisceaux de cohomologie de degre -1 On obtient
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(ou v designe Ie ~S-module dual). En particulier, p* Hom(~'WC/S) est localement

libre de rang un compatible a tout changement de base. II resulte de (2.1.1) que

p* WC/S est localement libre de rang un de formation compatible a tout changement

de base. De (2.1.1) resulte donc encore que, localement sur S ,WC/S est isomorphe

a ~C et 2.3 en resulte.

Corollaire 2.4. : Soit p: C 4 S une courbe de genre un sur S qui verifie (2.1.1).

Soit un faiscesu inversible sur C qui definisse un element de

(cf. I 3.2). Pour toute section t de C sur S ,il existe une et une seule

section t' telle que localement sur S m(t') soit isomorphe a m(t) ~ ~

Preuve: On se ram~ne a supposer S noetherien. D'apres 2.2 on peut supposer que S

est Ie spectre d 'un corps algebriquemencclos. Nous allons traiter un cas "universel".

Faisons Ie changement d& base de S , prenons pour t la sec-

lion universelle et pour ~ Ie faiscesu inversible universel. Pour chaque point de

Is forme (x,lpic) (x E C) de T 1 'assertion est trivialement verifiee. Donc, par

2.2, 1 'assertion est vrsie sur un voisinage de C X Ipic CT. La courbe C etant

propre, il existe un voisinage ouvert U de Ipic dans Pic~/S tel que l'assertion

soit vraie au-dessus de C X U C T L'sssertion est donc vslable sur Ie produit de

C par Ie groupe engendre par U ,qui est

2.5. Nous noterons + Ie morphisme

oPic
c/S

tout entier , done sur

+ . 0 C
P~cC/S X 4 C

tel que pour t E C(S) et pour A E PiC~/S(S) ,represente par un faisceau inver

sible ~ ,on ait

(2.5.0 (localement sur S ).

phisme

Pour t E Creg(S), ~(t) = m(t)~-l est faisceau inversible, d'ou un mor-

(2.5.2) CD Creg P'
-. ~CC Is
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On a

(2.5.3) cpO, + t) A + cp( t)

Theoreme 2.6. Soit p: C ~ S une courbe de genre un qui verifie (2.1.1)

(i) cp est une immersion ouverte.

(ii) Si P est a fibres geometriques integres , 1 'image de cp est un torseur sous

induit l'action triviale de

est a fibres geometriques reduites, l'action + de(iii) Si p

o
PiCC/ S sur

[0 J
PicC/ S

. 0
P1CC/ S

sur c

Preuve. II sufUt de prouver (i) et (11) lorsque S est Ie spectre d'un corps alge-

briquement clos k (EGA IV. 17.8.2.). Les images par cp des diverses composantes

connexes de creg sont alors disjointes. Soient D 1 'une d 'eUes, et e E D(k)

Les applications At-> A + e et t I-t cp( t) - cp(e) sont des isomorphismes inverses l'un

de l'autre entre D et Pico En particulier, cp est un isomorphisme

D~ cp(e) + Pico et (i), (ii) en resultent.

Prouvons (iii). Soit A dans Pico ,represente par un faisceau inversible

forme ~(Z nit i ) =

venables de creg

avec L n
i

= 0 ,pour des sections t i con-

Localement pour la topologie fppf
~(-ni )

df ~ m(t.) ,
nil

Le trans forme par

, tout element de se met sous la

et l'assertion en resulte.

Voici une variante de 2.2.

Proposition 2.6.1. Soient S un schema noetherien, S un poin~ geometrigue de S

localise en s E S p : C ~ S un schema en courbes de genre un sur S ~ ~ ~

faisceau coherent sur C plat sur S . On suppose g~e Cg est une courbe inte~re,
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~ J s est sans torsion et generiquement de rang un et que X(Cs,J!) = -1 . A1o~

au-dessus d'un voisinage U de s ,i1 existe une et une seu1e section t E cCu)

te11e que J!p-1(U) soit isomorphe a met)

Comme observe en 2.1, cIs veri fie (2.1.1) au voisinage de s ; d'apres

2.2, i1 suffit donc de traiter Ie cas ou S est spectre d'un corps a1gebriquement

clos S = S

SOus cette hypothese, prouvons que HOCC,J)

non nul, 1a suite

o . Si f E HO(C,J) est

f
o~ ~C ~ J ~ J/~C' f ~ 0

est exacte, puisque J est sans torsion sur C integre.

On deduit que

ce qui contredit 1 'hypothese.

Puisque X = -1 ,1es hypotheses de 2.3 sont verifiees : i1 existe

e : J ~ ~C ' avec e ~ 0 . Puisque J est sans torsion generiquement de rang un, et

C integre, 1a suite

est exacte, et Ie support de ~C/eJ est fini. On a

l'idea1 eCJ) definit un point t de C ,et J~mCt).

Proposition 2.7. (i) Soient p: C ~ S une cour~e de genre un a fibres geometriques

integres et e E CregCS) . II existe une et une seule loi +: creg X C ~ C telle que,

sur S et apres tout changement de base, pour x E CregCS) et y E cCS) on ait

C2. 7.0 lnr,qlPInpnt" S11r ~
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(ii) Cette loi fait de creg un schema en groupe commutatif d'unite e agissant

sur C pour cette action, creg agit trivialement sur

(iii) La symetrie x ~ -x de creg se prolonge a c et, pour t E C(S) on a

localement sur S

(2.7.2) m(-t) ~ Hom(m(t),~(-2(e»)

(iv) Si cIs est stable, + est 1 'unique structure de courbe elliptique general i-

see sur C d'unite e.

Preuve: On peut supposer S noetherien. D'apres 2.1, la condition (2.1.1) est

verifiee. L'assertion (i) resulte alors de 2.4. D'apres 2.6, Ie morphisme

reg 0
C/Je ) C ~ PicC/S : x .... C/J(x) - C/J(e)

est un isomorphisme de S-schemas. On a

qle(x+y)

de sorte que C/Je est un isomorphisme de groupes. Pour x E Creg(S) et y E C(S)

on a x+y = Cl'e (x) + y L'assertion (ii) en resulte.

Si cIs est stable, (C,+) est une courbe elliptique generalisee d'apres

(ii). Si + est une autre loi de courbe elliptique generalisee d'unite e , et

que , on sait que la translation x + agit trivialement sur

(1.13). On a donc, pour y E Creg(S) et z E C(S)

y + (x + z)

Pour z,. e ceci donne x ~ y ,. y+x = x+y , et + coincide avec + sur

Par passage a l'adherence schematique, on a + = + partout, d'ou (iv).

Prouvons (iii). Pour t E Creg(S) , On a Cl'e(-t)

ment sur S

- Cl'e(t) , donc locale-
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~«-t»~(-(e» ~M-(t»M(e» u.

m(-t) ~m(t)~-l ~ ~(-2(e»

II reste a prouver que pour t quelconque, Ie second membre de (2.7.2) est, locale-

ment sur S, de la forme m(x) . La suite exacte

(2.7.3) 0~ met) -7 ~C - t*<Ss _ 0

donne la suite exacte

(2.7.4) o _ Hom(t*~s,~(-2Ce» - Hom(~C,~(-2(e» _

1_ Hom(m(t), ~(-2(e» _ Ext (t*~S,~(-2(e» _ 0

Comme WC/S est un faisceau inversible sur C (cf. 1.6.1), ~(-2(e» est,

localement sur C/ isomorphe a Wc/s Donc localement sur C

On applique maintenant la formule de dualit~ des faisceaux cohe-

rents pour Ie mOrphisme

(2.7.5)

t : S .. C

, I " 1On remarque que t'WC/S = t'p'~S(l] ~ (pot)'~S[l] = ~s[l) . De plus, R t*~S 0

En prenant les HO des deux membres de (2.7.5) on obtient

De plus, il est facile a voir que Hom(t*~s,~(-2(e» = 0 . La suite exacte obtenue

(2.7.6) o _ ~(-2(e» _ Hom(m(t),<S(-2(e» - t*~s ~ 0

montre que Hom(m(t),<S(-2(e» est plat sur S ,que sa formation commute a tout

changement de base S' .. S et que ~es fibres sont gen~riquement de rang 1 et sans tor-

sion. Pour voir que ce faisceau est, localement sur S' , de la forme met'), il

suffit de voir que pour chaque point geo~trique s de S' on a que

X(Cs ' Hom(m(t),~(-2(e»)

X(C s <S(-2(e» = - 2 , et

1 (cf. 2.6). Mais degc (<S(-2(e»
s

X(C-q , t#a-) = 1 . On a donc bien

2 , donc
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X{CS,Hom{m{t),~{-2{e») = - 1 et par suite que Hom{m{t),~{-2{e»

section t' ,ce qui acheve la demonstration.

m{t') pour une

Corollaire 2.8. Soit p: C ~ S une courbe elliptique generalisee sur S L'appli-

cation x ~ -x : , se prolonge en un automorphisme de cIs

L'extension cherchee est unique, car Creg est schematiquement dense dans

C . Le probleme est donc local pour la topologie fpqc . Le probleme est trivial

au-dessus de l'ouvert ou C est lisse. Soit s un point geometrique de S ,loca-

lise en s E S , tel que Cs soit un n-gone. Au voisinage de ce point, C est
n

fini et plat et, localement pour la topologie fppf ,admet une section t telle

que les multiples de t rencontrent les diverses composantes de . Au voisinage

de s t engendre un sous-groupe H de C
n

, isomorphe il. '!lIn . Le groupe

agit librement sur Cv ,et Cs/H est un I-gone. Dans un voisinage de s ,on a

alors

a) H agit librement sur C ,et C/H est une courbe elliptique generalisee sur S.

b) C/H est a fibres geometriques irreductibles (appliquer 1.15 il. C/H)

c) C est un rev@tement fini etale de C/H

On sait que C/H admet une involution x ~ -x (2.7{iii» On procede

alors comme en 1.17 pour relever cette involution en une involution de C

3. Construction de courbes elliptiques generalisees .

Ce § ne servira pas dans la suite de cet article et nous recommandons au

lecteur de l'omettre en premiere lecture.

Naus y demontrons Ie theoreme suivant 3.2 ci-dessaus.

3.1. soit p: C ~ S une courbe stable de genre un munie d'une section

Soit G un S-schema en groupes commutatifuplat localement de presen-

tat ion finie qui agit sur C . Soient les conditions suivantes.
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0.1.1) G agit trivialement sur . 0
P1CC/ S

0.1.2) Pour chaque point geometrique s de S, G(~) agit transitivement sur

1 'ensemble des composantes irreductibles de C_
s

Dans Ie cas particulier important ou G est Ie schema en groupes constant

~ l'action' de G est definie par l'automorphisme g = ,(1) de C et (3.1.1)

(3.1.2) deviennent

(3.1.3) g agit trivialement sur

(3.1.4) Pour chaque point geometrique s de S g permute transitivement les

composantes irreductibles de S_
s

Theoreme 3.2. Soit G agissant sur C comme en 3.1. Si les conditions (3.1 1) et

(3.1.2) sont verifiees, il existe sur C une et une seule structure de courbe ellip-

tique generalisee d'unite e telle que G agisse sur C par translations. De plus, tout

automorphisme de C sur S qui commute a G et verifie (3.1.1) est une translation.

Plan de la demonstration. Nous prouverons les enonces suivants.

(A) Soit s un point geometrique de S tel que G_
s

agissant sur C_ verifie
s

(3.1.1) et (3.1.2). 11 existe un voisinage fppf U de s et g E G(U) tel que

1 'action de g sur Cu verifie (3.1.3) (3.1.4).

(B) 3.2 pour G =~

Montrons deja que (A) et (B) impliquent 3.2. Les problemes sont locaux pour

la topologie fppf . Si Gs agissant sur Cs verifie (3.1.1) (3.1.2), on

peut donc supposer qu'il existe g E G(S) comme en (A). D'apres (B), il existe une

et une seule structure de courbe elliptique generalisee d'unite e telle que g

soit une translation. De plus, puisque G et g commutent et que G verifie (3.1.1),

G agit par translations. Enfin, tout automorphisme verifiant (3.1.1) qui commute a

G commute a g ,donc est une translation.
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Si Cg est 1isse, on prend pour U l'ouvert de S au-dessus du

que1 C est 1isse, et g = e . Sinon, Cg est un n-gone et l'image de G(~) dans

des composantes irr~ductib1es deIe groupe des automorphismes du diagramme r(Cg)
Cs est d'ordre ~ n . D'apres (3.1.1) ,G(s) agit par rotations sur r(c_)

s .~

groupe des rotatiOns de ~tant cyclique d'ordre n , i1 existe

gg e G(s) d'image un g~n~rateur de ce groupe, et gs permute transitivement 1es

composantes irr~ductib1es de Cs Loca1ement fppf i1 existe une section g de

G qui induise g~ On peut app1iquer 1.16 A g pour v~rifier (3.1.4) dans un

voisinage de s . Que 3.1.3 soit v~rifi~ par g dans un voisinage de s r~su1te

de 1.13.

Preuve de 3.2 pour G =~

Soient , 1 'action de G sur C et g = ,(1) . En app1iquant 1.16 A g,

on se ramene A supposer que 1es fibres g~om~triques de C sont toutes 1isses ou des

n-gones (n fixe) Dans ce cas, gne est fibre par fibre dans 1a m@me composante con

nexe de C que e et gn est justiciable du 1emme suivant.

Lemme 3.3. Soit h un automorphisme de C qui commute A g et v~rifie (3.1.3).Si

he est fibre par fibre dans 1a m@me composante irr~ductib1e de C ~ e ,a1ors

h est de 1a forme x ~ A+ x pour une section de
o

PicC/ S

Preuve: On aura A= c1asse de ~(he - e) . L'hypothese 3.1.3 assure que x ~ ) + x

commute a g . Remp1a~ant h par h(x - A) on se ramene a supposer que he· e

Puisque h v~rifie (3 1.3), pour toute section ~ de , on a

h(gk(~e) = gk(~+e) Toute section de Creg ~tant loca1ement pour 1a topo1ogie

fppf de 1a forme gk(~) h agit trivia1ement sur Creg ,donc sur C

Preuve de 3.2 (suite) On a
n

g x = A+ x . Soit ~ tel que -n) = ~ et

A1ors, ngl = Id et gl d~finit une action de ~/n sur C

Cette action est 1ibre et 1es fibres g~om~triques de C/( ~/n) sont integres. Sur

C/( ~/n) ,i1 existe donc une et une seu1e structure de courbe e11iptique g~n~ra1i-

s~e de section neutre e (2.7). Sur C ,i1 existe une et une seu1e structure de

courbe el1iptique g~n~ra1is~e d'unit~ e te11e que gl soit une translation



-195-
DeRa-53

(cf. 1.17) . Dlapr~s 3.3, pour une section de Pico
et pour~ structure

de courbe elliptique generalisee, (, + e) + x est A + x La loi obtenue est

donc aussi la seule telle que g soit une translation. Enfin, si h commute a g

et verifie (3.1.3) , il existe localement k tel que hgk soit justiciable de 3.3,

et h est une translation.

Remarque 3.4 . Si C est une courbe elliptique generalisee sur S ,on peut mon-

trer qulil existe un et un seul homomorphisme

u

tel que, apr~s tout changement de base, pour toute section t de Creg sur S

On ait

u(~«t)-(e») = t
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III Theoremes de representabilite.

O. Introduction et notations.

Dans ce chapitre et les suivants, nous definissons et etudions divers champs

algebriques, classifiant les courbes elliptiques generalisees munies de diverses

structures additionnelles.

0.1. Notons ~ la categorie fibree en groupotde sur la categorie (Sch) des

schemas suivante ~(S) est la categorie dont les objets sont les courbes ellipti-

ques generalisees sur S ,et les morphismes les S-isomorphismes; Ie foncteur

"image reciproque par u: S -) T" est E .... E XT S . La categorie ~ est un champ

sur (Sch) pour la topologie fpqc (2.1) mais n'est pas un champ algebrique.

0.2. So it ~ Ie sous-champ suivant de 11\ : 11\* classifie les courbes ellipti-

ques generali sees cis telles que, pour tout point geometrique s de S , la carac-

teristique de k(s) ne divise pas Ie nombre de compos antes irreductibles de la fibre

geometrique C Le resultat principal 2.5 de ce chapitre est que 11\* est un champs

algebrique. De ce theoreme technique resulterOnt les theoremes de representabilite

des chapitres suivants. Nous Ie deduirons des criteres generaux de M. Artin. Pour

pouvoir appliquer ceux-ci, Ie point essentiel sera de prouver la prorepre~entabilite

effective de certains foncteurs; ce sera fait au § 1.

0.3. Nous adopterons les principes de notation suivants.

a) ~ , affecte d'un indice, designe Ie champ algebrique classifiant les courbes

elliptiques generalisees, soumises a certaines restrictions, ou munies de structures

additionnelles, dont l'espece depend de l'indice.

b) L'exposant

proprement dites.

indique Ie sous-champ ouvert correspondant aux courbes elliptiques

c) L'exposant h indique Ie sous-champ ouvert obtenu en Otant les points correspon-

dant aux courbes elliptiques supersingulieres de caracteristique pin ,ou n depend

du contexte.

d) L'exposant <Xl indique Ie sous-champ ferme image du lieu singulier de la courbe
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universelle.

e) Une notation ~ [lin] indique soft qu'on considere un champ sur ~[l/n], soit,

si ~ a deja He defini, designe ~ ~~[l/n]

f) Le schema grossier de modules defini par un champ algebrique (1.8) se note par Ie

m@me symbole, avec ~ remplace par M

Nous etendrons ces notations a certains champs au-des sus de ~ , non neces

sairement de finis par un "probleme de module" stricto sensu.

1. Un theoreme de prorepresentabilite.

1.1 Soient A un anneau local complet de corps residuel k et Co une courbe

elliptique generalisee sur k . On suppose que Co est lisse ou l'image reciproque

sur k de la courbe elliptique generalisee standard a n cOtes (11.1.9). Soit D Ie

foncteur des deformations de Co : pour A une A-algebre noetherienne locale com-

plete de corps residuel k D(A) est l'ensemble des classes d'isomorphie de

courbes elliptiques generalisees C/Spec(A) , munies d'un isomorphisme C ~A k ~ Co

Ce § est consacre a la demonstration du theoreme suivant.

Theoreme 1.2. Supposons Co lisse ou n premier a l'exposant caracteristique p

de k On a alors

(i) (Co ,+) n'a pas d'automorphismes infinitesimaux (non nuls).

(ii) Le foncteur des deformations D de (Co ,+) est effectivement prorepresentable.

(iii) D est prorepresente par une courbe C sur Spec(A[[t]J) ,

(iv) Si Co est non lisse, on peut choisir t de sorte que t = 0 soit l'image

du sous-schema de non lissite.

Les automorphismes infinitesimaux de (Co ,+) forment Ie groupe

Lie Aut(Co '+) , de sorte que (i) resulte de (11.1.10). II resulte de (i) et de [25]

que D est prorepresentable.
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1.3. Le cas ou C est irreductible.o

Dans ce cas, Ie foncteur des d~formations de (Co '+) s'identifie par

11.2.7 au foncteur D' des d~formations de (Co,e) ,Ie couple forme de la courbe

Co et de Ia section marqu~e e Ce dernier foncteur est effectivement prorepr~sen-

table, un sch~ma formel en courbes completes etant toujours projectif, donc algebri-

sable. Que D' verifie (iii) resulte des deux formules suivantes :

0.3.1) 1 1
, <Sc )dim Ext (OC (e) = 1

0 0

(1.3.2) 2 1
<Sc )dim Ext (OC (e) 0

0 0

En effet, Ie Ext2 est Ie groupe ou vivent les obstructions aux deformations.

S'il s'annule, D' est prorepresent~ par un algebre de s~ries formelles sur A . Le

Ext 1 s'identifie 11 D'(k[e)/(e2» ,et d~termine la dimension relative.

Prouvons (1.3.1) et (1.3.2). Puisque

dualite (1.2.2)

Wc est isomorphe 11
o

<Sc
o

, on a par

i 1 I-i 1dim Ext (Ob (e), <sc ) = dim H (Ob (e»
000

La formule (1.3.2) en r~su1te trivialement. Pour (1.3.1), on peut supposer k aIg~-

briquement clos.

Si Co

de degre 1, d'ou

est lisse,

o
dim H (Co'

It (e) ~ We; (e) "" <Sc (e)
o 0 0

0c (e» = 1 dans ce cas.
o

est un faisceau inversible

Sinon, Ie normalise TT: 'Co .... Co de Co est isomorphe 11 ~ et un calcu1

local montre que Ie morphisme canonique

~st surjectif 11 noyau de longueur un, concentre au seul point singu1ier de Co

L'assertion dans ce cas resu1te de la suite exacte de cohomologie : on utilise que
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Cela d~montre (iii).

o 0 1
H (C,TI* n (e» ~ H UP ,n l(e» = 0

C 1I?
(car deg lee»~ = -1).

1I?

Prouvons (iv). La courbe Co est ici polygone de Neron a un cOte. La

theorie des deformations des points quadratiques ordinaires montre qu'il existe

u E A [[t]] tel que u = 0 soit l'image du lieu de non lissite de C . D'apres

(11.1.15.), sur Spec(A[[t]]/(u», C est isomorphe a l'image reciproque du poly

gone de Neron a un cOte standard (1.1). La propriete universelle de A[[t]] implique

alors que Spec(A[[t]]/(u» est non ramifie sur Spec(A) , dOnc que

A[[t]] ~ A[[u]] . Ceci acheve la demonstration pour Co irreductible.

1.4 Le cas general.

k

On peut supposer que Co est Ie polygone de Neron standard a n cOtes sur

1, deduit de P X 7l./n par recollement. Soit Ho Ie sous-groupe cyclique d 'ordre

n de Co ' image de (l} X71./n

Soit D" Ie foncteur des deformations de (Co' + , Ho): D"(A) est 1 'en

semble des classes d'isomorphie de systemes (C,+,H) «C,+) courbe elliptique gene

ralisee sur A,H sous-groupe de creg isomorphe a 7l./n ) , munis d'un isomorphisme

de leur fibre speciale avec (Co,+,Ho )'

Lemme 1. 4. 1. On a D"~ D

Cela resulte de ce que

a p).

est fini etale sur A (car n est premier

1. 4. 2 Dans la fin de la demonstration, on ne suppose plus que n est premier a

p (cette hypothese ne servira que via 1.4.1). Soit (C,+,H) comme plus haut (sur A

local complet). Le groupe H agit librement sur C (car Ho agit librement sur

Co) , de sorte que C/H (qui existe car C est projectif) est plat sur A . La loi

+ passe au quotient, et (C/H,+) est une deformation du polygone de Neron a un cOte

on obtient
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ainsi un morphisme de D" dans Dl

Lemme 1.4.3. Le morphisme 1. 4. 2 de D" dans D
l

est un isomorphisme (on ne suppo-

se pas ici n premier A p)

D' apres EGA IV. 18.1.2 pour A artinien, joint au theoreme d'existence

en geometrie formelle EGA III. 5. pour A local complet, pour toute deformation (C,+)

de (Co/Ho '+) sur A , 11 existe une et une seule deformation C de la courbe C
0

sur A , munie de Tlo
C -7 C /H On applique alors 11.1.17.
000

Achevons la demonstration de 1.2. D'apres 1.4.1 et 1.4.3, D est isomorphe

a D etudie en 1.3 et veri fie donc 1.2 (ii) (iii). L'assertion (iv) resulte de
1

1 'assertion analogue pour Dl ,car l'image du sous-schema de non lissite est la

m@me pour C et C/H (notations de 1.4.2).

2. Construction de ~*

Lemme 2.1. ~ (defini en 0.1) est un champ pour la topo1ogie fpqc.

Preuve: Soit S' -7 S un morphisme fpqc et p' : C' -7 Sf une courbe elliptique

generalisee munie d'une donnee de descente. Les sous-schemas S' de S'
n

dennis en

11.1.15 se descendent en des sous-schemas Sn de S (descente fpqc de sous-schemas

fermes). Par localisation sur S , pour la topologie de Zariski, on peut donc suppo-

ser que les fibres geometriques de C' Bont lisses ou ont n composantes irreduc-

tibles. Le sous-schema C' de C' est alors fini sur S' (cf. 11.1.20.) et ren
n

contre chaque composante irreductible de chaque fibre geometrique de C' . Le fais-

ceau inversible S- = ~ (C ' )
C' n

est relativement ample; il est muni d'une donnee de

descente. L'assertion resulte donc de 1a descente des schemas quasi-projectifs

(SGA 1, VIII. 7.8 et SGA 1, VIII.5.2).

Rappe1lons que pour g un champ sur (Sch/S) on identifie 1es 1-morphismei

X -7 g d'un S-schema X dans g aux obiets de g(X) (r8~ ) .
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2.2. M. Artin a demontre un critere maniab1e pour prouver qu'un foncteur est re-

presentable par un espace algebrique ([2J , [3 l ). La m~me demonstration fournit Ie

critere suivant pour verifier qu'un champ est algebrique.

Theoreme 2.3. (M. Artin). Soit S un schema de type fini sur un corps ou sur un

anneau excellent de Dedekind. Soit g une categorie fibree en groupotdes sur (Sch/S).

g est un champ algebrique localement de type fini sur S si (et seulement

si)

(0) g est un champ pour la topologie etale.

(1) g est localement de presentation finie, (i.e. pour chaque systeme projectif

filtrant de S-schemas affines Spec(Ai ). Ie foncteur canonique

l~m 3(Spec(Ai » ~ g(l!m Spec{Ai »
i i

definit une equivalence des categories.).

(2) Soient S,~ E Ob(3(X» deux I-morphismes d'un S-schema X de type fini sur S

vers 3

sur S

Alors Isom (X; s.n) est un espace algebrique localement de type fini

(3) Soit ko un ~s-corps de type fini (i.e. Spec(ko ) est de type fini sur S). et

soit So un l-morphisme de Spec(ko ) vers g . II existe un anne au local

complet R , un morphisme u du spectre d'une extension separable finie k'
o

de ko dans Ie point ferme s de Spec(R) ,et un diagramme commutatif

""j:~' ----- "1'::°'
Spec(R) ~~ g

avec S formel1ement etale en s

(4) Si S est un I-morphisme d'un S-schema de type fini X dans g et que S est

formellement etale en un point x de type fini sur S alors S est formelle-

ment etale en chaque point de type fini sur S dans un voisinage ouvert de x
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Remarques 2.4.

(i) Si les corps residuels de type fini de S sont parfaits, pour etablir que 8

est un champ algebrique on peut remplacer (0) - (4) par (0),(1),(2),(3'),(4), ou

(3') est la condition suivante :

(3' ) Soient s E S et ko une extension finie de k(s) . On suppose que

u : Spec(ko ) ~ S est de type fini. Par hypothese, k(s) est alors parfait et

ko/k(s) separable. II existe donc un unique anne au local complet A(ko } de corps

residuel ko ' muni de u: Spec(A(ko» ~ S formellement etale et prolongeant u

Pour ~o E Ob 8(ko ) , nous noterons Def(~o} la categorie suivante sur la duale de

CA(k }: pour A E Ob CA(k) , un objet de
o 0

muni d'un isomorphisme ~ ~ (image de ~o

conjonction de (3'a) et (3'b) :

~(~o}(A) est un objet ~ de 8(A)

dans S(ko )} . La condition (3') est la

(3'a) Les objets de 8 n'ont pas d'automorphismes infinitesimaux; plus precisement

objets de

et ~o comme ci-dessus, et ~~ l'image reciproque de ~o sur ko[e]

, On a Aut(~'} ~ Aut(~) . Cette condition, et (2) , implique que leso 0

Def(~o)(A} n'ont pas d'automorphismes non triviaux.

(3'b) Pour ko et ~o comme plus haut, Ie foncteur

A ~ l'ensemble des classes d'isomorphies dans Def(~o}(A)

est effectivement prorepresentable (par un anneau local complet R et ~ E 8(R) se

reduisant selon ~o).

II suffit m@me de verifier (3 ' b) apres extension des scalaires A une exten-

sion finie de ko

(ii) Si S est de type fini sur un corps ou sur un anneau excellent de Dedekind

ayant un nombre infini de points et si les anneaux locaux complets R qui apparais-

sent dans la condition (3'b) sont tous normaux et de m@me dimension de Krull, on peut

supprimer la condition (4).

(Pour Ie lecteur familier avec [2] , (i) est facile A prouver. Pour (ii), voir

C:2l. Thm. 3.9) .
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Le polygone de N~ron a n cOtes standard d~finit un morphisme

Th~oreme 2.5. :

(i) ~* (d~fini en 0.2) est un champ alg~brique lisse sur Spec~) .

Cil) L' image ~: du sch~ma de non-lissit~ de la courbe elliptique g~n~ralis~e uni-

verselle au-des sus de ~* est r~union des images de f
n

(n ~ 1)

Preuve. Pour prouver que ~* est un champ alg~brique, nous utilisons Ie critere 2.3

(avec S = Spec~» . Passons en revue les conditions (0) a (4) .

(0) r~sulte de 2.1.

(1) r~sulte par des arguments standard de EGA IV.8.8.

(2) Soient X un S-sch~ma de type fini et

courbes elliptiques g~n~ralisees. prouvons que

(Pi : Cl ~ X,+) , (P2

Iso~«Cl,+),(C2'+»

: C2 ~ X,+) deux

est represen-

table. Ce foncteur est un faisceau fpqc (2.1) de sorte que Ie probleme est local.

On peut donc supposer que les fibres geom~triques de Cl sont lisses ou a n cOtes

(n convenable) et qu'il existe ~: ~/n'+ Cl dont l'image rencontre chaque composan-

te irreductible de chaque fibre g~om~trique de C
l

Isom dans Ie sous-schema ouvert de for~ des

Le morphisme f -+ fo~(l) envoye

kg tels que les g rencontrent

toutes les composantes des fibres g~om~triques. II r~sulte de l'assertion suivante que

ce morphisme est relativement repr~sentable, donc Isom repr~sentable.

a fibres lisses ou a n cOt~, et muni de isomorphe

a ~/n , rencontrant toutesles composantes de toutes les fibres geometriques (i=1,2),

D'apres II 1.17, Ie morphisme

est en effet representable par un morphisme etale, tandis qu'il resulte de la theorie

du foncteur de Hilbert que Isom«C l /Hl ,e)(C2/H2 ,e» est representable.
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:3') Soit ko un Spec~)-corps de type fini; c'est donc un corps fini.

(3')a) resulte de 1.2.(i).

(3')b) resulte de 1.2. (ii).

(4) D'apres 1.2 (iii), les foncteurs de deformations sont prorepresentes par des

anneaux reguliers de dimension 2. D'apres 2.4 (ii), la condition (4) est automatique-

ment verifiee.

La lissite de ~ resulte de sa lissite formelle 1.2. (iii). La seconde

assertionde 2.5. resulte de II 1.15. et de 1.2.(iv).

Remarque 2.6. ~* est horriblement non separe! II resultera de (IV.2.2) que Ie sous-

champ ouvert ~l de ~* classifiant les courbes elliptiques generalisees

fibres geometriques integres est propre et lisse sur 7l . Le "fourre-tout"

cis

til
*

nous

sera utile pour compactifier des modules de courbes elliptiques avec niveau.

Le sous-champ ouvert ~(n)[l/n] de tlI*[l/n] qui classifie les courbes

elliptiques generalisees cis (n inversible sur S) a fibres geometriques lisses ou

des polygones de Neron a n cOtes est lui aussi propre et lisse sur Spec( 7l[1/n]).

II est toutefois moins naturel que ~l[l/n] .
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IV. Structures de niveau.

Dans ce chapitre, nous definissons et etudions les schemas de module de

courbes elliptiques dont les points de division par n sont munis de structures ad-

ditionnelles. Nous etudions en detail la structure a l'infini de ces schemas. Leur

reduction modulo p , pour pin , ne sera consideree serieusement qu'au chapitre

suivant.

1. Contractions.

1.1. Soit p: C -., S une courbe stable de genre un et He c reg un sous-schema

fini localemen~ libre sur S de l'ouvert de lissite de C On veri fie fibre par

fibre que H est automatiquement un diviseur de Cartier sur C . On suppose que les

fibres de H sont non vides.

Proposition 1 2. II existe un et un seul S-schema C ,muni de u

(a) ~ est une courbe stable de genre un sur S

C .... C tel

(b) pour tout point geometrique s de S c~ se deduit de Cs en contractant

en un point chacune des composantes irreductibles de Cs qui ne rencontrent pas Hs

A. Existence. Un argument de passage a la limite nous ramene a supposer S

noetherien. Pour tout s et tout n > 0 on a Par dualite

(I 2.2 et II 1.2), on a done . D'apres EGA III 7.8, les Pif~(nH)

(n > 0) sont localement libres de formation compatible a tout changement de base. Le

m~me enonce vaut pour n = 0 (11.1.6). Soit U l'algebre homogene

U = ~ p ~(nH)

n>O *

Pour Cg irreductible, ~(Hs) est ample, et Us engendre par

ffi HO(~(nH~» , avec A independant de s
n,,;;A

Supposons que C_
s soit un polygone de Neron, et soit Ie polygone de

Neron qui s'en deduit en contractant en un point chaque composante irreductible qui
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ne rencontre pas H . On veri fie que

Sur Cs' 19(nHs)

pendant de s

est ample, et Gg est engendre par avec B inde-

L'algebre homogene G = $ p ~(nH) est donc de type fini, et son spectre
n *

homogene C est propre et plat sur S de formation compatible a tout changement

de base. Le morphisme nature 1 u: C ~ C verifie (a) et (b) .

B. Unicite. Soit

verifiant (i) et (ii). On verifie fibre par fibre que u induit un isomorphisme

u-l(Creg )~ Creg (EGA IV 17.8.2). Les arguments de A. montrent que ~(H) est

ample et que G=$p* ~c(nH) est plat et commute a tout changement de base. On

veri fie fibre par fibre que G~ G ,et C· Sp h(G)

Proposition 1. 3. Soit p: C ~ S une courbe elliptique generalisee dont les fibres

geometriques sont lisses ou sont des nm-gones. II existe une et une seule courbe

elliptique generalisee p: C~ S munie de u C ~ C ,telle que

(i) Les fibres geometriques de C sont lisses ou des n-gones. c~ se deduit de

Cs en contractant en un point les composantes irreductibles de Cs adherence de

celles des composantes connexes de c;eg dont l'ordre dans TIo(C~eg) ne divise pas

n .

(ii) Le diagramme suivant est commutatif

creg XC~ C
S
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Localement pour la topologie fppf de S ,il existe He C comme en 1.1,

qui rencontre exactement celles des composantes irr~ductibles des C~ qu'on ne d~sire

pas contracter (on peut prendre H = C
n

, fini et plat d'apres (11.1.20». D'apres

1.2, il existe une et une seule courbe stable de genre un C munie de u: C ~ C ,
qui v~rifie (i) Le sous-groupe u-l(Creg ) de Creg agit sur C par transport de

structure; puisque u-l(creg )~ Creg ,ceci fournit la structure de courbe ellip-

tique g~n~ralis~e voulue sur C

Exemple 1.4. Soit cis une courbe elliptique g~n~ralis~e, et appliquons 1.3 avec

n = 1 . Localement sur S , l'hypothese de 1.3 est v~rifi~e, pour m convenable

(11.1.15). II existe donc une et une seule courbe elliptique g~n~ralis~e c(C) sur

S ,a fibres g~om~triques irr~ductibles, munie de u: C ~ c(C) et telle que u

induise un isomorphisme

0.4.U

D'apres la d~monstration de 1.3.4, la courbe c(C) est en effet uniquement

d~termin~e par la condition (i) de 1.3, qui r~sulte de (1.4.1), tandis que la struc-

ture de courbe generalis~e est uniquement d~terminee par la section neutre (11.2.7),

implicite dans 1.4.1.

1.5. Soit S Ie spectre d'un anneau de valuation discrete complet a corps residuel

algebriquement clos, et ~,s ses points generiques et speciaux. Pour toute extension

finie k(~') de k(~) ,nous noterons (S',~',s') Ie trait normalise de S dans

. Soit C~ une courbe elliptique sur . Nous disons que C a reduction
11

stable si Ie modele minimal de C sur S est une courbe stable de genre un
11

Proposition 1.6. (i) II existe une extension finie k(~') de k(ll) telle que la

courbe C = c ~ ~'
~' 11 ~

ait reduction stable sur ~'

~

(ii) Si C A reduction stable, Ie modele minimal C de C sur S admet une
11 ~

unique structure de courbe elliptique generalis~e prolongeant celIe de C
ll

(iii) Si de plus les points d'ordre n de sont de finis sur soit Ie

modele minimal C de C est lisse, soit Cs est un m-gone, avec nlm ,et il
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existe une courbe elliptique generalisee C sur S ,de fibre speciale lissc ou un

n-gone et un isomorphisme a de sa fibre generique avec C
Tl

(iv) Le couple (C,a) est unique A isomorphisme unique pres.

Preuve. (i). C'est un theoreme de Neron et Kodaira ([4J ou [20J ou [14J).

la translation u+ de

(ii). La propriete universelle du modele de Neron assure que

prolonge en une section de creg sur S . Si u E Creg(S)

se

C
Tl

se prolonge par transport de structure en un automorphisme de C ; de m@me,

x ~ -x se prolonge A C

Soit U Ie plus grand ouvert de C tel que la loi + de C se prolonge
Tl

en +: U X C C . II suffit de prouver que U = creg : ceci acquis, les identites

exprimant que + est une structure de courbe elliptique generalisee resulterons de la

densite schematique de dans . Pour U est stable par trans-

lation par v : on prolonge + A v+U par (v+u) + x = v+(u+x) Puisque U est

aussi stable par localisation eta Ie sur S (on Ie verifie par un argument de descente;

rappelons que la formation du modele minimal est compatible A la localisation etale

sur S), il suffit de montrer que Us f q .

Soit x un point maximal (= generique) de
r-'
C

S
, et soit Ie trait

spectre de l'anneau local de ~ en x . Puisque C est lisse sur S en x

Cl = C Xs Sl est encore un modele minimal sur Sl Soit u E Cl(S) defini par

1 'inclusion Par transport de structure, la translation u+ de la

fibre generique de 1C1 se prolonge en un automorphisme de Cl ,d'ou

Ecrivant Sl comme limite projective des voisinages de x ,on trou~e que Ie mor-

phisme + : C X C
Tl Tl

C
Tl

se prolonge en +: U Xs C~·c , avec x E U.

(iii) . On sait que c-
n

est quasi-fini et plat. Puisque d'apres l'hypo-

these et la propriete universelle du mociele de Neron, tous les points geometriques de

Cc: ) proviennent de sections de C sur S ,ce groupe est m@me fini sur S etr: n n

(c )
s n

est de rang 2
n . La fibre spe~iale cs

est done lisse ou un m-gone, avec

nlm (cf II 1.13), et on appli~ue 1.3. pour obtenir C par concraction.
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(iv) . Soit C une courbe elliptique generalisee sur S ,de fibre genera Ie

C et telle que C soit lisse ou un polygone a n cOtes. En un point de non
'q s

lissite u de C C est £ormellement isomorphe ou complete a l'origine de la

courbe affine dans A2 d'equation xy = t k , pour k convenable. Par homogeneite,S

k ne depend pas du point choisi. Pour k > 1 C est singulier en u . Ces sin-

gularites se resolvent en eclatant de fa~on iteree les points singuliers, ce proces

aboutissant a remplacer u par k-l droites projectives:

donne A--X
(cf.[8J ).

-'
Soit C la courbe resolue. II n'existe pas de courbe exceptionnelle

de premiere espece
,..,

de Ccontenue dans Cs , sorte que est Ie modele minimal de

C La courbe C est lisse si et seulement si Ie modele minimal C de C est
T] T]

,..., ,....
lisse, auquel cas C = C Sinon, C est un polygone de Neron a nk cOtes, et Cs

s'en deduit par contraction de la fa~on utilisee dans la preuve de 1 'existence.

2, Structures de niveau n.

2.1. Soit n un entier. Nous ne considererons dans ce § que des schemas S sur

lesquels nest inversible.

Dans ce § , nous noterons ~(n) Ie champ algebrique sur ~[l/nJ qui classi

fie les courbes elliptiques generalisees cIs ,de fibres geometriques lisses ou des

polygones de Neron a n cOtes. D'apres (11.1.15), ~(n) est un ouvert de ~

*
donc

un champ algebrique (111.2.5) lisse sur ~[l/nJ . Soit fn la section de ~(n) defi

nie par la courbe 1.9 sur ~[l/n) .

Proposition 2.2. Le champ algebrique ~(n) est propre et lisse sur ~[l/n) . Son

lieu al'infini ~{n) = ~(n) n~: est "'image de f
n

La seconde assertion n'est mise que pour rappel. Elle resulte de 111.2.5.

o
et implique que ~(n) est dense dans ~(n) . La proprete resu~te alors de 1.6 et du

critere valuatif de proprete :8J
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2.3. Pour cis du type considere, est fini etale de rang 2
n (ILL 20),

done localement isomorphe a ~/n)2 (pour la topologie etale). Une structure de

niveau n sur C est un isomorphisme

a.

Definition 2.4. ~ [lin] est Ie champ algebrique sur ~[l/n] suivant: pour S un
n

schema sur lequel n est inversible, ~ [lin] (S) est la categorie des courbes ellip
n

tiques generalisees cis ,de fibres geometriques lisses ou des polygones de Neron

a n c~tes, muniea d'une structure de niveau n

II est clair que ~n[l/n] est fini etale et representable sur ~(n) ,et

ml!me un espace principal homogEme de groupe GL(2, ~/n) On note ~1: lin] 1 'image
n

reciproque de ~(n) ,image du sous-schema de non lissite de la courbe universelle

sur ~n[l/nJ . Le theoreme suivant resulte aussitOt de 2.2.

Theoreme 2.5. mn[l/n] est propre et lisse sur ~[1/n]

etale sur ~[l/n] .

et ~:tl/n) est fini
n

2.6. Rappelons qu 'un champ algebrique 8 "est" un espace algebrique si les ob-

jets qu'il classifie n'ont pas d'automorphiames. Plus precisement, si pour tout corps

algebriquement clos, k ,les objets de 8(k) n'ont pas d'automorphisme non trivial,

alors

a) pour tout schema S ,les objets de 8(S) n'ont pas d'automorphisme non trivial;

b) Ie foncteur S 4 (l'ensemble des classes d'isomorphie dans 8(S» est represen-

table par un espace algebrique.

Theoreme 2. 7. Si n;;' 3 rn [l/nJ est un espace algebrique.
n

clos k

Soient C une courbe elliptique generalisee sur un corps algebriquement

lisse ou un polygone de Neron a n c~tes. II faut prouver qu'un automorphis-

me o de C , trivial sur C
n

, est l'identite. Pour C une courbe elliptique, on

applique ([2~J, app. a Exp. 17). Pour C un polygone de Neron, on verifie sur 11.1.10 que

Aut(C) agit fidelement sur Cn
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Variante 2.8. eet argument, et 111.2.1 , impliquent aussitOt que Ie foncteur

Fn : SH (l'ensemble des classes d'isomorphie de courbes elliptiques generalisees sur

S munies d'une structure de niveau n) est un faisceau pour la topologie fpqc

Les arguments de 111.2.5. montrent alors que ce foncteur verifie Ie critere de repre-

sentabilite de M. Artin. Pour prouver que Fn est representable par un espace alge

brique (n ~ 3) , il n'est donc pas necessaire de generalieer au prealable Ie critere

de M. Artin au cas des champs algebriques.

eorollaire 2.9. Si n ~ 3 '~n[l/nJ est un schema projectif et lisse sur ~[l/nJ.

Un espace algebrique regulier en courbes sur ~ est en effet toujours

quasi-projectif, donc un schema. Voici une demonstration plus constructive : par voie

transcendante (cf. §S), on verifie qu'apres extension des scalaires a ~ ~'"
n

rencontre chaque composante irreductible de ~n . Par specialisation, on en deduit

que Ie diviseur

trique de ~n

~'" rencontre chaque composante irreductible de chaque fibre geome
n

utiliser que ~n est propre et lisse). Des lors, ~(~:) est un

faisceau inversible relativement ample.

3. Structures de niveau H

3.1 Soient n un entier et H un sous-groupe de GL(2, ~/n) Soient S un

schema sur l~quel nest inversible et e une courbe elliptique sur S Pour tout

S-schema T soit F(T) l'ensemble des structures de niveau n sur Cr ,l'image

reciproque de e sur T . Le foncteur Fest represente par un rev@tement fini

etale de S qui est un espace principal homogene de groupe GL(2, ~/n)

Ie faisceau pour Ia topologie etale engendre par Ie prefaisceau

(H agissant a gauche,il vaudrait peut-@tre mieux ecrire H\F(T» . Dans Ie langage

canonique,
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Ce foncteur est represente par un revetement fini etale de S

Une structure de niveau H sur C est un element de FH(S) . Un isomor-

phisme definit une structure de niveau H , et deux tels isomor-

phismes definissent la meme structure si et seulement si, localement sur S ,il

existe g E H tel que ga = S Ce g est uniquement determine, done constant sur

chaque composante connexe de S . On prendra garde qu'une structure de niveau H ne

provient en general pas d'un (l : C
n

Elle ne provient de tels a. que

localement pour la topologie etale. Par exemple, pour H GL(2, '!lin) C a une et

une seule structure de niveau H elle ne vient d'un a. que si C
n

est isomorphe

Definition 3.2. ~[I/n] est Ie champ algebrique suivant : pour S un schema sur

Preuve

lequel n ~st inversible, ~[l/n] (S) est la categorie des courbes elliptiques

cis ,munies d'une structure de niveau H (les morphismes sont les isomorphismes).

II est clair que ~~Cl/n] est fini etale et localement representable sur

Definition 3.3. Le champ aigebrique ~'H est Ie normalise de Inl dans t!\:Cl/n]

Theoreme 3.4. (i) ~ est propre sur Spec~)

(ii) ~~[l/n] est lisse sur Spec~[l/n] ,et t!\:[l/n] est Ie complement d'un

sous-champ m;Cl/n] fini et etale sur Spec~Cl/n]).

(i) Par definition, ~ est fini et relativement representable sur Inl

Sa proprete resulte done de celIe de Inl

(ii) L'assertion resulte du lemme d'Abhyankhar (SGA 1,XIIISJ appliquable ici parce

que Inl[l/n] ,est lisse sur '!lCl/n] ,que In~[l/n] est un diviseur de Inl[l/n] ,

lisse sur '!l[l/n] ,et dont Ie point generique est de Laracteristique a , et que

~~[l/nJ est fini etale sur ~lCl/n] - ~=rl/n]

En 6.7, nous donnerons de 3.4 une demonstration "modulaire" .
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Pour H = (e} , nous poserons ~n ~H . Cette notation est legitimee par

la proposition suivante.

Proposition 3.5. Pour H {e} ,~Cl/n) est Ie champ ~nCl/n) de 2.4.

La construction 1.4 d~finit un morphisme de champs

c : ~nCl/n) .... !l\lCl/n) : (C,aJ H dc)

Puis que !l\nLl/n) est normal (m~me lisse sur ~Cl/n)) , propre sur ~Cl/n) ,et que

clairement ~:[l/n) ~ ~Cl/nJ , il nous suffit de prouver que c est fini et locale

ment representable. II est clair que les fibres de c sont finies. Pour tester la

representabilite locale, il suffit des lors de verifier (cf. 2.6):

Lemme 3.5.1. Pour k un corps algebriquement clos, C un objet de 1l\nCl/n] (k)

et c(C) son image dans ~l(k)

est injective.

l'application naturelle i: Aut(C) .... Aut(c(C»

Pour n" 3

Enfin, pour n = 1

Aut(C) est trivial (cf.2.7) . Pour n = 2 , Aut(C)

i est l'identite.

{~ I}.

3.6. Soient n et m deux entiers, avec njm . Soient He GL(2, ~/n) , et H'

son image reciproque dans GL(2, ~/nm) Pour E une courbe elliptique sur S ,une

structure de niveau nm E ~ QZ/nm)2 definit une structure de niveau
nm a'

rendant commutatif Ie diagramme

E > QZ/nm)2
nm a'

i
: m I·x tv r~ QZ/n)2E >n a

n o. ,

Pour nm invertible sur S ,cette co~struction definit un isomorphisme nu faisceau

des H'-structures sur E avec celui des H-structures. On a

1l\~, [l/nm] ~ ~~[l/n] [110m]
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Puis que ~[l/nJ est fini et etale sur ~~[l/nJ

dans ~,[l/nmJ . On en deduit un isomorphisme

c'est Ie normalise de ~~[l/nj

Le champ ~ ne depend donc que du sous-groupe ouvert K de GL(2,~}

image reciproque de H . Nous Ie noterons parfois ~

3.7. Soient n et m deux entiers premiers entre eux H c GL(2, '!lIn} et

Ie GL(2, '!lIm} . Soient K et LIes images reciproques de H et I dans

Les morphismes de reduction mod n et m induisent un isomorphisme

GL(2, '!l/nm} ~ GL(2, '!lIn} X GL(2, '!lIm} . Via cet isomorphisme, K n Lest l'image

reciproque de H X Ie GL(2, '!lIn} X GL(2, '!lIm)

Construction 3.8. Avec les notations precedentes,

Soit ciS une courbe elliptique. Les application mx --> x et
n

x --> x de-

finissent un isomorphisme

0.8.I) C ~C XCnm n m

Si a (resp. ~) est une structure de niveau H (resp. I) sur C ,localement

representee par a. : C ~ ('!l/n}2
n , on definit la struc-

ture a x ~ de niveau H X I sur C comme etant la classe de l'isomorphisme a. X S

rend ant commutatif Ie diagramme

C a. X S > ('!l/nm)2
n\ll

0.8.I)

C
n

I
I
.v
X Cm

lreduction

('!l/n}2 X ('!l/m}2

L'isomorphisme 3.8 est defini par

(C. Ct. S) l-l--->-) (C, ii" X S)
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Proposition 3.9.

0.9.I)

Avec les notations de 3.7., l'isomorphisme 3.8 se prolonge en

est normal. Prouvons-le au-dessus dePreuve. II suffit de prouver que ~ x~ ~L

7l [11m] . Au-dessus de 7l[l/n] ,la d~monstration est s~trique. est

lisse sur II ,donc plat sur

et de Cohen-Macaulay (I 7.2 et

~l (I 7.1) . ~ ~ ~[l/m]

o 1
7.1) ~[l/m] est m@me ~tale

est donc plat sur

sur ~ ,donc

~ X~l ~[l/m] ,~tale sur ~ ,est normal.

D'apres Ie lemme d'Abhyankar, la ramification de ~[l/n] sur ~l[l/n]

(resp. ~[l/m] sur ~l[l/m]) est mod~r~e. Les indices de ramifications pour ~ et

~1. sont donc premiers entre eux (en fait, des diviseurs de n et m). II en r~sulte

que ~~[l/mn] X~ ~[l/mn] est lisse, et il ne reste plus qu'l appliquer Ie critere

de Serre (1.7.2).

Corollaire 3.9.2.

alors ~
n

Si n est Ie produit de deux entiers premiers entre eux et ~ 3 ,

est un sch~ma.

Soit n = n'.ntl
• Le champ

. De m@me, ~ [lin"] , donc
n

~n[l/n'] est un sch~ma, car repr~sentable sur

~n ,est un sch~ma.

Proposition 3.10.

sur Spec( ll)

(i) L'espace grassier ~ d~fini par ~ est propre et plat

(ii) C'est Ie nOrmalise dans ~[l/n] de (isomorphe A ]pI voir VI 1. I) .

(iv) Les fibres g~om~triques de ~[l/~] ~ Spec( ll[l/n]) sont g~ometriquement uni-

branches .

Preuve La propret~ de ~ resulte de celIe de ~H

lise strict d'un anneau local de ~ donn~e en 1.8.2

De la description de l'hens~-

et de la normalit~ de ~

il r~sulte que ~ est normal. De m@me, ~ est plat sur II Puisque ~ ~ ~

donc est fini, (ii) r~sulte de (i) et de la normalite.
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II suffit de prouver (iii) et (iv) lorsque n ~ 3 (cf. 3.6) auq~el cas

MOCl/nJ ~o[l/nJ . Avec les notations de [8J §4 on a alors
n n

de sorte que ~[l/nJ. M:[l/nJ /H . Ceci ~tant, (iii) r~sulte de (ii).

L I application

(M ~iF )/H~ (M /H) ~iF = M ~iFn p n p -l{ p

est radicielle. Si ptn ,Mn ~ip

r~sulte.

donc (M ~W )/H est lisse, et (iv) en
n p

3.11. La cat~gorie des courbes elliptiques a isog~nie pres sur un schema S est la

categorie d~duite de celIe des courbes elliptiques en inversant les isogenies. Notant

E ~ ~ la courbe elliptique a isog~nie pres sur S sous-jacente a E/S , on a

3.12. Pla~ons nous sur un corps algebriquement clos de caracteristique 0 k . Pour

toute courbe elliptique E sur k ,soit

T(E) • lim E
n

(isomorphe a iz.2

Le groupe des points de division de E est canoniquement isomorphe a V(E)/T(E)

a x E*T(E)/T(E) ,on associe l'image dans En de nx E T(E)

Une isogenie E ~ F induit un isomorphisme V(E) ~ V(F) Ceci permet

de definir V(Eo ) pour Eo une courbe elliptique a isogenie pres. Si f: E -. F

est ure isogenie, on a

Ker(f)

L' application f H T(F) C V(E) identifie les isogenies de sour ce E aux "reseaux"

TI contenant T(E) . On en d6duit que Ie fOncLeur
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(courbes elliptiques) ~ (courbes elliptiques a isog~nie pres Eo ' munies

d 'un "r~seau" T C V(E)

est une ~quivalence de cat~gories.

3.13. Soit Eo une courbe elliptique a isog~nie pres sur k . Un r~seau

T C V(Eo ) peut s'interpr~ter comme une classe mod GL(2, i) d'isomorphismes

6

-l( 42)A 6 on assode 6 2l .

SoH K C GL(2, li) l'image r€dproque de He GL(2, 'll/n)

correspondent A une courbe E , A une structure de niveau H sur E on associe
4 f2 -1 ~2 ~

l'ensemble des 6: V(Eo ) ~ IA tels que 6 ('ll) = T et que

I3n : En = TinT ~'li2 In li2 = (21/n 2l)2 dHinisse la structure de niveau H . Les

13 forment une classe lat~rale sous K , et l'ensemble des courbes elliptiques mu-

nies d'une structure de niveau H (E,O) , avec E ~ ~ = Eo ' s'identifie A

2
K\rsom(V(Eo ) ,/Af )

3 14. SoH g E GL(2, /l>,f) tel que -1gKg C GL(2, 'll) Si on identifie une courbe

elliptique avec structure de niveau K (= de niveau H) a (Eo ,6), avec
2

6 E K\ISom(V(Eo ) , /Af) , 1 'application (Eo ,8) .... (Eo ,g6) assode A une courbe de

niveau K une courbe de niveau

Ces constructions bardent u~ sens sur un schema de caracteristique 0 que1-

conque et d~finissent

(3.14.1)

et un isomorphisme [gJ entre l'image reciproque par "o de 1a courbe universe11e sur

~o -1 ~ Spec(~) a isog~nie pres avec 1a courbe universe1le sur ~ ~ Spec(~) , a
gKg

isogenie pres.
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Par passage a la limite sur K , on en d~duit une action de GL(2, ~f)

sur Ie sch~ma

pr~s.

o
l!m ~ ~ Spec(~), ~ sur la courbe elliptique universelle a isog~nie

K

3.15. Explicitons l'application compos~e

Prenons n , et soit m tels que

n

Soit B

tion par

Ie sous-groupe de

1i2 /-o.2~
n

image de par la multiplica-

A une courbe elliptique avec structure de niveau H (E,a) , on associe la

courbe elliptique Ela-l(B) , pour a : E ~ ('ll/n)2
n

un quelconque representant

de a . L'isog~nie [gJ est 11m fois la projection E ~ E/a-l(B)

Proposition 3.16. L'isomorphisme 3 14.1 se prolonge en un isomorphisme

g

L'isomorphisme [gJ se prolonge en un isomorphisme

[g] g* (courbe elliptique sur ~:Kg-l) ~ ~ ~ (courbe elliptique sur ~) ~ ~ .

Preuve. Montrons tout d'abord que (3.15.1) se prolonge en

cg ~ ... ~~

Soit b l'ordre de B comme en 3.15 et soit I Ie champ relativement repr~sentable

n{lsur '''1 qui repr~sente Ie foncteur des sous-schemas en groupeslocalement libres de

rang b de la courbe elliptique universelle E La th~orie des schemas de Hilbert

1 ., I~rn~montre que a proJect~on ~ ..~

du lemme suivant. il est fini.

est un morphisme propre et representable. En vertu
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Lemme 3.17. Soient E une courbe elliptique sur k algebriquement dos et b un

entier II n'y a qu'un nombre fini de sous-schemas en groupes de rang b de E

Preuve de 3.17. On proc~de par recurrence sur b

a) il n'y a qu'un nombre fini de sous-schemas etales de rang b de E

tifient aux sous-groupes d'ordre b de Eb(k)

11s s' iden-

b) si He E n'est pas etale, k est de caracteristique p > 0 et H ~ Ker(F)

Les sous-groupes non etales de rang b de E correspondent donc aux sous-groupes de

rang b/p de E(P) = E/Ker(F) , et on conclut par l'hypoth~se de recurrence.

Preuve de 3.16. (suite). La construction 3.14 definit une section s sur

~ ~ Spec(lQ) de I IrP><rn
l

"X

~ ~II r~sulte du Main Theorem de Zariski et de la normalite de "X que cette

1 It\0section se pro onge sur "X , definissant un sous-groupe B de l'image inverse E

par c de la courbe elliptique universelle sur 1lI
0

1
; Ie prolongement cg voulu est

defini par E/B; l'isomorphisme [gJ est defini comme en 3.15.

Le morphisme cg ainsi defini est quasi-fini et representable. II identifie

, d'oi'!

donc ~ A un ouvert du normalise

o g 0!lIK ~ Spec(lQ) ~ III -1 ~ Spec(lQ)
gKg

de dans

g

Ce morphisme est un isomorphisme, d'inverse -1
g

3.18. On peut montrer que g se prolonge en un isomorphisme

~~1lI -1
gKg

Nous nous contenterons de montrer Ie resultat analogue pour les schemas grossiers.

Proposition 3.19. Le morphisme de schemas gross~rs deduit de 3.16 se prolonge en

6:M~M 1
-l( gKg-
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Soit reM X M
K gKg-l

l'adherence du graphe G de g

On a, ensemblistement,

et, d'apres Ie Main theorem et 3.10Des lors, rest fini sur M. et M
K gKg-l

r~ M sont des isomorphismes. 3.19 en resulte.
gKg-l

3.20. Soit C une courbe elliptique sur S , avec n inversible sur S . II est

bien connu que Ie "en-pairing" definit un isomorphisme.

<3.20.0 e
n

Dne structure de niveau n a: C ~ (~/n)2 definit done un isomorphisme
n

-1 ,.., iemededoJ : ~/n __ \-In ,i.e. une racine primitive n de l'unite

deal = det(a)-lCl) sur S

Notons ~[C ]
n

l'anneau des entiers du corps des racines iemes
n de 1 'uni-

teo La construction a~d(a) definit un morphisme

d : rno[l/n] ~ Spec( ~[C )
n n

Ce morphisme se prolonge au normalise et definit

0.20.2) d

De m@me, une structure de niveau H a definit

Le groupe C'll/n)*

souS-anneau des invariants de

comme plus hau:

0.20.3)

defirdssant

d

~[Cn) sous l'action de det

; si ~[Cn)det H est Ie

H c C~/n) * , On trouve
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(3.20.4) d

3.21. Pla~ons-nous sur ~(m)[l/mJ avec nlm . Si C est la courbe elliptique

generalisee universelle, Ie en-pairing se prolonge en un isomorphisme

En particulier, pour Ie polygone de Neron A m cOtes standard, on trouve un isomor-

phisme

(3 21.1) e
n

Identifions '!lIn A ('!lIm) n par i I-> (m/nH . On a

0.21.2)
2
II (t X '!lIm)m n

Selon les conventions de signe utilisees pour definir

(3.21.2) sont egaux ou opposes.

4. Exemples.

e
n

, (3.21. 1) et

4.1. Nous Boterons r (n) , r (n) , r' (n) et r(n) les sous-groupes de
o 00 00

GL(2,,z) forme des matrices ( : :) telles que

r (n) c == 0 (mod n)
0

roo(n) c == 0 (mod n) a == 1 (mod n) ;

r' (n) c == 0 (mod n) a == d == 1 (mod n)
00

(: b) , 1 :)r(n)
d == ( 0

(mod n)

Ces sous-groupes sont chacun image reciproque de sous-groupes H de

GL(2, '!lIn)

4.2. Pour r (n)
o H est Ie sous-groupe de GL(2, '!lIn) qui stabilise Ie sous-

groupe '!lIn X (O} de ('!lln)2 Si C est une courbe elliptique sur S ,et que
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a est une structure de niveau H sur C , representee par a : C ~ ('!l/n)2
n

Ie sous-schema en groupes a-l( '!lIn X ,oJ) de Cn ne depend donc que de a: ' Si

nest inversible sur S cette construction etablit un isomorphisme du faisceau

des structures de niveau H sur C avec Ie faisceau des sous-schemas en groupes de

C localement isomorphes A '!lIn ,En d' autres termes

construction 4.3. ~ (n)[l/n] s'identifie au champ algebrique classifiant les cour
o

bes elliptiques cis ,~ n inversible sur S , munies d'un sous-schema en

groupes A localement isomorphe A '!lIn

4.4. Pour cis et A comme en 4.3, Ie sous-groupe C IA de
n

C/F est localement

isomorphe A '!lIn ,d 'Oll un morphisme

(C,A) I-> w(C,A) • (CiA, C/A)

La multiplication par n se factorise par un isomorphisme

definit un isamorphisme

c/c ~ C
n

celui-c1

ww(C,A) - «C/A)/(c IA) , (CiA) I(c IA» • (c/c , .. )~ (C,A)n n n n

d'Oll un isomorphisme wZ ~ Id : west une involution, On veri fie que west du type

_('0 1)
3.16, pour g n °

4.5. voici une description plus symetrique du champ et de w ,Associons A (E,A)

l'isogenie E ~ E/A ,On trouve que ~ (n)[l/n] est encore Ie champ classifiant
o

les isogenies

de noyau cyclique d'ordre n

Si (E,A) definit a: El ~ EZ ' w(E,A) definit une isogenie

EZ ~ EI/(El)n ,qui, via l'isomorphisme 4.4 de El/(EI)n avec El ,s'identifie

au dual de Cartier de a dans Ie langage des isogenies,
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4.6. Soient cIs et A comme en 4.3. Pour chaque facteur premier p de n

compos~.

des involutions de

On pose w (E,A) = (E/A
P P

~ (n)[l/nJ ,celles-ci
o

soit

A
P

A la composante
p

n =Ti;n(p)

p-primaire de A: A • 1T A , et soit n(p) l'ordre de
pin p

A + E (/A) . Les w d~finissent
pn p p p

commutent deux A deux, et w est leur

4.7. Le sous-groupe r (n)
00

de
~

GL(2, 7l) est l'image r~ciproque du sous-groupe H

de GL(2, '!lIn) qui fixe 1 'el~ment 0,0) de (o./n)2 ou, ce qui revient au m@me, Ie

morphisme ~: '!lIn ~ ('!l/n)2 : x~ (x,O) Raisonnant comme en 4.2, on obtient :

construction 4.8. ~ (n)[l/nJ s'identifie au champ alg~brique classifiant les
00

courbes elliptiques cIs ,~ n inversible sur S ,munies d'un plongement

~ : '!lIn ~ C
n

,i.e. d'une section ~(l) partout d'ordre exactement n

s'identifie au champ algebrique classifiant les courbes elliptiques

est l'image r~ciproque du sous-groupe

, munies de

qui fixe

. Des lors,

et de

GL(2, '!lIn)deH

~ : '!lIn '-> C
-- n

('!l/n)2 I '!lIn X [a}dans(0,1)

S

et la classe de

inversible surn

4.9.

0,0)

~, (n)[1/oJ
oJO

cIs ,avec

y : '!lIn ~ Cn/lm(~) . Le produit exterieur d4finit un isomorphisme

R /\ 2 e
C IIm(~) +;:;;- ('!lIn) ~ C IIm(~) ~ Im(~) ~ C IIm(~) ~ II c ~) ~n n n n n

Via cet isomorphisme, se donner y revient donc A se donner un isomorphisme de '!lIn

avec ~n ,i.e une racine primitive nieme de l'unit~ sur S . Des lors

construction 4 10.

Cet isomorphisme est Ie produit fibr~, sur Spec( '!l) ,du morphisme d'oubli:

ornr, (n)
00

(d~fini parce que r' (0) c r (n»
00 00

et du morphisme d (3.20.3>'

Definition 4.11. '~(n)[l/nJ est Ie champ alg~brique classifiant les courbes
o

elliptiques generalis~es cIs avec n inversible sur S ,munie d'un sous-schema

en groupe A localer~nt isomorphe a '!lIn ,et ~encontrant ~hasue composante irre-

ductible de cr.aque fibre geometrique de C
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L' application, on a min

. Elle est etale de sorte que

,
m-gone est classifie par ~ (n)

o
dans fl4t.

Si t:n

"oubli de A" envoye done '~(n)[l/n]
o

'~ (n)[l!n] est un champ algebrique lisse.
o

4.12. Comme en 3.5, on de fin it un morphisme "oubli de A et contraction (1. 3)"

c '~(n)[l/n] .... inl [lin]
o

Pour k un corps algebriquement clos et C un objet de '~(n)[l!n](k) , l'appli
o

cation Aut(C) .... Aut(c(C» est injective pour C lisse, c'est trivial; pour C

un m-gone, muni de A c C , on verifie sur 11.1.10. que x ~ -x est Ie seul auto-

morphisme non trivial de (C,A) . On veri fie comme en 3.4 que '~(n)[l!n] est
o

propre sur ~[l!n] . Comme en 3.5, on en deduit Ie resultat sulvant

construction 4.13. On a ~ (n)[l!n]
o

Des arguments analogues fournissent la

Construction 4.14.

generalisees cis

~ (n)[l!n] est Ie champ algebrique classifiant les courbes
00

avec n inversible sur S , munies d'un plongement

S : ~!n ~ C ,dont l' image rencontre chaque composante irreductible de chaque fibre

geometrique de C

Puisque ~[~n] [lin] est etale sur ~[l!n] , On deduit par ail leurs de

4.10 par normalisation la

Construction 4.15.

4.16. Soit A Ie sous-groupe de GL(Z, ~!n) forme des homotheties. Nous appele-

rons structures projectives de niveau n les structures de niveau A . Elles jouent

un rOle important dans les travaux d'Ihara. Plus generalement :
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Definition 4.17. Soit cis une courbe elliptique generalisee sur S , avec n in-

versible sur S . On suppose que les fibres geometriques singulieres de C Sont des

n-gones. Une structure projective de niveau n sur C est une section de

Isom(C I. 7l/n)2)/A
n

Lemme 4.18. Soit (C,n) une courbe elliptique generalisee sur un corps alge-

briquement clos, munie d'une structure projective de niveau n . Si n ~ 2 Ie

seul automorphisme non trivial de C qui respecte n est x~-x

Si C est un n-gone, Ie lemme resulte facilement de 11.1.10, et vaut m@me

si n = 1

Lemme 4.19.

Si C est lisse, c'est un cas particulier du lemme suivant.

Soient n ~ 2 et g un automorphisme d'ordre fini d'une variete abe-

lienne X sur un corps algebriquement clos k Si g induit une homothetie sur

X
n

alors 2
g 1

construction 4.20.

P",r hypothese, il existe r E7l/n tel que g - r soit nul sur X 11n

existe donc un endomorphisme h de X tel que g-r n.h Si C est une racine

du polyn8me caracteristique de g , C est une racine de l'unite et l'entier alge-

brique C-r est divisible par n Si R est l'anneau des entiers du corps ~(c> ,

l'image de C dans R/nR est donc egale a celIe de r . Puisque R =7l[C) , c'est

absurde si C # ~ 1 . Puisque g est semi-simple, 4.19 en resulte.

Du lemme 4.18 pour les n-gones, et d'arguments maintenant familiers, On

deduit Ie resultat suivant.

Pour A comme en 4.16, ~A[l/n) est Ie champ algebrique classi

fiant les courbes elliptiques generalisees munies d'une structure projective de ni-

veau n

Pour (C,a) classifif par ~A[l/n), et n ~ 2, il resulte de 4.18 que

Aut(C,n) est constant. On en dfduit la proposition suivante (1.8).

Proposition 4.21. Pour A comme en 4.16, et n ~ 2 I 'application
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est etale.

Remarque 4.22. Pour n = 2 rnA n I est autre que' ~ ,et I' application

5. Theorie transcendante (rappels).

5.1 Soit E une courbe elliptique sur ~ . L'application exponentielle definit

une suite exacte de groupes analytiques

Si S: 71
2~ HI (E, 7l) est une base de E ,nous poserons

(pour L et L
2

deux elements de Lie(E) , avec L2 '" 0
, on note r, l h

2
Ie nom-

1

bre complexe ). tel que Ll = ).1,2)

Si Y =(: ;) E GL(2, 7l) , on a

5.2. L'application

z( Sy)

1exp(n L(x»

a z(S) + b
c z( S) + d

induit un isomorphisme

(5.2.1)

+
Posons X- = ~ - lR , et soit

une structure de niveau n

aoS E GL(2, 7l/n) , dans

ne depend que de (E,a)

X Ie demi-plan superieur. Si a: E ~ ( 7l/n)2
n

+
la classe du couple (z(S), aoS) : z(S) E X-

+
X- X GL(2, 7l/n) I GL(2, 7l)

est
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5.3.

phisme

Soient H et K comme en 3.6. . La construction 5.2 definit un isomor-

+
~(a:) ~ X- X (H \ GL(2, 72/n)/GL(2, 72)

On a d'ailleurs des isomorphismes

+
X X (H \GL(2, 72/n»/SL(2, 72) ~ X- X (H \ GL(2, 72/n»/GL(2, 72)

"""' + f
----';> K \ X- X GL(2, IA )/GL(2,1Il)

5.4. On sait que Ie morphisme de reduction SL(2, ?l) .... SL(2, 72/n) est surjectif.

II en resulte que les composantes connexes de ~(a:) s'identifient aux fibres de

1 'application

(5.4.0 x X (H \ GL(2, 72/n»/SL(2, 72)~ det H \ <7l/n)*

Soit ~*(a:) l'ensemble des racines primitives niemes de l'unite dans a: .
n

Par extension des scalaires de 72 A a: ,(3.20.4) definit une application.

(5.4.2) d
:>

. (2rdx) / rJVia la bijection x~ exp ---n- : 72 n ~ ~n(a:) , (5.4.1) s'identifie A la restric-

tion de cette application A ~(a:) . Les fibres geometriques de caracteristiques 0

de (3.20.3) (3.20.4) sont donc irreductibles. Le corollaire suivant resulte des lors

du theoreme de connexion de Zariski.

Corollaire 5.5. En toute caracteristique, les ffbres geometriques de (3.20.4)

[ Jdet H
~ .... Spec( 72 Cn ) sont connexes .

Corollaire 5.6. En caracteristique p premiere An, les fibres geometriques de

(3.20.4) sont irreductibles.

Elles sOnt connexes et geometriquement unibranches (3.10 (iv».
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6. Structures de niveau H etude a l'infini.

Ce § ne servira pas dans la suite de cet article. Nous recommandons au

lecteur de l'omettre en premiere lecture.

Soit H un sous-groupe de GL(2, ~/n) . Nous nous proposons de donner une

interpretation modulaire de ~[l/nJ qui generalise 3.5, 4.13, 4.14, 4.15 et 4.20 .

Nous definirons tout d'abord par voie modulaire un champ ~'[l/nJ ,propre et lisse
H

sur ~[l/n] ,et dont ~[l/nJ soit un sous-champ ouvert dense. Nous definirons

comme en 3.5 un morphisme fini c: ~[l/nJ ~ ~1[l/nJ . Nous prouverons ensuite

l'analogue de (3.5.1) . La demonstration de 3.5 donne alors ~~[l/n] = ~[l/n]

clest llinterpretation modulaire cherchee.

6.1 Soient A un groupe isomorphe a (~/n)2 A' c A un sous-groupe isomorphe

a ~/n et B un sous-groupe contenant A' . Le systeme (A,A',B) est done isomor-

~l. Nous noterons

min convenable.xm~/n~) ,pour
2

et ~ : AA~ ~o

2« ~/n) ,~/n X CO} ,~/n?he a un systeme

Soit de plus ~ un groupe isomorphe a ~/n

2
la restriction de ~o a AB

L'exemple essentiel d'une telle situation est Ie suivant. Soient C une

courbe elliptique generalisee sur un trait complet S ,de ?oints ~ et s ~

Ie spectre d'une clOture algebrique de k(~) et S Ie spectre de la clOture alge-

brique correspondante de k(s) Si n est inversible sur S , que C est lisse
~

et que C!' est un polygone de Neron a min cOtes, On prend

~ = 1-\ (11) ~ ~ (s), A = Cn (~), A' = CO(s) B = (Cx-eg) (5) et ~o en n n ' s n n

La restriction de ~o
2

a A B ne depend que de la fibre speciale C_
s

(cf. 3.21).

6.2. Avec les notations' de 6.1, soient I l'ensemble des isomorphismes

a : A ~ (~/n)2 et I l'ensemble des couples (a, S) formes de (1: B ... (~/n)2

et de S: I..l ~~/n tels que Ie diagramme suivant soit commutatif

2 2 2
A B co

Aa. ~ A (~/n)2

(6.2.1)
\ Sl i s
IV @
i..l ~ ~/n
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On definit c : 1->1 par 0.-> . Le groupe GL<2,7L./n) agit sur I

et I a gauche par g.o. = goo. et g.(a,~) = (go., det(g).~) Soit U le sous-groupe

de Aut(A) qui agit trivialement sur A' et A/A' . 11 agit a droite sur I et I

par o..u = o.ou et (a,~)u = (ao(uIB),~) . Ces actions sont compatibles a c

Lemme 6.2.2. L'application c est surjective.

La verification est laissee au lecteur.

Les sous-groupes U' de U et les sous-groupes B' de A contenant A'

se correspondent bijectivement par

U' I-> sous-groupe U'
A des invariants de U'

B'I-> sous-groupe de U(B') agissant trivialement sur B'

On a 1 = I/U(B)

HaU(B)

Soit a E H\I" , image de 0. E I . L'ensemble des 0' E I d'image ii est

Nous dirons que Best adequat si U(B) est le sous-groupe de U qui

stabilise l'image a de 0. dans H\ I

Ceci signifie que

I

1
H\I

------.;..,. 1 = I/U(B)

1
------,..,. H \ I/U(B)

(6.2 3)

(6.2.4)

a est le seul element de H\ I d'image a

tout u E U tel que au = a est dans U(B)

Notons H J B l'ensemble des a E H \ Y pour lesquels Best adequat. 11

resulte de la discussion precedente que

Lemme 6.2.5 On a H\I~ ..l.L
A'cB'cA

H J B' (sollUlle sur B' )

6.3. Soient donnes seulement un groupe B • un sous-groupe &' ,avec (A' ,B)
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isomorphe a ( 'llin X {a}, 'llln'll x m'llln?l) pour min convenable, I.l i.somorphe a
2

I CEi, ~)?lIn et ~l : II B'- I.l Notons encore 1 'ensemble des couples formes

de a: : B'-> ( ?lIn ?l)2 et de ~ : ~ ~?lln tels que Ie diagramme 6.2.1 soit

commutatif

Le groupe GL(2, ?lIn) agit a gauche sur I par g. (o.,~) = (goo.,det{g}.~)

et Ie groupe U des automorphismes de B induisant l'identite sur A' et BIA'
\

agft a droite par (0., ~)u = (o.ou,~) . Nous noterons H J B l'ensemble des a E H \ I

tels que

a) si '"it E I est d'image a ,et que gil = a ona gEH

b) tout u E U tel que au a est l'identite.

eette notation coincide avec celIe de 3.11 lorsque cette derni~re a un sens.

6.4. Soient S un schema sur lequel nest inversible, et e une courbe ellipti-

que generalisee sur S On suppose que les fibres geometriques de e sont lisses

Ou des polygones de Neron a m cOtes, avec min On se propose de definir un fais-

ceau etale F sur S de formation compatible a tout changement de base, intuive-

ment decrit par les deux proprietes suivantes.

a) Si e est lisse sur S ,F(S) est l'ensemble de structures de niveau H de e

sur S

b) Supposons S spectre d'un corps algebriquement clos, et que e soit un polygone

de Neron a m cOtes (min) . Appliquons 6.3 pour B , A' et

PI en (cf. 6.1). On veut avoir F(S)= H J B

6.5. Soit Fl(S) l'ensemble des systemes (B,a,S) consistant en

a) un sous-schema en groupes fini etale Bee
n

b) et ~ : I.ln ~?lln

tels que

c) localement sur S ,B contient un sous-groupe isomorphe a ?lIn
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d) Ie diagranune
2 a 2
II Be" ) 1I'lZ/n

1··
I

13
t

1-\ f'J
) 'lZ/nn

est cornmutatif;

e) pour tout point geometrique 51 de S ,si Cs est singulier, (a,S) mod H

est du type decrit en 6.4 . Dans tous les cas, on demande que si g E GL(2, 'lZln) est

On agE H

Si cis est lisse, un systeme (B,a,l3) definit une et une seule H-struc-

ture sur C celIe localement representee par des 0. : C ~ ('lZln)2
n

qui pro lon-

gent a et de determinant 13 (l'existence locale de 0. resulte de 6.2.1, l'unicite

mod H de la condition e».

On dira que a et b dans Fl(S) sont equivalents si :

1) Soit U l'ouvert de S au-dessus duquel C estlisse; a et b doivent defi-

nir la m@me structure de niveau H sur CU/U

2) Soit s un pOint geometrique de S tel que C_
s

soit singulier. a_ et
s

doivent @tre conjugues sous H Cette condition implique que a et b sont conju-

gues sous H dans un voisinage etale V de i ,done que 1) est verifie dans

Le faisceau F des structures de niveau H sur cis est Ie faisceau en-

gendre par Ie prefaisceau Fo quotient de Fl par la relation d'equivalence prece-

dente.

On a fait ce qu'il fallait pour que F soit de formation compatible a tout

changement de base, admette les valeurs 6.4 et soit represente par un S-schema S'

etale sur S

Definition 6.6. (i) Une structure de niveau H sur une cOJrbe elliptique genera-

lisee cis comme en 6.4 est un element de F(S)
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(it) Le champ algebrique rr~[l/n] sur z;>;[l/n] est Ie champ algebrique qui classi

fie les courbes elliptiques generalisees cis ,( n inversible sur S) a

fibres geometriques de cis lisse ou des polygones de Neron a min cOtes, munies d'une

structure de niveau H

Par oubli de la structure de niveau H

~[l/n] -7 llltt ~[l/n] est done lisse surz;>;[/n]

on definit un morphisme etale

et ~ClO[l/n] €lale sur z;>;[l/n]

Par contraction (1.3 pour n = 1) et oubli de la structure de niveau, on

definit c: ~[l/n] -7 ~

Theoreme 6.7: (i) ~[l/n] est propre et lisse sur Z;>;[l/n] ; l'image ~ClO[l/nJ du

sous-·schema de non lissite de la courbe universelle est fini €lale sur z;>;[l/n]

(ii) Le morphisme c est fini et representable. Le champ ~[l/n] coincide donc

(cf. 3.5) avec ~(l/n]

II reste a prouver que ~[l/nJ est propre sur Z;>;[l/n] , et que c est

representable, i.e. que, pour tout objet C du champ ~[l/n] sur k algebriquement

clos,

(6.7)

est injectif (cf 3.5).

Aut(C) -7 Aut(c(C»

Le proprete resultera du critere valuatif de proprete et de 6.2.5 . Soient

S un trait complet a corps residuel algebriquement clos, C une courbe elliptique
T]

peut supposer que Ie modele minimal C'

sur Ie point generique T] de S , et a vne structure de niveau H sur C . On
T]

de e est lisse ou un polygone de Neron a
11

k cOtes, avec nlk Si e' est lisse, la structure de niveau H de e se prolonge
11

de fa~on unique a e' et on pose e C' . Sinon, soi t e" la courbe dedui te de

e' par contraction, comme en 1.3 (e~ a n cOtes). Avec les notations de 6.1, soit

U(B') Ie plus grand sous-groupe de U qui fixe a B' correspond a un sous-schema

en groupes fini et etale de e"n , d'ordre n·m , et on note e la courbe deduite de

en par 1.3 (avec n de loco cit. = m). a se prolonge de fa~on unique en une

structure de niveau H sur e ." l'aide de 6.2.5. et cOllllne pn 1.6. On voit que
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(C , prolongement de a est l'unique prolongement de (C ,a) sur S
~

Prouvons (6.7) injectif. Pour C lisse, c'est clair. Sinon, Ie noyau de

(6.7.1) est l'ensemble A des automorphismes de C ,agissant trivialement sur

Pico(C) ,et respectant 1a structure de niveau. La condition e) dans 1a definition

6.5. des structures de niveau assure que A = f11
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V. Reduction modulo p

Dans ce chapitre, nous etudions la reduction modulo p des champs ~

kpour K = ro(p), roo(p) et r(p) . La comparaison des resultats obtenus pour

ro(p) et roo(p) nous permet de montrer que, conformement A une conjecture de

Shimura, certains schemas abeliens etudies par Shimura et Casselman [5) ont bonne

reduction sur l'anneau des entiers d'extensions cyclotomiques convenables de ~

1. Etude de ~o(p) .

Nous nous proposons dans ce § de donner une interpretation modulaire du

champ ~o(p) lorsque p est premier. Quelques resultats preliminaires reservirons

aux paragraphes suivants.

1.1. Soit un Ie champ classifiant les courbes elliptiques generalisees A fibres

geometriques irreductibles cis ,munies d'un sous-schema en groupes A localement

isomorphe A ~n (pour la topologie etale), i.e. fini plat localement libre de rang

n de dual de Cartier etale.

Proposition 1. 2. Le morphisme "oubli de A"

Gn est un champ algebrique lisse sur ~

G ~ ~ est etale
n 1

en particulier ,

classifie par . II faut verifier que Ie foncteurSoit ciS

F : (Sch/s) ~ (ens) , qui A Tis

~l

associe l'ensemble des sous-groupes A de

localement iaomorphes A ~n • est representable par un schema

La representabilite resulte de la theorie du schema de Hilbert;

formel1ement etale (SGA 3 IX 3.6).

M

M

etale sur

est etale car

1.3. Soit an Ie champ classifiant les courbes elliptiques generalisees cis ,A

fibres geometriques lisses ou des n-gones, munies d'un sous-schema en groupes B

localement isomorphe A ~/n (pour la topologie etale), qui rencontre chaque compo-

sante irreductible de chaque fibre geometrique.

Soit (C. B) comme plus haul. Le schema en groupes B agit librement sur C
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et C/B est a fibres geometriques irreductibles. Dans la suite exacte

les termes extr@mes sont en dualite de Cartier. Le couple (C/B, Cn/B) est done clas-

sifie par u et ceci definit
n

(1 3.1) w 6 -7 U
n n

Proposition 1. 4. Le morphisme 1.3.1 est un isomorphisme. En particulier, B est un
n

champ algebrique lisse sur ~

Notonsencore w le morphisme de dans

Une construction identique A celle de IV.4.4. montre que ce morphisme est un inverse

de la restriction w : de w

Soit (C,A) sur S ,classifie par un 11 faut prouver qu'il existe

(C,A) sur S , classifie par B
n

• un isomorphisme ~ : weC,A) ~ (C,A) , et que

(C,A,S) est unique A isomorphisme unique pres. Par abus de notation, on note encore

Q 1 hi ~ C ~ ....C/A'" ~. Cf.' e morp sme compos" ~ ~ . La courbe A section marquee (c,e) sera

necessairement un rev@tement etale de degre n de (C,e) ,muni de sa structure de

courbe elliptique generalisee.

Rappelons le lemme suivant, qui resulte de SGA 4 XII.5.9 bis.

Lennne 1. 5. Soit f: X -7 S un morphisme propre A fibres geometriques connexes et

e une section de f . Si P (Y,e) -7 (X,e) est un rev@tement fini etale A section

marquee de (X,e) et que Y/S est A fibres geometriques connexes le triple (Y,p,e)

n'a pas d'automorphisme non trivial. Le foncteur F sur (Sch/s) des classes d'iso-

morphie des triples (Y,p,e) connne plus haut est representable par un faisceau etale.

Appliquons ce lemme A cIs . Soit ~ le champ des (C,A,~) du type voulu.

Le lemme montre que les objets de J n'ont pas d'automorphisme ~on trivial, et que le
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foncteur [JJ des classes d'isomorphie d'objets de J est Ie sous-foncteur de F

forme des (C,p;e) tels que -1p (e) soit localement isomorphe ~ ~/n et que A

soit l' image de c-
n

. Ces conditions sont ouvertes (car A est de type multiplica-

tif), done [JJ est represente par T etale sur S

La ou C est lisse, on sait que T~ S . Par ailleurs, un I-gone sur k

algebriquement clos admet un unique rev~tement etale par un n-gone. Toutes les fibres

geometriques de Tis sont done reduites a un point, et T~ S . Ceci prouve 1.4.

Soit p un nombre premier.

Theorerne 1. 6.

generalisees

~o(p) est Ie champ algebrique classifiant les courbes elliptiques

cis ,munies d'un sous-schema en groupes A localement libre de rang

p ,qui rencontre chaque compos ante irreductible de chaque fibre geometrique de cis

Preuve Rappelons [22J qu'un schema en groupes(commutatifu) localement libre de rang

p est tue par p . Pour A comme plus haut, on a done AcC
P

Notons provisoirement

categorie ayant pour objets les

'~~ Ie champ qui a chaque schema S associe la
Lo (!'")

(C,A) comme en 1.6 et pour morphismes les isomor-

phisn~s. En IV.4.3, nous avons construit un isomorphisme entre et

'fl'~ C ) [l/pJ . L'isomorphisme 1. 6 prolongera cet isomorphisme; raisonnant comme en
"0 p

IV.3.5, on trouve que 1.6 resulte de la conjonction des assertions suivantes

A.

B.

'~ () est un champ algebrique.
"0 p

'!ryo(p) est propre sur Spec(~)

c. Le morphisme c : '~( ) ... ll\l : (C,A) ...... C(C)
o p

defini par IV.lA. est fini et

D.

E.

representable.
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(1) Points a l'infini de ,~ ( )
'To p

Soit C Ie polygone de Neron a un cOte sur Spec( 71:) . On a

C .~

p - I-lp
et (C,C )

p
est une section de sur 71:

Soit C Ie p-gone sur Spec( 71:) . On a Creg
~ G X71:/p ,C ~ I-l X71:/p

m p p

et (C,e X 71:/p) est une section de sur 71:

(C ,A) de

Soit k un corps algebriquement clos. On veri fie que les seuls objets

(Z) Preuve de A (representabilite de

Soient l.ll

les courbes (C,A)

et l.lZ les deux ouverts suivants de '~o(p) l.ll classifie

comme en 1.6, les fibres geometriques de C etant irreductibles,

et l.lZ classifie les courbes (C,A) , les fibres geometriques de C etant lisses ou

des p-gones.

Lemme 1. 7. Le morphisme "oubli" ~ l.ll ~ ~l est representable.

Preuve. II faut voir que pour cIs une courbe elliptique generalisee a fibres geo-

metriques irreductibles sur S ,Ie foncteur suivant F: (Sch/S) ~ (ens) est repre-

sentable. A TIs F associe l'ensemble des sous-schemas en groupes finis locale-

ment libres de rang p

des schemas de Hilbert.

de . La representabilite de F resulte de la theorie

D'apres 1.7 et IV.Z., l.ll est un champ algebrique. Nous v~s ci-dessous

et l.lZ sont isomorphes. Le champ l.lZ

, reunion de l.ll et l.lZ d'apres (1)

est done algebrique, ainsi que

. D'apres II.l.ZO,

. On veri fie fibre par fibre que

C est localement libre
p

1. 8.

de rang

Soit

Z
P

(C,A) classifi~ par l~

A agit librement sur c , et ceci

permet de definir

(1.8.0
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Lemme 1.8.2. Le morphisme (1.8.1) est un isomorphisme .

Avec 1es notations 1.1 et 1.3, on a

La construction IV.4.4. montre encore que W

En 1.4, on a vu que w induit un isomorphisme

Ceci ach~ve 1a d~monstration de (A)

construction suivante.

induit une involution de ,~""1'0(p)

u ~ a ,et 1.8.2 en r~su1te.
p p

La d~monstration nous a fourni la

construction 1.9. Par reco11ement de w: ~ ~ ~1 et de on obtient

une involution w"~ ~,~ , qui pro1onge l'invo1ution (IV.4.4). ""ro(p) "ro(p)

La r~union de up et Bp est l'ouvert de '!lTo(p) correspondant aux

courbes non supersingu1i~res de caract~ristique p Les propositions 1.2 et 1.4

fournissent donc :

Proposition 1.10. '~o(p)

gu1iers de caract~ristique

est 1isse sur

p •

Spec( 7l) en dehors des points supers in-

(3) Preuve de (B) (propret~ de

D'apr~s (1.10),'~ est dense dans'~ . Le crit~re va1uatif de
"ro(p) ""ro(p)

propret~ nous ramene a10rs A d~montrer Ie 1emme suivant.

Lemme 1.11. Soit (S, 11, s) un trait comp1et A corps r~sidue1 a1gebriquement c1os.

Soit (C,A) un objet de 'n? (p) (n) 11 existe une extension finie k(n') de k( 11)
0

telle que, notant S' Ie normalise de S dans k( n') , 1 'image (C' ,A') de (C,A)

dans .~ ()(11') provienne par changement de base d'un objet 0C,A) de""1'a p

unique a isomorphisme unique pres.

'!IT ( )(S'),
o p
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Preuve: Quitte a faire une extension pr~alable de k(~) ,on peut supposer que C

a r~duction semi-stable et que la fibre speciale de son modele minimal c: soit lisse

ou un m-gone, avec plm (IV.l.6). Le groupe C est alors fini sur S (II.l.20)
P

et l'adherence schematique de A est un sous-sch~ma en groupes fini localement libre

de rang p de C . On obtient (C,A) en contractant les composantes de cs
qui ne

rencontrent paa A (IV.l.3).

L'unicite se demontre comme (IV.l.6 (iv»

g~nerale C ,on obtient le modele minimal c: de C en eclatant successivement les

singularit~s, comme en (IV.l.6 (iv». L'image reciproque de Al est l'adherence

schematique A de A et il est clair que C est obtenu en contract ant les compo

santes irreductibles de C dont l'intersection avec A est vide, d'ou l'unicite.s

(4) Preuve de C (c fini repr~sentable) .

Pour v~rifier que les fibres geom~triques de c sont finies, nous distin-

guerons trois cas.

a) Fibres a l'infini sur k alg~briquement clos, il n'y a qu'un nombre fini (deux)

de classes d'isomorphie de couples (C,A) classifies par

lier.

, avec C singu-

b) Fibres a distance finie : Soient C une courbe elliptique sur k et T la fi-

bre de c en le point geometrique
o

Spec(k) ~ ~ defini par C T represente le

foncteur des sous-schemas en group~de rang p de C
P

. Distinguons les cas

C ~ '!lIp X ~ et carCk) " p , C "'" CL 2
p p p p

bl) On a une suite exacte 0 ~ i-l ... C ... '!lIp ~ 0 (1) .
p p

Pour tout schema S ,et A C Cs localement libre de rang p ,on a alors

S = S'.lJ.,S" , avec A ~'!l/p sur S" et A C IJp , donc A sur S' On a

C'est

un torseur sous

donc T = T' U T" T' est r~duit, et reduit au point d~fini par IJp C Cp

represente le foncteur des trivialisaticns '!lIp'" C de la suite exacte (1)
p

Le schema T a do~c p+l (resp.2) points g~ometriques si

Til

car(k) ~ p (resp. = p)
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est egal au noyau de Frobenius ap

b2) Tout sous-groupe de a 2 est infinitesimal. Si d'ordre
p

et T n'a qu'un point geometrique.

p ,11

Puisque '~o(p) est propre, c ,propre a fibres finies, est fini. Pour

prouver c representable, on procede comme en IV.3.5 : on veri fie sur que pour (C,A)

singulier, Aut(C,A) =[:: n , de sorte que

Aut(C,A) ~ Aut(c(C»

(5) Le point clef de la demonstration est Ie lemme suivant.

Lemme 1.12. Le morphisme c

Preuve: Nous prouverons 1.12 a l'aide du critere suivant, applicable car ~ est

reduit.

Lemme 1.13 . Soit f : x .... S un morphisme fini de scnemas noetheriens, avec S re-

duit. Si Ie rang des fibres geomecriques de f est constant, alors f est plat.

On peut supposer que S est Ie spectre d'un anneau local A et que X

est Ie spectre d'une A-algebre finie B Soient m l'ideal maximal de A et

el, ..en une base du A/m-espace vectoriel B/mB Relevons les e i en des elements

e i E B . D'apres Ie lemme de Nakayama, les £:i engendrent Ie A-module B Si

~ Aiei = 0 ,avec Ai E A ,il resulte de l'hypothese que les Ai sont nuls modulo

tout ideal premier, donc nuls puisque A est reduit; Ie A-module Best donc libre

de base les

Verifions que Ie morphisme 1.12 verifie l'hypothese de 1.13.

Soit donc C une courbe elliptique sur un corps algebriquement clos k

La fibre T de c en Ie point geometrique Spec(k) .... ~o defini par C represente

Ie foncteur des sous-schemas en groupes de rang p de

rang p+l

C
P

. Prouvons qu'il est de

Si C
P

, orr a vu err (4) que T es";; isomorpr,e a Spec(k) .u.\-l
p
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done de rang p+1

11 re~,te a tra! ter 1e cas ou k "st de caracteristique p et que

C
P Cl 2

p
Dans cc cas, T represente 1e foncteur des sous-schemas loca1ement 1ibre

de rang pAce (C
a

contenus dans a 2
p

Un sous-schema loca1ement 1ibre de rang p A de

conque, est defini par une equation

(C
a

, sur une base que1-

(*)
p-1

xP + L:
o

o

Pour que A soit stable par l'homothetie XI-> nX (n E ez/p)*) ,i1 faut et i1

suffit que (*) soit identique a l'equation

p-i
xP + r,

o
p-i Xin a

i

En particu1ier, si A est un sous-schema en groupes de

xP - a X 0

(C
a

, son equation se reduit

Pour que A soit sous-schema de a 2 ' i1 faut et i1 suffit que 1e premier membre
p2 p

de cette equation divise X ,Puisque

(Xp - aX) .
p

( L:
i=O

tel est 1e cas s1 et seu1ement si aP+1 = 0 . On a

et ceci acheve 1a demonstration de 1.12.

Puisque c est fini et plat et crn regulier, est de Cohen-

Macaulay (EGA IV.15 4.2) , purement de dimension relative un sur Spec( 7l) A

l'infini, thro(p) est m@me 1isse (1.10); 'thro(p) tout entier est done de Cohen

Macaulay et, d'apres 1 10 encore, 1isse sur Spec( 7l) en dehors d'un ensemble fini

~de codimension 2). Des lors, (D) resulte du critere de normalite de Serre (EGA IV.
5.8.6).
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1.14. Variantes Soit n un entier premier A p H c GL(2, 'llln) et K 1 'image

ri!!ciproque de H dans GL(2, ;;2) . Le theor~e 1.6 se generalise aux f\nr ( )[1/n J:o p

(1.14.1) ~(n) n r (p)[l/nJ classifie les courbes elliptiques generalisees cis,
o

de fibres geometriques lisses, des n-gones ou des np-gones, munies d'un isomorphisme

n : C ~ ('llln)2 et d'un sous-groupe localement libre de rang p H de C tel que
n

Cn.H rencontre chaque composante geometrique de chaque fibre geomi!!trique.

(.14.2) Pour n sans facteur carre, ~ (n) classifie les courbes elliptiques
o

gi!!ni!!ralisees cis munies d'un sous-groupe localement libre de rang n H de C

qui rencontre chaque composante geoml!!trique de chaque fibre geomi!!trique.

1.15. Soit S un schi!!ma de caracteristique p et E une courbe elliptique sur

S • A E , on associe les deux objets suivants de

~l (E) : (E, Ker(F : E'" E(P)))

'2(E) = w'l(E) : (E(P), Ker(V:E(P) ... E))

~ ( ) (S)
o p

Dans ces formules, F di!!signe Ie morphisme de Frobenius et V son trans-

pose, la Verschiebung : FV =VF = P . Ces constructions definissent un diagramme

Les composes c~l: E~ (E, Ker F) ~ E et cww'l sont l'identiti!!. Les

:omposes cW~l: EH (E(P), Ker V) ~ E(P) sont l'endomorphisme de Frobenius de

o
t)\l ~ IF

p
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Theoreme 1.16 (i) Les applications ~l et ~2 = w~l Bont des plongementsfermes.

Leurs images sont les deux compos antes irreductibles de o
tl\[o (p) ~ lFp

(ii) Ces compos antes irreductibles se coupent transversalement en les points super-

singuliers. Le champ ~o(p) ~lFp ,qui est reduit, n'a donc pour seules singularites

que des points doubles ordinaires

(iii) est regulier.

1ndiquons par un exposant h Ie champ obtenu en Otant les points supers in-

guliers de caracteristique p

phisme

On veri fie que ~l et w~l definissent un isomor-

L'isomorphisme reciproque est defini par c et cw ,restreintsaux images de ~l et

Que ~l (resp. w~l) soit un plongement ferme resulte de l'existence d'une

retraction (car ce sont des morphismes representables). on sait (IV.5.6) que ~l ~lFp

est geometriquement irreductible, et ceci prouve (i).

est reduit car de Cohen-Macaulay et generiquement reduit (1.7.3.).

Les

~o(p)
points supersinguliers sont dans l'image tant de ~l que de car, pour E une

courbe elliptique supersinguliere sur k algebriquement clos, Ie seul sous-groupe de

rang pest Ker(F) = Ker(V : E ~ E(l/p» . Les deux composantes irreductibles de

o
~o(p) mod p se coupent donc en ces points. L'intersection est transversale, car les

vecteurs tangents aux deux branches sont lineairement independants : l'un est annule

par dc et non ?ar d(wc) ,l'autre par d(wc) et non par dc . Ceci prouve (ii).

Nous prouverons (iii) en 1.19.

Variante 1.17. soit

o
tl\[(n) est un schema

o
n ~ 3 , et considerons tl\[(n)n ro(p) . ce champ, ainsi que

les objets classifies n'ont pas d'automorphismes (cf. 1V.2.7).

D'apres 1.14, ces schemas representent les foncteurs de classes d'isomorphie d'objets

du type suivant
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~(n)

~(n) n r (p) : (E,~ ,H)o n

ou plus symetriquement (cf. IV.4.s) on pose F = E!H)

H CEde rang p

h i .. i En \"'1> Fn~ ( '"In ,")2p- sog~n e et an / = =

Apres reduction mod p ,on dispose d'un diagramme analogue a (1.15.1). En

voici les fleches (exprimees comme morphismes de foncteurs)

w

c

(E,an,H) ~ (E!H,a ,E !H)
n p

On prendra garde que l'isomorphisme w2(E,H) ~ (E,H) defini en IV.4.4 induit

un isomorphisme w2(E,an ,H) ~ (E,pan,H) . Le compose CW~l: (E,an ) R (E(P),an ) est

Ie Frobenius.

rn° ~ IF

:/ :E'~)
n:r(p)~lF 1

o p~ (E,pC\t)

cw~

(diagonales composees Frobenius)

Sur k algebriquemen~ clos rie caracteristique p ,:a condition

signifie que F est supersingu~ier) qL2 et que Ie d~agramme
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est commutatif, i.e. que (E a ) = (F,Cn)(P), n I-' . Les points (i) et (ii) de 1.16 ad-

mettent done la variante suivante.

Le schemaVariante 1.18.

l1\f
o ~ -Fpies de () ",

n p
selon

o "" - Il1\f(n) n f
o

(p) '0' Zl lFp peut s obtenir en recollant deux co-

les points supersinguliers : on identifie Ie point super-

singulier x de la 2eme copie au point x(p) de la premiere copie.

1. 19. Prouvons que ~o(p) est regulier. En dehors des points supersinguliers,

cela resulte de 1.10. Puisqu'en un point supersingulier IlL ( ) -> Spec(ZZ) presente
'To p

une singularite quadratique ordinaire, (1.5.2) montre qu'il existe k E~ tel que

, cet anneau local1

IlL () en un tel point soit isomorphe'To p

( W = vecteurs de Witt). Si kII W( 'iF )[[x,y]]/(x.y
p

Ie complete de l'anneau strictement local de

complet est regulier. Sinon, son spectre admet la section X = Y = 0 au-dessus de

(k > 1) , et il existe sur une courbe elliptique E

munie d'un sous-groupe localement libre de rang pH, avec E supersinguli~re

en reduction modulo p (done H r8I IF ~ a. ) . Ceci est absurde, ear d' apres [22]
p p

a n'admet aueun relevement sur W( 'iF )/(pk) (k > 1)
p p

1.20. Variantes. Pour He GL(2, zzln) d'image reciproque K dans GL(2,;Z) ,et

est regulier.

Ie scheman ;;" 11 ~ n fo(p)[l/n] est regulier. Par exemple, si

n fo(p)[l/n] est regulier; pour n sans facteur carre,

(n,p)

2. Etude de ~ (p)
" 00

2.1. En IV.4, nous avons donne une interpretation modulaire de ~I ( )[l/p] :
·00 p

notant (C,A) la courbe elliptique generalisee universelle sur ~~ () ,et son image
"0 p

reciproque sur ~ ( )LC ,lip: , on a
'0 p P
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~, (. )ClIpJ =ISO!!!rn Cc 1:.J C'll./p,A)
00 P "T (p) p'p

o

Par d,Hinition,

I so111 cr lI]('ll./P,A)
~(p) "p' p

hchamp ttL, () d~duit de
'Too p

tique p .

~~o(p) est Ie normalis~ de mro(p)CCpJ dans ce champ

. On en d~duit facilement la description ci-dessous du

mr~o(p) en Otant les points supersinguliers de caract~ris-

phe A iJp
l'ouvert classifiant les CC,A)

localement isomor-Aavec(C ,A)

B' c l'r'L
pTo(P)

. posons

a' c ~ l'ouvert classifiant lesp 'ToCp)

(pou~ la topologie ~tale), et

localement isomorphe A 'll./p

Soit

avec A

2,2,

lA -Is.oma I (iJ , A)
p p

1.1 -lsom ('ll./p, A)
--6'

p

lA et 1.1 sont finis ~tales sur a; et a; respectivement, Au-dessus de 'll.CCp ' ~J ,

'll./p et iJp sont canoniquement isomorphes, d'ou un isomorphisme

lAC'p' l/pJ ~ 1.ICCp ' l/pJ

Proposition 2.3.

commun uC' ,1/pJ--- p

h
~~o(p) s'obtient en recollant

h
. En particulier, ~~o(p) est

lACC] et 1.IC' Jp p

lisse sur 'll.C' ]
P

selon l'ouvert

Pour ~tudier ~~o(p) au voisinage des points supersinguliers, nOus ferons

usage des r~sultats de C22] rappel~s ci-dessous.

2.4. Le foncteur F qui A un Sch~lIIa S associe l'ensemble des isomorphismes

X : w;~ iJp_l v~rifiant (2.4.1) ci-dessous est repr~sentable par un sch~ma Spec(h ).
p

~.4.l) En tout point s de caract~ristique p de S ,l'isomorphisme induit par

X: w*~ iJ l(k(s)) ~'w* est l'identite.p p- p

Spec(hp ) est isomorpte A l'ouvert de SpecC'll.CCp_l ]) obtenu en enlevant

les places divisant p-l et toutes les ?laces au-dessus de p sauf une. Spec( h )
p
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est etale sur Spec(:?Z) etlF~A~lF
p p p

Soient S muni de X verifiant (2.4.0 (S est un A -schema) et A un
p

schema en groupes localement libre de rang p sur S Soit L Ie sous-module de

l'algebre affine G(A) de A (un faisceau de ~s-algebres) forme des f tels que

f(ix) = X(i) f(x) (i E IF*)
P

D'apres [22J, L est un module inversible sur S ,et il existe une unique

section a de L~(l-p) tel que pour f comme plus haut

fp - < fP- l fa, >. dans L C G(A)

entre

Soit A* Ie dual de Cartier de A et L* defini par A* La dualite e

G(A) et G(A*) met L et L* en dualite. Soit b E (L*)~ l-p 1'analogue

pour A* de a ci-dessus. Alors,

a.b = w(X)

pour un certain nombre w(X) E A
p

,avec (w(X» (p) dans A
p

Le foncteur (pour les isomorphismes) (A : schema en groupes localement libre

de rang p)~ ((L,a,b) :L' inversible, a E L~(l-P), b E L~(P-O,a.b = w(X» est

une equivalence de categories.

L'ensemble des sections de A sur S s'identifie A l'ensemble des sections

s de L* sur S telles que s~ - as . Pour que s definisse un isomorphisme

entre A et :?ZIp ,il faut et il suffit que s soit une section inversible de L

Exemples OIla

(2.4.2) :?ZIp ~ (~S,l,w(X»

(2.4.3) ~
..... «(!)S,w(X),O

p

(2.4.4) 0- H (~S'O,O)
P
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C : ?lIp ~ j.l
p

G(I-! ) ... G( ?lIp)
p

2.5. Soit donne sur S un isomorphisme

schema) L I isomorphisme C d.Hinit Clf

induit C*: ~S = L(I-!p) --? L( ?lIp) = ~S

w(X,C) E h [C ] . On a
p p

(8 est un h [C ,lip] 
p p

et , via (2.4.2) (2.4.3),

la multiplication par un nombre

p-lw(X,C) = w(X)

Un isomorphisme s: ?lIp ~ A dt!finit par dualite

d'inverse t . Les sections s(l) et tel) s'identifient a des sections x et y

de L* et L avec

2.6. Soit 'tIL., ( ) 0 h Ie
""Too p p

suivant : un objet (C,A,x,y) de

xy = w(X,C)

h [C ] - champ algebrique sur tl''r- ( ) 0 h [C ]
p P 1

0
P P p

'tIL () 0 h sur un h [C] schema S consiste en
"Too p p p p

a) un objet (C,A) de
ITo (p)

Soit (L,a,b) deduit de A

b) des sections de L* de telles p-l p-lx et y L que x a,y = b et que

xy = w(x,C)

Les constructions 2.5 et IV.4.8 definissent un isomorphisme

(2.6.1)

Theoreme 2. 7. L'isomorphisme 2.6.1 se prolon~n un isomorphism~

Montro::ls tout d' abord que l'isomorphisme (2.6.1) se proloilge en dehors des

points supersinguliers (on interprete Ie membre de gauche par 2.3). Au-dessus de

l'ouvert ~; de ~(p) (A etaIe) , a est inversibIe; se donner x tel que

revienc a se donner un isomorphisme de ?lIp avec A , et (x,C) determine

y uniquement. Dualement, au-dessus de C:.'
?

(A* etale) , b est inversible. Se donner

y eel que yp-I = b revient a se donner un isomorphisme de avec A et (y,C)
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determine x uniquement. La ou pest inversible, ces deux constructions sont com-

patibles, via l'isomorphisme C : ?LIp ~ \..l
p

. Il nous~ ( ) ~ Ao p p

est normal en les points supersinguliers.

Le champ '~' ( ) ~ A est fini representable sur
00 p p

suffit done de prouver que '~, ( ) ~ A
1 00 P P

Le lemme suivant montre que I~~, ( ) ~ A est m@me regulier en ces points.
loo p p

Lemme 2.8. Soit ~ un point geometrique supersingulier de caracteristique p de

~o(p) .Soit S Ie complete de l'henselise strict de ~o(p) en S , muni de son

unique structure de A -alg~bre. Soient (C,A) sur S defini par S ....
~o(p) et

p

(L,a,b) defini par A

(i) S ~ W( IF )[[u,v]]/(uv-w(X» ~ (L,a,b) ~ (!S,u,v)
p

S-isomorphe a

(if) Le oormalise I~ ~ S de
'Too(P) rrr (p) -

o

S dans !somMI" II ] (?L/p,A)
lop' p

est

W( IF )[[e ,x,y]]/(xy-w(x,e» "'" W( 1F )[[x,y]]I(xp- l yp-l - w(x»
p p p

avec p-l
x u et p-ly = v

On sait que

(cf.2.S) et que a et

et (ii) en resultent.

s~ W( F )[[u,vJJ/(uv - p) (1.16), que ab = w(X) = p.unite
p

b s'annulent aux points supersinguliers (2.4.4). (i)

Remarque 2.9. 11 resulte de 2.4,2.4.4 et 2.8 (11) que S muni de A , est un

schema formel verse 1 de modules pour les deformations de a
p

Variante 2.10. Voici comment modifier 2.6 pour obtenir une description modulaire

de
~~o(p)

: c'est Ie champ algebrique sur ZZ[e j dont les sections sur un ZZ[e ]-
p p

schema S classifient les objets (C, H) de
Tnro(p)

sur S , munis de

a) un morphisme zzlp ~ H au-dessus de S[l/p]

b) au-dessus de S ~ A , ou rt definit (L,a,b) ,des sections x de L* et y
p

de L telles que xp- 1 = a yp-l = b ,XY = w(X,')
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On exige que ces deux donn~es soient compatibles, via Ie dictionnaire 2.4,

sur S ~ A [l!p]
p

Avec les notations de 2.2 et de 1.1 et 1.3, 1.I~lF etl.l~lF sontdes
p p

respectivement. Les morphismes et

via

~l

A des ouverts de~lF
P

a ~lF
p p

et a
p

2.11.

rev@tements ~tales de u ~lF et
p p

w~l (cf. 1.15) identifient up ~lFp

cette identification, Ie th~oreme de structure local 2.8.montre que les rev@tements

1.1 ~lF et 1.1 ~lF de ~h ~lF se ramifient completement en les pOints supersingu-p pIp

liers de IT\1 ~lFp . En particulier, 1.1 ~lFp et 1.1 ~lFp sont g~omHriquement irr~-

ductibles et m ( ) ~lF a deux composantes irr~ductibles, images r~ciproques des
"T~o p p

composantes irr~ductibles de ~ ( ) ~lF La d~monstration de 2.7 fournit Ie r~-
"T'a p P

sultat suivant.

Theoreme 2.12 (i) Les deux composantes irr~ductibles de ~ ~lF sont lisses
'T~o(p) p

et se coupent tYansversalement en les points supersinguliers.

(ii) ~ est un sch~ma r~gulier
'T~o(p)

singularites quadratiques.

IlL, ( ) .... Spec( 7l[']) ne presente que des
Too p p

(iii) or, (p) .... ~r (p) induit une bijection (une equivalence de categorie) sur les
00 ·0

points geometriques supersinguliers de caracteristique p

2.13. Soit n un entier ~ 3 et premier A p . Comme en 1.17, on peut rendre

s'obtient en recollant deux copies de

~ Sinh 1 .."r(n) n r~o(p) 0 t ~n e rev~tement

II se prolonge en un rev@tement I n de

2.12 plus concret en passant au schema

o h
etale Isom(~ (C » de ~(' ~lF

-- pI' P 'T nl p

~( ) ~lF ,completement ramifie en les points supersinguliers, et
: n p

n:-(n) n r' (p) ~7l[' : lFp
00 p

les points supersinguliers, en identifiant x de la 2e copie A

selon

(conune en 1.17). En particulier, Ie morphisme or(n)n r~o(p) ~71['p] lFp ....or(n)nro(p~ F p
induit une bijection sur les ensembles de composantes irreductibles, et

m 18'lF .... ~ ~lF induit une bijection sur l'ensemble des points
"T(n) n r~o(p) p "r(n) p

supersinguliers.

est fini Hale sur nt, (p)[l!n]
00

, les
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proprietes locales sont les mames.

GL(2,~) images reciproques des sous-groupes

2.14. Soient H un sous-groupe de

r (H) et r' (H) les sous-groupe de
00 00

suivants de GL(2,7l!p)

(: ~/p )r (H)
00

7l!P*

( 7l!p)* et d son indice. Nous noterons

•• ( H

O

7l

H

!p)r~o(H)

Pour H=[e} (resp.H=7l!p*)

r' (H)
00

~" (H) [l!p] admettent les descriptions suivantes. Si (C ,A)
00

selle sur ~ ( )
To P

par

Nous noterons 7l[,]H I' anne au des invariants de
p

i E He ( 7l!p)* t----7 (, .... ,i) . On verifie comme en IV
p P

H agissant sur 7l[' ]
P

4.que ~ (H)[l!p] et
00

est la courbe univer-

(2.14.1)

(2.14.2)

~ (H)[l!p] ~Is~ [1/ ] (7l!p,A)!H
00 "T (p) p

o

(cf. IV 4.14)

(cf.IV 4.15)

La formule (2.14.1) signifie que si S est un schema sur lequel pest

inversible, un objet de ~ (H) sur S s'identifie A un objet (C,A) de ~o(p)
00

sur S ,muni d'une section globale du faisceau quotient IsomS( 7l!p,A)!H

2.15. Soit A un groupe localement libre de rang p sur un schema S sur A
p

et soient (L,a,b) definis par A . Ainsi qu'on l'a vu en 2.4, se donner un isomor-

phisme entre 7l!p et A revient A se donner x inversible tel que
p-l

x = a

Uultiplier l'isomorphisme par i E (7l!p)* revient A multiplier x par X(i)

(p-D !dL' application x l->x induit donc un isomorphisme de ~( 7l!p ,A)!H avec Ie

faisceau des sections inversibles u de L ~(p-l)!d telles que ud = a
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On verifie que

~ (p) . sur S,
o 0 (p~1)

v de L ---cr-

2.16. Soit

'fu" (H) 0 h
-00 P

A doHinissant

I~_, (H) 0 h Ie h [C )H - champ algebrique suivant : un objet de
00 p p p

sur un h [C )H - schema S est un objet (C,A) de
p p

L
0 (l~p)

(L, a, b) , suivi de sections u de -cr- et

telles que

d
u a

.E..:.!.
d

uv = w(x,o

Les constructions 2.14 et 1.15 definissent un isomorphisme

(2.16.1) Ill'l, (H) 0 h [lip) ~ ~, (H) 0 h [lIp}
·~o PooP

2.17. Comme en 2.10 , on peut modifier cette definition pour obtenir un champ

'~I (H) sur
00

objet (C,A) de tlT (H)
o

un objet de o~, (H)
00

sur S ,muni de

Hsur un ?l[C) - schema
p

S est un

a) ul ,section globale de IsomS[lIp)( ?l/p,A)/H

A definit (L,a,b) ,des sectionsb) au-dessus de S 0 A
P

LQSl(~ et LQ?I~

, ou
davec u a

.E..:.!.
, uv = w(X,O d

u et v de

On exige que ces donnees soient compatibles, via (2.16.1) , sur

La demonstration de 2.7 et 2.12 fournit les resultats suivants.

S 0 A [lip).
p

Theoreme 2.18. (i) On a ~, (H) ~ fry, (H) .
00 00

(ii) Le champ ~~o(H)~['pJHWp a deux compos&ntes irreductibles. Elles sont

lisses et se coupent transversalement en les points supersinguliers.

(iii) ~'(H) est un schema regulier;
00

singularites quadratigues.

~, (H) .... Spec( ?l[C )H) ne presente que des
00 p

(iv) induit une bijection (equivalence de categories) sur les points
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2.19. Soit n un entier premier a p et ~ 3 . Le theoreme 2.18 se generalise

aux schemas mr(n) n ;' (H)[l/n]
00

(i) mr(n) n r' (H)[l/n] est regulier.
00

1 H
(ii) mr(n) n r' (H)[l/n] ~ Spec( ~[' , -]) est lisse en dehors des points super-

00 p p

singuliers de caracteristique p ,ou on a des points quadratiques ordinaires.

(iii) mr(n) n r' (H) ~~[' ]HlFp .... mr(n) ~~ lFp induit une bijection sur les points
00 p

supersinguliers.

(iv) Il\r(n) n r' (H) ~~[' ]HlFp ~ mr(n) n r (p) ~~ lFp
00 p 0

les ensembles de composantes irreductibles.

induit une bijection sur

(v) Tr'.r(n) n r' (H) ~~[r ]HlF s'obtient en recollant deux copies de
00 lop P

les points supersinguliers (cf. 2.13) .

3. Un theorerne de bonne r.eduction.

J /H selon
n

3.1. Soient p un nombre premier, He ('ll/p)* r~o(H) le groupe 2.14,

'll[,]H comme en 2.14 et n un entier premier a p . On suppose n ~ 3
p

de sorte

que ir'7(n)

Cll[sn' Sp]H

n r' (H) ~ Cll = M;(n) n r' (H) ~ Cll est un schema. C'est un schema sur
00 00

Dans ce §, nous noterons J(n,H) la variete abelienne sur CllCs ,C]H com
n p

posante neutre du schema de Picard de M;(n) n r' (H) ~ Cll
00

J(n,H)

Pour H = ('ll/p)* , on a r' (H)
00

et l'application

O.1.U

induit un morphisme

de noyau fini.
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Theoreme 3.2. La variete abelienne I(n,H) H
sur ~[Cn,CpJ conoyau de C3.l.l) a

bonne reduction en les places divisant p

Soient v un point de caracteristique p ,et kCv) une

cloture algebrique du corps residuel. Soit V Ie nombre de points supersinguliers

de ~Cn) ~:a:[CJ k(v) . On sait que ~(n) 8:a:[CJ k(0 est irreductible; 11 en re

suIte que Ie schema connexe ~Cn) n r(H) 8:a:[C ,C JH k(v) a 2 composantes irreducti
n p

bles, se coupant transversalement en v points (cf. 1.18) et la variete abelienne sur

est extension d'un schema abelien par un tore de dimension v-I (cf. I. 3.7). En

particulier :

Proposition 3.3. La variete abelienne JCn,H)

stable en les places divisant p

Si 0 ~ A ~ B ~ C ~ 0 est une suite exacte a isogenies pres de varietes

abeliennes sur Ie corps des fractions d'un anne au de valuation discrete, et que

aab ' am' aadd designent Ie rang abelien, multiplicatif et unipotent de la fibre

speciale du modele de Neron, on sait que

et de mllme pour a et
m De plus, si aadd = 0 et am sont invariants

par extension des scalaires (cas semi-stable). aadd = am = 0 equivaut a bonne redac

tion. On a aadd(J(n,H» = 0 et am(J(n,H» = v-I ,independant de H ; Ie theoreme

en resulte.

Variante 3.4. II resulte de 2.14.2 que

Soit Il(n,H) la variete abelienne sur ~(Cn) conoyau du morphisme de
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noyau fini d~fini par ~ CH) ~ ~ Cp)
00 0

, et 3.2 peut dOnc encore se formuler enH
On a lCn,H) = 11(n,H) ~ ~(' ) ~C'n"p)

n
disant que, apres extension des scalaires de ~('n)

Ha ~C' ,G )n p

acquiert une bonne r~duction en les places divisant p

Variante 3.5. HLa vari~t~ ab~lienne sur ~C,) )
p

RJCn,H) = dfn PiCoCITCn)nr' CH) I ~C' )H)
00 P

se deduit de JCn,H) par restriction des scalaires a la Weil de
H

~C' " )n p

Le conoyau RlCn,H) de

o H 0 H
Pic CITCn)nr Cp) I ~) ~ ~('p) ~ Pic CM-(n)nr' C ) I ~(' ) )

01' 00 P P

se dfduit de m@me de l(n,H) par restriction des scalaires a la Weil. Puisque ~C'n)

est non rami fie en p,

divisant p

Rl(n,H) a encore bOnne reduction sur ~C,)H en les places
p

Variante 3.6. Soit K un sous-groupe de GL(2, i) contenant I'Cn) ,et soit

Rll(K,H) la variete abelienne sur ~ conoyau de

(a isogenie pres); la variet~ abelienneOn a

acquiert donc bonne reduction en les places divisant p sur

Exemples 3.7. (i) La variete abelienne sur ~

coker(PicO(M- ( » ~ Pico(M- ( »)
T~Pl'aoP

a bonne reduction sur ~(') . Soit H Ie sous-groupe r: I} de (?lIp) * . On a
p

. La variante abelienne ci-dessus acquiert donc bonne reductionM; (p) = My- (H)
00 00

deja Ie plus grand sous-corps totalement reel de Gl(~ )
p
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(ii) Soit p un nombre premier de la forme 4n + , et soH He (?l/p)Jf Ie

sous-groupe des carres. La variete abelienne sur ~

o
coker(Pic (~ ( )) ~

'0 p

o
Pic (Mr (H))

00

acquiert partout bonne reduction sur Ie corps quadratique reel ~(~p)

(iii) Soient n un entier sans facteurs carres, H un sou~-groupe de (?l/n)* et

I (H) Ie sous-groupe de GL(2,~) image reciproque de
00

(: ?lIn )

~/n)*

C GL(2, ?lIn)

Si n = pm ,on a ?l/n* "" (?l/p)* X (?llm)* . Nous poserons

H (?llp)Jf n H et nous noterons H! ?l/p)* Ie sous-groupe de ('ll/n)if engendre
p

par H et (?l/p)* . La variete abHienne sur ~

acquiert bonne reduction sur

Preuve : Soit p un nombre premier divisant n: n = mp avec (m,p) = 1 . Prou-

vons que la variete abelienne a bonne reduction en les places de

~(,)H divisant
n

p Puis que

A consideree
H

~(' ) p est non ra~ifie sur
n

en les places

divisant p ,il suffit de prouver que A a bonne reduction en les places divisant
H

p de ~('n) p D'apres 3.6,

a bonne reduction en ces places. La variete abelienne

est isogeme 11 celIe deduite de B par passage ;lUX invariants sous H (noter que



-257-

DeRa-115

C donc a aussi bonne r~duction.

, on ne restreint pas la g~n~ralit~ en supposant(iv) Puis que

que - 1 E H

~ (H) = M+ r (H)
00 00

En particulier, dens (iii), On peut remplacer par son sous-

corps totalement r~el.

Remarque 3.8.

dans [5J

4. Etude de rn
n

Les vari~t~s ab~liennes 3.7 (ii) sont celles ~tudi~es par Casselman

4.1. Soient C une courbe elliptique g~n~ralis~e sur un sch~ma S et n un entier.

On suppose

a) les fibres geom~triques de C sont lieses ou des m-gones , avec nlm

b) elles ne sont jamais supersinguliere.de caract~ristique pin

Les conditions a) et b) assurent que, localemen~ pour la topologie ~tale,

Cn est extension de ~/n par ~n . Le en-pairing d~finit un isomorphisme de fais

ceaux fppf

e
n

2
A C

n

Soit R un schema en groupes sur S ,localement isomorphe A une extension
2

de ~/n par ~n ,et muni d'un isomorphisme de faisceaux fppf i: A R~ ~n

Un isomorphisme

est commutatif.

a : C ~ R sera dit de determinant un si Ie diagramme
n

2 2
A Cl 2

A C » A R
n

i!'fl·'
u ~n'n

4.2. Nous utiliserons 4.1 dans les 3 cas suivants
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a) S est un schema sur ?leCn , *) ,et R = (?l/n)2

Dans ce cas, on dispose sur S de l'endomorphisme C: ?lIn~ ~n et i

est Ie compose
2 2
A( ?lIn) • ?lIn ..£4 ~n

b) R=~nX?lln et i l'isomorphismeevident:si aEl-ln etbE?l/n,1(allb) b.a

(= ba si la loi de groupe de ~n est notee multiplicativement).

c) S est un schema sur ?leCn ) et A C (?l/n)2 un sous-groupe cyclique d 'ordre n .

Dans ce cas, on note R(A) Ie S-schema en groupe obtenu par "push-out" :

2
On a encore A R(A) ~ (A ~ ~ ) ~ (?l/n)2/A ~(A ~ f7Lln)2/A)~ ~

n n

2
A( ?l/n)2 ~ ~n ~ ?lIn ~ ~n ~ \.In

4.3. En IV 3.10.1, nous avons defini

d In ~ Sped ?leC )
n n

En tant que Spec( ?leCn ]) - champ algebrique, lnnel/n] class1fie les

courbes elliptiques generalisees C schemas S , de fibres geo-

metriques lisses ou des

determinant un.

n-gones, munies d'un isomorphisme de

4.4. Soit a Ie champ qui classifie les courbes elliptiques generalisees C sur

les schemas S , de fibres geometriques lisses ou des n-gones, munies d'un isomor

phisme a: Cn ~ ~n X?lln de determinant un (4.2 b». Au-dessus de ?leCn ,*)
l'isomorphisme C: ?lIn ~ ~n identifie

morphisme

et , d'oll un iso-

(4.4.1)
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Naus naterans a' l'auvert de a classifiant les (c,a) verifiant

(4.4.2) Pour tout point geometrique s de S ,si Cs est un n-gone,

Si (c,a) est un objet de a, sur S (C,a-l(e X?lln» est un objet

du champ an (1.3), d'oll un morphisme

(4.4.3) y a' -> a
n

yroposition 4.5. Le morphisme 4.3.3 est etale et separe. En particulier, G' est

un champ algebrique lisse sur Spec(?l)

-> (ens) suivantfoncteur

Soit (C,B)

F : (Sch/s)

un objet de a
n

sur S

F(r)

. Alors, a' Xa S represente Ie
n

est l'ensemble des couples (A,u)

formes d'un sous-schema en groupes de Cr ,localement isomorphe a ~n et tel que

A X B~ Cn ,et de u: B~ ?lIn

Pour (A,u) un tel couple, il existe en effet un seul isomorphisme

v tel que

soit de determinant un. On laisse au lecteur Ie soin de verifier que Fest

representable par un S-schema etale et separe.

4.6. Soit p un nombre premier divisant n
k

, et posons n = p .m avec (m,p) 1.

Nous nous proposons d'etudier ~n[l/mJ ,specialement en caracteristique p . En

recollant les resultats obtenus pour les divers p ,on obtient des resultats sur

~ lui-ml!me.
n

Nous mettrons en evidence Ie lip-aspect" d'une structure de niveau n comme

suit .

a) Les morphismes de reduction definissent

(4.6.1)
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k
b) Les applications xb xm et x H xP definissent

(4.6.2) -v
>In -- I-l k X ~P m

7l[C J . Avec cette convention,
n

7l[CmJ - schema; les morphismes

de[ n/dJSOus-anneau 7l Cn

aussi un 7l[C k J- et un
p

: 7l/m ~ >lm sont les compos an-

, on identifie 7l[CdJ au

un 7l[C J - schema S est
n
kC : 7l/p ~ >l k et C

p

si dIncompatibilite :c)

tes, via (4.6.0 (4.6.2) de C: 7lln ~ I-ln
k

d) Les applications XH xm et XH xP definissent

(4.6.3)

Un morphisme a : C ~ ( 7lln)2
n

est de determinant un si et seulement si ses compo-

santes, via (4.6.2) (4.6.4) et a" : C ..::::!.;. ( 7l/m)2
m

Ie

sont.

e) Nous identifierons ~n[l/nJ au champ qui classifie les courbes C sur un

7l[e ,1:.) - schema S comme en 4.3, munies de a' : C k -"=4 ( 7lll)2 etn n

C :Y.., (7l/m)2
p

a" : de determinant un.m

f) (C,a' ,a") : a' : C k~l-lk
kDe m@me, G classifie les X 7l/p

P p
a" deda') = deda") = 1

Lemme 4.7. G est un champ algebrique lisse sur 7l

11 suffit de montrer que 1
G 0 7l 7l[C , - Jm m

1est lisse sur 7l[~, ~J . Ce

champ est reunion d'ouverts isomorphes a G' 0 7l[C l/mJ et on a liq 4 57l • m', pp ue . .

4.8. Soit P l'ensemble des sous-groupes cycliques d'ordre pk de

( 7l/pk)2 : P '" n>l( 7l/pk) Pour A E P , soit R(A) sur 7l[C kJ comme en 4.2 c).
p

Nous noterons CA
Ie champ sur 7l[Cn , 1:.J classifiant les courbes ellip-m

t iques generalisees C les 7l[Cn ,
1- - schemas S de fibres geometriquessur ,m-

lisses ou des n-gones, munies de

a) a": C ~ (7llm)2 ,de determinant un
m
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b) a' e k~ R(A) , de determinant un.
p

Puisque

1
Q ®7l7l[C , -Jn m

kR(A) est isomorphe a I..L k x7l/p , Ie champ CA est isomorphe
p

, donc est un champ algebrique lisse sur 7l[Cn , ~J

Pour p inversible, C: (7l/pk)2~ R(A) est un isomorphisme, d'ou un

1isomorphisme de champs sur 7l[Cn , IiJ

(4.8.0

4.9. Soit rn
h
1 Ie complement dans rn

l
de l'ensemble fini des points correspondant

aux courbes elliptiques supersingulieres de caraeteristique divisant n On dHinit

c : C -> rnhA 1 en associant a (e,ct' ,ct") sur S la courbe de) (IV 1.4).

Lemme 4.10. Le morphisme c: C
A

-> rn~ est representable et quasi-fini.

La verification est laissee au lecteur.

4.11. Soit C[l/mJ Ie champ obtenu en recollant les champs C (A E p) selon leur
A

ouvert commun CA[lIp] (4.8.1l. So it C ohtenu en recoIlant les C[l/mJ selon leur

ouvert commun C[lfm,l/p] ~ rnn[l/n] Le champ C est lisse sur Z[Cn ] on a

(4.11.0

et les morphismes 4.9 se recollent en un morphisme

(4.11.2)

Lemme 4. 11 . 3 .

c

Le morphisme representable (4.11.2) est fini et separe.

Preuve II suffit de montrer que, pour chaque pin c induit un morphisme

propre (en particulier separe)

h
c : C[l/m] -> rnl[l/m]

Utilisons Ie critere valuatif ([dJ ). Soient done (S,~,s) un trait complet a
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corps resiauel algebriquement clos, u 8 .... m~[ 1/m] et v
T]

T] .... e tel que

cv u
T] T]

II faut montrer que, apres passage au normalise de 8 dans une extension

v

p

, on peut

et que

est fini sur

qui prolonge vT]

est dense dans e

est de caracteristiques

8 .... ev

mO[l]
n n

. Puisque e[l] ~ m [1]
p n n

admet un relevementufinie de

mO [1]supposer que vT] envoye T] dans n n

1ml[n] (cf. IV.2.S.), on peut se limiter au cas ou

est unique A isomorphisme unique pres. Puisque

80it (cT],a~,a~) la courbe elliptique avec structure de niveau n sur T]

qui definit vT] . Une extension finie preliminaire de k(T]) nous permet de supposer

que CT] se prolonge en une courbe elliptique generalisee

ciale lisse ou un n-gone. Cette courbe est unique (IV 1.6). C est fini etale sur
m

C ~ ( 7l/m)2
m8 , de sorte que

C

~' se prolonge, de fa~on unique, en a"
T]

sur 8 , de fibre spe-

Par hypothese, la fibre speciale C
s

n'est pas supersinguliere. Le sous-

groupe multiplicatif (C )ok de (C ) k se releve de fa~on unique en un sous-groupe de
s p s p

C k ,qui devient une extension
p

et ne se prolonge en aucun

aO : C ~ R(A)pk

se prolonge

(c,a' ,a")

Ceci prouve 4.11.3.

. L I isomorphisme a I
T]

, defini parv

, pour

A = a' (A ) E P
T]

se prolonge en

80it

, v T]

B ~'ll/netA ~ iJ
n

avec

en

Notons Ie normalise de m
h

dans1 m[1/;1J
n

, i.e. Ie complement dans

mn des points dont l'image dans ml est supersinguliere de caracteristique divisant

n . De la lissite des eA (4.8) et de 4.11 on tire les resultats suivants.

Theoreme 4.12. On a e ~ mh
n

~~ro11aire 4.13. mh est lisse sur 'll[~ ]
n n

4.14. Etudions a en caracteristique p . Si c/8 est une courbe el1iptique sur
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5 , avec p nilpotent sur 5 , de fibres geometriques 1isses non supersingu1ieres ou

des n-gones, a10rs (Cpk)o est 10ca1ement isomorphe a >lpk (pour 1a topo10gie eta1e),

et se donner un isomorphisme U' : C k~ >l k X~/pk revient a se donner un iso-
p p

morphisme d'extensions

a.'
x~l/ ....

(4.14.1)

0 ....

0 ....

--_, C k/(C k)o .... 0p p

Jz n'
k 2

'Zllp ----'> 0

Ceci revient a se donner

a) une trivialisation ,. de l' extens ion en premiere 1igne de 4.]4.1.

b) des isomorphismes a.' o '" ""2 I 0 '" I k
Ck~>lk et : C k C k ~~ P1 p p p p

5e donner ,. revient a se donner Ie sous-groupe eta1e de

de sorte que (c,d) ,.... (C,,.) correspond au morphisme u .... BPk deja considere. Par

aUleurs, si det(o.') = 1 est uniquement determine par eL'1

4.15. 50it
N

Ie champ a1gebrique sur ~/p c1assifiant 1es courbes e11ip-

tiques genera1isees a fibres irreductib1es C/5 , avec sur 5 munies d'un

isomorphisme eL' : COk~ >l k . La discussion 4.14 montre que Ie champ u = G(pk)
1 p p

est en reduction mod pN , un produit fibre

(c,d) ~ .-1 k
u(/) 0~/pN (C,eL (~/p» .. B 0~/pN

pk1(0••' 1(c."
(4.15.1) (c(~),etJ.) (c(~»

Jh 0~1 N oubli ~ 'i;~/pNk p )

La verification du 1emme suivant est 1aissee au 1ecteur.

Lemme 4.16 . (i) 50it C 1a courbe universe11e sur ~ , de sorte que

; la fleche verticale gauche

. La fleche vertica1e droite de (4.15.1) fait

CO
pk

homo gene sous

•9k ~~/pN =rso!!!thl 0~/pN (J.lpk ' C;k)

de r-P <81 ~/pN un espace princba1
- pk .
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(la fleche devenant un morphisme de Frobenius itere)

un espace principal homogene sous

DeRa-l22

fait de aO ~~/pN

h
(ii) En particulier, pour N = 1 ,ces fleches identifient J k ~Wp A

et IT\h ~ W A (6 ~ W ) (pk)
"1 P n p

(un morphisme bijectif radiciel entre sch~mas lisses de dimension un est toujours un

Frobenius it~r~).

Les fleches horizontales de (4.15.1) sOnt ~tales, et font de(iii)

N
~G~~/p )

N(resp. 6n ~~/p )

un espace principal homogene de groupe

, Ie groupe

Soit Jk ~~/p Ie normalis~ de 11l ~~/p dans

theoreme suivant de Igusa [35J (voir Katz [13J 4.3 (bis».

. Nous ferons usage du

Theoreme 4.17 (Igusa). Le reV@tement Jk ~ '!Z/p ... liJ. ~ ~/p est complHement ramifie

en. 10.s points supersingu1iers.

4.18. Pour n general, GO = GO(n) est un produit fibr~

(4.18.0

(Cela reste d'ailleurs vrai A l'infini). De l'irr~ductibilite des fibres g~om~triques

de ~ [l/m]/ ~[' ,!J et de 4.4.1, 4.18.1, 4.15.1, 4.16 (ii) et 4.17, on d~duit quem mm

GO ~'!Z['mJ wp est irreductible, et Ie corollaire suivant.

Theoreme 4.19. Via 4.12, les composantes irr~ductibles de s'identi-

A F P

4.20. D'apres 4.17 et 4.19, les composantes irreductibles de lr'n ~~[' J Wp sont
1 k n

indexees par P =:IT' (~/p )jne se coupent qu'en les points supersinguliers, et sont

unibranches. Le theoreme suivant affirme que toutes les composantes irreductibles se

coupent en chaque point supersingulier.

Theoreme 4.20. Le morphisme ~~ ... ~m est complete~ent rami fie en les pOints super-

singuliers de caracteristique p
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Preuve : D'apres 4.6, la validite de Q.20 ne depend que de k
P non de m on

peut donc supposer m ~ 3 ,pour n'avoir affaire qu'a des schemas.

Soit Eo une courbe elliptique supersinguliere sur

schema formel de modules de E au-dess~s de waf) . On a
o p

lF
p

,et E/8

S ~ w(JF )Crt]]
p

Ie

; c lest

Ie complete de l'henselise strict de ~l au point geometrique donne.

Puisque completions et normalisations commutent,

Soit T Ie normalise de S dans Ie

T mk Xm S
p 1

~ k 2
S[l/p]-schema Isom (E k' (7l./p ) )

-S p

D'apres 4.17, les composantes irreductibles de sont naturpllement indexees

par . Les compos antes connexes de T definissent une partition r

de P . 4.20 signifie que Test toujours connexe, i.e. r trivial.

Lemme 4.21. La partition r est independante de E
o

Preuve: Soient E et E' deux courbes elliptiques supersingulieres sur 'iFo 0 p

S et Sl leurs schemas formels de module sur wGF)
p

E et E' leurs deformations

universelles sur S et 5'
~

et T, comme en 4.20.

On sait qulil existe une isogenie cp. : E .... E'
000

de noyau premier a

p . Soit N un entier premier a p tel que Ko C EON Puisque EON est etale,

les deformations infinitesimales de E s'identifient aux deformations infinitesima
o

et il existe un et un seul isomorphisme ~S: S.... S'

donnant lieu a un diagramme commutatif

E CO » E'
I

1I
II- t+Js5 > S'

ou t+J prolonge t+Jo L'isogenie eo induit un isomorphisme de E k avec E'
p pk

d'ou un isomorphisme err: T~ Tf au-dessus de qlg
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au point generique de cette com-

on dispose d'un morphisme

T[l/pJ . L'element de P asso-

Tsur

I(T ~W) des composantes irreductibles de
p

peut se decrire ainsip

La bijection de l'ensemble

~ E ,qui est un isomorphisme sur
pk

cie a une composante de T~W est Ie noyau de u
p

T~iF avec
p

u : (i2/pk)2

posante. Cette description montre que Ie diagramme

I(T~'iF)

II p

P ========= P

est commutatif. Le lemme en resulte.

Prouvons 4.20. Si P est non trivial et que X E P la reunion des ad-

herences pour A E X est une composante connexe de In ~ iF
n p

, qui est

donc disconnexe. Ceci contredit (IV 5.5).
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VI. Schemas grossiers de modules.

Dans ce chapitre nous etudions lesschemas grossiers de modules, en particu-

lier la relation entre ~ et ~ . Quelques resultats classiques sont demontres par

"pur~ thought". Le resultat du § 5 est precise au chapitre suivant.

1. L'invariant modulaire.

Theoreme 1. 1. L'espace grossier MI et 11\1
1est isomorphe A W~

Les caracteristiques 2 et 3 rendent la verification directe de 1.1 quelque

peu penible. Nous allons deduire 1.1. de son corollaire

(1.1.1)

a) MI est propre et plat sur

et les fibres geometriques de

Spec(~) , normal et donc de Cohen-Macaulay (1.7.2)

MI sur Spec(~) sont irreductibles.

On sait dejA que MI est propre, plat, normal, A fibres geometriques uni

branches (IV. 3.10) . D'apres 1.1.1. (ou IV 5.4) , la fibre generique geometrique de

MI est connexe. Toutes les fibres geometriques de Ml sont donc connexes (Zariski)

et, etant unibranches, sont irreductibles.

b) Les fibres geomHriques de Ml sur Spec(~) sont reduites.

Soit G Ie sous-champ ouvert de 11\1 correspondant aux courbes generalisees

n'ayant pas d'autres automorphismes que Id et XH-X C'est un ouvert car, pour

cis une courbe classifiee par ~ ,Auts(C) est fini et non rami fie sur S (re

suIte de ce que ~ est separe).

G~ Ml est etale, son image A est donc lisse sur ~ . On

Les fibres de A sont donc non vides; d'apres a), elles sont

L I application

veri fie que G ~ ~;

denses dans les fibres de Ml Les (Ml)s sont donc generiquement reduits; etant

de Cohen-Macaulav. ils sont m~me reduits.
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c) Fin de 1a demonstration.

Par invariance du genre arithmetique par specialisation, et (1.1.1) On

trouve que les fibres geometriques de Ml sont integres et de genre arithmetique O.

Elles sont done isomorphes a la droite projective. En particulier, Ml est propre et

lisse sur 7Z

d'image

puis que

Le polygone de Neron a un cOte sur Spec( 7Z) definit une section de M
I

<Xl 1 <Xl
M

I
. On veri fie fibre geometrique par fibre geom~trique que H (Ml,~(Ml))

o <Xl
H (Ml,~(MI)) est localement libre de rang 2 sur 7Z ,de formation compa-

0,

tible au passage aux fibres geometriques. Puisque 7Z est principal, HO(MI,O(M~))

est libre, et admet une base [l,j} . On verifie fibre geometrique par fibre geome-

trique que ~(M~) est tres ample, et que definit un isomorphisme Ml ~WI7Z

Preuve de (1.1.1) Voici deux d~monstration classiques de (1.1.1).

(1) On verifie que M~(~) est Ie quotient du demi-plan de Poincare par SL(2, 7Z)

(IV 5.4 ). On trace un domaine fondamental, et on trouve que M~(~) est homeomorphe

L'espace Ml(f) ,qui s'en deduit par adjonction d'un point, est done une

sphere.

(2) Sur ~ ,Ie schema de modules classifiant les courbes elliptiques generalisees

int~gres munies d'une forme differentielle invariante est

avec pour courbe universelle, en coordonnees non homogenes

([33j 2.5)

M
l

esc Ie quotient de ce schema par ~m agissant par

el on ~'identifie facilement a JPI
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L'irreductibilite des fibres de M
l

sur :;z a Ie corollaire suivant.

Corollaire 1.2. Soit k un corps algebriquement clos de caracteristique p . II

n'y a qu'un nombre fini de classes d'isomorphie de courbes elliptiques supersingulie-

res sur k

L'ensemble des points de (Ml)k correspondant a des courbes elliptiques

generalisees E pour lesquelles Ie noyau de Frobenius est de type multiplicatif est

ouvert et contient Ie point a l'infini. Son complement, qui correspond aux courbes

supersingulieres, est done fini.

1.3. La fonction j introduite en 1.1 c) n'est pas uniquement determinee; l'arbi-

traire est j H:: j + n (n E:;Z) . Un choix de j rappele ci-dessous, est classi-

que.

Soit cis une courbe elliptique generalisee a fibres irreductibles sur S

= = la ou C est singuliere. Par la propriete universelle, avecsur S

On explique dans Ie formulaire de Tate [33J comment associer a cis une section

de ]pI

de M
l

,ce mor?hisme j ~l ~]pl se factorise pa. : M
l
~]pl . On verifie

facilement que : Ml(d) ~]pl(d) est bijectif [33J Le morphisme est dominant,

plat (I 7.1.), de degre un, done un isomorphisme. En particu1ier, sur tout corps al-

gebriquement clos k

Ce fait est prouve par force brutale dans [33J.

On appelle 1 'invariant modulaire.

1.4. Soit C une courbe e1liptique generalisee irreductible sur k algebriquement

clos On prouve dans [33J que Aut(C) = [::l} si et seulement si j(C) ~ 0,2
6 .33 . Au

dessus de l'ouvert de ~l ou ~ 0, 26 .3 3 , Aut{C) (C courbe universelle) est done

localement constant. Des lors

Lemme 1.5. est etale en dehors des sectior.s de

Par contre, ~ est ramifie sur Ml Ie long de ces s~ctions. A cause de

cette ramification, il ne peut pas y avoir de seetior. Xl ~ ~l' i.e. il n'y 3 pas de
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courbe e11iptique genera1isee sur F 1 d'invariant modu1aire

montre que sur F1~ , moins 1es deux sections ° et 26 33

. Toutefois, Tate a

i.e. sur

i1 existe deux courbes d'invariant j Posons k = j_2 633 , de sorte que l/j et

l/k sont des sections de ~5 ' et j/k une section inversib1e.

Proposition 1.6 (Tate) . Les courbes

(1.6.1) 2 + xy = 3 22 32 1y x - -k- x - k

(1.6.2) 2 3 22 32 _ j_2 732
y + xy ,. x +-.-x

] j2

Ont pour invariant modu1aire j

Pour (1.6.1), c4 j/k c6 = - j/k et b. = j2/k3

Pour (1.6.2), c4 k/j c6 = - k2/j2 et b.= k3 /j4

Notons C 1a courbe (1.6.1). 5i C est une courbe sur un ouvert U de
o

5 d'invariant j ~(C,Co) est un ~/2-torseur T(C) , et C se deduit de

Co par "torsion" par T(C) . Les courbes C sont donc c1assifiees par H
1

(U, ~/2)

(HI eta1e). Par exemp1e, (1.6.2) correspond au rev~tement double de 5 normalise de

5[(j/k)1/2] En ca1cu1ant ce HI , Tate a montre que (1.6.1) et (1.6.2) sont 1es

seu1es courbes elliptiques d'invariant

et '"

sur moins 1es 3 sections

Proposition 1.7. 50ient k un corps, et j E k . II existe une courbe e11iptique

sur k d'invariant modu1aire

Le cas ou j ~ 0,2 633 resu1te de 1.6. Pour k de caracteristique p , et

° ou 2633 , on peut prendre 1 'equation non homogene suivante.

p ~ 3

p ~ 2 j

l + y = x3 - 1

l x3 - x
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o1.8. Soit C la courbe elliptique universelle sur ~l et y Ie morphisme

Aut(C) ~ Aut(Lie(C» ~m . Nous ext rayons de [33J Ie r~sultat suivant sur Aut(C)

Lemme 1. 9.
3

(1. e. I{j = 0

Au-dessus du sous-champ de
2

, resp. 1{f:f728 = 0) , y est un

d'~quation c4 = 0 (resp.

isomorphisme Aut(C) ~ ~6

0)

2. Automorphismes des courbes elliptiques. Critere pour que ~ =~

2.1. Pour qu'un champ alg~brique soit un espace alg~brique, il faut et il suffit que

ses points g~om~triques n'aient pas d'automorphisme noq trivial. Ainsi, si

He GL(2, ~/n) ,pour que ~[l/nJ = ~[l/nJ (resp. ~[l/nJ = ~[l/nJ), il faut et

il suffit qu'une courbe elliptique (resp. g~n~ralis~e) munie d'une structure de

niveau H ,sur k alg~briquement clos de caract~ristique pt n , n'ait pas d'auto-

morphisme non trivial.

Par exemple, ~n[l/nJ = Mn[l/nJ pour n ~ 3 (IV 2.7) .

Dans [32J , les automorphismes des courbes elliptiques sont d~crits expli-

citement, de sorte que Ie critere pr~c~dent est effectif. Les calculs de [33J mon-

trent que les caract~ristiques 2 et 3 sont exceptionnelles, les autres ~tant "pareilles"

a la caract~ristique 0 . Nous nous proposons de v~rifier ce point a priori. Pour ne

pas parattre trop ridicules, nous traiterons aussi Ie cas des vari~t~ ab~liennes.

Lemme 2.2. Soient (A,S) une vari~t~ abelienne polaris~e sur un corps alg~briquement

clos k de caracteristique p > 0 et ~ un automorphisme de (A,S). On sait que

~ est d'ordre fini. Si Ie degre de S et l'ordre de ~ sont premiers a p , Ie

triple (A,S,~) se releve sur l'anneau des vecteurs de Witt W(k)

On sait qu'il n'y a pas d'obstruction a d~former (A,S)

des modules de (A,S) sur W(k) est un sch~ma

Ie sch~ma formel

M = Spec(W/k)[[t, ... t~jJ) ~ dim(A) (dim(A) + 1»
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Interpretons ~ comme l'action sur (A,a) d'un groupe cyclique G d'ordre

premier a p Par transport de structure, G agit sur M : l'automorphisme ~ de

(A, e) se p,:olonge en un automorphisme de M et de la deformation universelle

On verifie que Ie schema formel des modules de (A,e,~)

est Ie sous-schem~ MG de M fixe par G . Puisque G est d'ordre premier a p

ce sous-schema est lisse sur W(k) ,done admet des sections sur W(k) ,et ceci

prouve 2.2.

Proposition 2.3. Soit A une variete abelienne de dimension g sur un corps al-

gebriquement clos. Soit ~ un automorphisme d'ordre un nombre premier q et notons

A~ = Ker(w - idA)
dfn

II existe un entier k ,tel que

2.g dim(A~) + k.(q-l)

Preuve Passant de A a A/A~ on est reduit au cas ou A~ est fini.

Le polynOme caracteristique de ~ agissant sur A est a coefficients en-

tiers, n'a pas 1 pour racine et a pour seules racines des q-iemes racines d'unite.

II est done une puissance du polynOme cyclotomique qui est de degre q-l. La comparai-

son des degres donne Ie lemme.

Corollaire 2.4. Soit A une variete abelienne de dimension g sur un corps alge-

briquemim': clos. Solt t;J UTI autollorphisme d 'ordre fl:li de A

premiers de l'ordre de ~ sont plus petits 1u~ 2g + 1

Tous les facteurs

Preuve Cela suit de 2.4.

Corollaire 2.5.------ Soit (A,e) une variete abelienne polarlsee de dimension g sur

un corps algebriquement clos k de caracteristique p ,telle que Ie degre de la

polarisation soit premier a p . On suppose que p > 2g + 1 Si ~ est un auto-

morphisme de (A,e) , (A,e,~) se releve en caracteristlque a (sur W(k))

Preuve Resulte de 2.2 et 2.4.
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2.6. Une courbe elliptique admet une polarisation principale canonique. D'apres 2.6,

est un automorphisme d'une courbe elliptique E sur un corps algebriquementsi cp

clos k de caracteristique p > 3 (E,cp) se releve en caracteristique 0

k algebriquement clos de caracteristique p = 0 OU P > 3

(sur W(k»

Theoreme 2.7. Pour que ~[1/6nJ soit un espace algebrique, il faut et il suffit

que 1 I image reciproque r de H dans SL(2,~) n'ait pas d'element d'ordre fini

r 1

Soit (E,U) une courbe elliptique munie d'une structure de niveau H sur

pf n . Il faut

montrer que tout autDmorphisme cp de (E,aD est trivial. Puisque d'apres 2.6 (E,cp),

donc (E,a,cp) ,se releve en caracteristique 0 , il suffit de traiter Ie cas OU

p = 0

0: definit une inclusion (IV.3.20) ~[C ]det H c.k . On se ramene a suppo
n

ser k de degre de transcendance absolu fini, auquel cas il existe k~ ~ indui-

sant 1 'inclusion identique de ~[Cn]

et ou 0: est defini par a: En ~

dna (t

( ~/n)2

Ceci nOuS ramene au cas ou

de determinant un.

k = ~

2Si ~: ~ -......" Hl(E(a:), ~) nJ.Lve l'inverse d~ a (via IV 5.2.1), on veri-

fie que Aut(E,1D est Ie stabilisateu~ de z(~) (IV 5.1) dans r Si

AutCE,oJ r [e} r a done des eIemel1ts d'ordre fin!.

Reciproquement, tout element d'ordre fini cp de r a un point fixe dans

x , auquel correspond (E,a,cp) sur a:

3. Points rationnels des schemas grossiers.

3.1. SoH H C CL(2, ~/n) Une courhe elliptique E munIe d'une structure de ni-

veau H a ,sur un corps k ,definit un poInt de ~(k) Reciproquement, si

x E ~~Ll/nJ (k) on saH seulement que .sur la cl.5ture separable k de k il existe

(E,a) definissant x . La cl~sse d'isomorphie de (E,~) est invariante par

Gal(k/k)
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Si (E,a) provient de (Eo,ao ) sur k ,I'ensemble des k-classes d'iso

morphie de courbes (El,al ) definissant x est canoniquement HI(Gal(k/k),Aut(Eo'Oo)(k».

L'obstruction ~ I 'existence d'un (Eo,ao ) est dans un H2
(au sens de Giraud). Dans

Ie cas particulier ou Aut(E,a) est cornmutatif, Gal(k/k) agit sur Aut(E,a) et

I'obstruction est dans 2 -H (Gal(k/k),Aut(E,a»

Proposition 3.2. Soient k un corps de caracteristique p et H c GL(2, ~/n)

On suppose que prn . Tout point x E ~(k) est defini par une courbe elliptique

E sur k ,munie d'une structure de niveau H

Preuve (d'apres J_P. Serre et J.S. Milne). Soient k une clOture separable de k

et (E,a) sur k qui definisse l'image de x dans ~(k) . Si H = GL(2, ~/n)

(ce qui revient ~ supposer que n = 1) , 3.2 se reduit ~ 1.7. Dans Ie langage 3.1,

une certaine obstruction e:(E) est donc nulle. Si Aut(E,a) est trivial, 3.2 est

clair. Si Aut(E) est reduit ~ ~ 1 et que Aut(E,a) est non trivial, on a

Aut(E,a) ~ Aut{E) ; les obstructions e:(E,a) et e:(E) a definir (E,a) ou E sur

k sont donc egaIes, et nulles. Pour achever la demonstration, il nous suffira de

traiter les deux cas suivants.

Cas I p! 2,3 . D'apres 1.9, on a alors Aut(E) = ~,U4 ou U6 . Le groupe Aut(E,a)

des automorphismes de (E,a) est un sous-groupe de Aut(E) . La proposition 3.2 affirme

que la classe d'obstruction e:(E,a) E H2 (Gal(k/k), Aut(E,a» est nulle. On sait par 1.7

que son image e:(E) dans H2(GalCk/k), Aut(E» est nulle, et on applique Ie lernme suivant.

Lemme 3.3. Soit n premier ~ p

(0 les sous-groupes de Un sont les u ,min
m

(ii) I'application H
2

(Gal(K/k), Um) ~ Gal(K/k, Un) est injective

Preuve: Nous Iaissons la preuve de (i) au lecteur. Soit la suite exacte longue de

cohomologie associee ~ la suite exacte courte

Pour prouver (2) injectif, 11 suffit de prouver <D surjectif. D'apres Ie

theoreme 90 de Hilbert HI(U) = k*/k*n ill est Ie passage au quotient
n

et 3.3 en resulte.
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Cas 2 p " a ,Aut(E) n 'est pas redui.t Ii ± 1

Dans ce cas, x provient par extension des scalaires d'un point de ~ a

va leurs dans un corps fini (on a a ou 26 .33 et le corps de definition de x

il existe une exten-

est algebrique sur celui engendre par j(x) ). On peut done supposer k fini. Puis

que Gal(k/k) =~ et que Aut(E,a) est fini, le H2 de Giraud ou vit l'obstruction

est nul, et 3.2 en resulte. Autrement dit : coit x E ~( Wq)

(E ,a)

Quit te Ii rem-

. La courbex

Gal( W nl W )
q q

qui definissesur Wqn(E ,a)etsion finie W n de W
q q

est geometriquement isomorphe Ii ses conjuguees sous

iemesi et seulement si la puissance n de

placer Wqn par une extension, on peut done supposer qu'il existe un isomorphisme

w' : (E,a)(q) ~ (E,a) . Cet isomorphisme definit une donnee de descente de W n a
q

~ : E~ E(q) ~ E est l'endomorphis-

me de Frobenius F de EI Wqn . En general, on a ~n = F~ ,avec ~ d'ordre fini m.

W
q

On a
nm
~ , et apres extension des scalaires Ii W nm

q ~' definit une donnee

de descente de Wqnm Ii W
q

pour (E,a). La courbe descendue resoud le probleme pose.

4. Remarques numeriques

Nous nous proposons de traduire dans le langage des champs algebriques les for-

mules classiques donnant le genre des courbes modulaires. Pour ce faire, il nous faut

au prealable definir la caracteristique d'Euler-Poincare X(C) d'un champ algebrique

de presentation finie sur ~ Cette notion est liee a celle de caracteristique

d'Euler-poincare virtuelle d'un groupe discret introduite par Wall.

4.1. a) Soit J
i

) une partition finie de C en sous-champs localement fermes et

separes telle que, au-dessus de J
i

le schema en groupes des automorphismes des objets

classifies par C soit localement constant de rang ui . En d'autres termes, pour

tout point geometrique x ~ J
i

' on veut que !Aut(x) I
tion existe.

u
i

. Une telle decomposi-

b) Soient F
i

le schema grossier de mCdules de J i et X(Fi ) la caracteristi

que d'Euler-Poincare de l'espace topologique Fi(C) . On pose

X(C) dfnL:~i"X(Fi(lt»

On veri fie que cette definition est independante de la decomposition ~Ji) . Elle

COincide avec 1& definition usuelle quana C "est" un schema.
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La caracteristique d'Euler-poincare jouit des proprietes suivantes

0) additivite: si J est un ferme de C , d 'ouvert complementaire U

si U et V sont deux ouverts,

x(u U v) + X(u n v) = X(u) +X(v)

~) multiplicativite: si f: C ~ ~ est un morphisme, et que les fibres geometriques

C
s

de font une caracteristique d'Euler-Poincare constante, On a

y) caract ere alg~brique la definition donnee s'etend aisement et permet de definir

x(C) pour C un champ algebrique de presentation finie sur un corps algebriquement

clos k de caracteristique zero.

6) Soit f: C7 ~ un morphisme fini et plat (i.e. plat, propre, A fibres finies),

et s un point geometrique de ~ . Pour x un point geometrique de Cs
, soit

A~ l'anneau local de C en x . C'est un anneau artinien. On pose
x s

(4.1. U

~e nombre est localement constant en s . S'il est constant, on le note deg(f)

Si fest fini etale , on a X(Cs ) = degs(f) et ~) fournit

(4.1.2) x(C) deg(f) x(~)

En termes plus concrets, un point geometrique ferme s de ~ n'est autre qu'un

)bjet de iJ sur a: , et un point geometrique de Cs
est un objet x de C muni

j 'un isomorphisme a f(x) ~ s . On a

(4.1. J) X(C )
s

l: 1
Aut{x,a)

4.2. Appliquons 1a definition 4.1 A

Nous separons les fermes nc4 .. 0" (6 automorphismes) "c6 .. 0" (4 auto-
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morphismes), et l'ouvert complementaire (2 automorphismes) de schema grossier la

droite affine moins les points j = 0 = 1728. On trouve

(4.2.1)
o 1 1 -1 1

X(tnl ~ (t) = "6 + "4 + 2 = - 12

plus sympathique sous la forme

(4.2.2) C(-1)

Pour He GL(2, ?lIn) , on deduit de 4.1.5 que

(4.2.3) x(~ ~ (t) = [GL(2, ?lIn) : H] -1
12

Pour passer de lA A la formule classique donnant X(~ ~ (t) , il faut tenir

compte des pointes et des auto:o(roihiUlsm)es. Traitons Ie cas de

~ U Ie groupe des matrices (u E ?l/n?l) . Il y a

M ~ (t (n ~ 3) . Soit
n

[GL(2, ?lIn) : + u]

pointes (5.1) et les objets de tnn ~ (t n'ont pas d'automorphisme non trivial (IV 2.7).

On a done

X(M (a:)) IGL(2,?lln)!. -1 [GL(2, ?llr» + U]n 12+

-1 4 1T 0- .!.) I 3 IT 0- .!. ) o-.l)= Ii n . (1-) + ~
pin i- p 2 pin p2 p

La courbe Mn(a:) a wen) composantes connexes, toutes isomorphes. Leur genre g est

donne par

2g - 2
3 2

(~2 - '\-)

4.3. Soit C un champ algebrique propre, de Cohen-Macaulay, purement de dimension

un, sur un corps algebriquement clos k (par exemple, tnl ~ a: ). Soit W un fais

ceau inversible sur C . Le degre de west defini comme suit

a) On prend une section rationnelle f de w

b) Soit x un point geometrique ferme de C . Soit 19
x

l'anneau local henselien

de C en x Si fest regulier en x , OIl pose deg (f)
x

. Si
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c) \ On pose

deg(w) deg(C,W)

Pour k nOn algebriquement clos, on definit deg en etendant au prealable

les scalaires a k Ce degre est independant du choix de f et coincide avec la

notion usuelle quand C "est" un schema.

II verif1e

~) additivite en W deg(1JJ ~ w') = deg(w) + deg(w')

13) revHements

On a

SoH f C' ~ C un morphisme fini et plat de degre constant.

y) specialisation

deg(f* w) = deg(f). deg(w)

Soient S un trait, C un champ algebrique propre et plat,

de Cohen-Macaulay, purement de dimension relative un sur S . Soit w un faisceau

inversible sur C . On a

4.4. Calculons Ie degre sur ~l de w , Ie dual de l'algebre de Lie de la courbe

elliptique universelle. Le discriminant 6 est une section de 012
w , s'annulant

simplement a l'infini. Le point a l'infini ayant deux automorphismes, on trouve

(4.4.0 deg(w) = 1.
24

Partant de (4.4.1), et exploitant (4.2.2), 4.3. 13) , on trouve que pour tout

H c GL(2, 7Z./n)

(4.4.2)

On a

4.5. Voici une demonstration directe de (4.4.2). En tout point s de ~o
1 , sur

~ ,correspondant a une courbe elliptique E ,la theorie des deformations fournit

i hi 1 1 - 0 Hl(E,T
E
l ) ~ Hl(E,~) ~ w0- 1 ~ w0

s
- 2 .un somorp sme entre . espace tangent a 1111 en s et '" ""

Vne etude a l'infini montre que l'isomorphisme ~ ~ w®2 correspondant se prolonge
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a l'infini en

(4.5.0

Vu 1es proprietes de mu1tip1icativite des deux membres de (4.4.2), i1 suffit

de considerer ~n ' pour un entier n ~ 3 . On a a10rs affaire A de vrais schemas,

de sorte que

X(M ~ (t)
n

1
deg(Mn,o;j )

n

Puisque l'image reciproque d'une forme differentie11e A pOles logarithmiques est en-

core de ce type, (4.5.1) nous fournit un isomorphisme

(4.5.2)

si c est 1e nombre de points A l'infini de ~
n

, on a done

1- deg(O ) - c

Dans 1a fin de ce §, nous definissons l'invariant de H~e et donnons une

demonstration, basee sur des theor~mes de Grothendieck, du theoreme de Igusa se10n

1eque1 ses zeros sont simples. L'un de nous a appris 1a jo1ie formu1e 4.9.1 A un

cours de Serre.

4.6. Definition de l'invariant de Hasse.

Soit f: E ~ S une courbe e11iptique genera1isee sur un schema S de

caracteristique p w= f* ~/S et F 1e morphisme de Frobenius

On a

Cartier")

. L'app1ication trace (ou "operation de
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definit un morphisme

(4.6.0

i.e. une section

(4.6.2)

C'est l'invariant de Hasse. En voici une expression dua1e : 1a dua1ite des faisceaux

coherents met en dua1ite w et

pose de (4.6.1) est l'image reciproque

, et de m@me et . Le trans-

(4.6.3)

Si on identifie ~(-U
w et w~(-p) , (4.6.3) devient 1a mu1-

tip1ication par h (4.6.2).

Sur , On sait que l'invariant de Hasse ne s'annule paS A l'infini,

et que ses zeros correspondent aux courbes elliptiques supersingu1ieres (voir Katz

[13J).

On sait que sur ~ ~Wp , 1es zeros de h sont simples. Nous en donnons

en 4.8 une demonstration directe, basee sur 1a theorie de Grothendieck des deforma-

tions des schemas abe1iens, dont un cas particu1ier est rappe1e ci-dessous.

4.7. Soit Ao une variete abe1ienne sur un corps k a1gebriquement c1os. Pour

toute deformation A de Ao sur 1es nombres duaux k[£J (£2 = 0) , On definit

On dispose d'une suite exacte

(4.7.U

Grothendieck a defini un isomor?hisme canonique
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(4.7.2)

et a prouve que

a) Pour tout morphisme f A ~ B Ie diagranune

f o ~ k[e:]
HDR(Bo ) ~ k[e] -..::----.;;.,. ~R(Ao) ~ ked

II

est conunutatif •

b) L'application qui a chaque classe d'isomorphie de deformations A associe la

filtration (4.7.1) de HDR(A
o

) ~ k[e] ,assujettie a relever la filtration (4.7.1) de

HDR(Ao ) ,est bijective.

4.8. Soit Eo une courbe elliptique supersinguliere sur k E une deformation

non triviale de E sur k[e]o

tiple non nul de e). Puisque

pose d'un diagramme commutatif

, et prouvons que h ~ 0 (i.e. que

E(P) est la deformation triviale de

h est un mul-

E(P) on dis-
o

h ~ 0

On sait que Ie noyau de F* est exactement HO(E(P) (}) C H (E(P» ,et
0' DR 0

emeresul te formellement de ce que la 2 ligne n' est pas de la forme Z ~ k[e] .

Si on applique la definition 4.3. a la section h

sur ~l ~IFp on trouve Ie resultat suivant : si

du faisceau inversible

I est 1 'ensemble des clas-

ses d'isomorphie de courbes elliptiques supersingulieres sur If ,on a
p

D'apres 4.3 a) et (4.4.1), on a done
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(4.9.0 L
E supersingulier

I

lAudE) I - E=.!.- 24

Par exemple, si p = 2 (resp. 3), seule la courbe elliptique d'invariant modulaire

o est supersinguliere. Elle a 24 (resp. 12) automorphismes. De m@me, si n ~ 3 et

si (p,n) = 1 , il Y a sur exactement ~ X(M~(~» points supersinguliers.

5. L'action de Galois sur les pointes.

5.1. L'ensemble M=(~) est l'ensemble des classes d'isomorphie, sur ~ , de courbes
n

elliptiques generalisees singulieres a n cOtes, munies d'une structure de niveau n.

Soit (C,+) Ie n-gone standard sur ~ ,muni de sa structure de courbe

elliptique generalisee 11.1.9. On a canoniquement

Le groupe des automorphismes de (C,+) a ete calcule en II 1.10 . Son image

dans GL(~n X'!lIn) est Ie groupe + U des matrices

L'ensemble des structures de niveau n sur

canoniquement

(C ,+) est Isom(C ,( '!lln)2» . On a donc
n

Cette bijection est compatible a 1 'action de Gal(~/~) sur les deux membres.

5.2. Pour He GL(2, '!lIn) , on a ~ = Mn IH . Des lors,

= ~ +
~(~) = H\Isom(~n X'!lIn, ('!lln)}/_ U

Puisque M;[l/n] est fini etale sur '!l[l/n] ,cet isomorphisme d'ensembles galoisiens

se prolonge en un isomorphisme de schemas :
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Construction 5.3. ~[l/n] = H\~ZZ[l/nJ (\.In XZZ/n,( ZZ/n)2) I ~ u

6. Etude de

6.1. En IV.4.5, nous avons decrit

fiant les isogenies E ~ F a noyau

~ (n)[l/n] comme Ie champ sur ZZ[l/n] classi
o

cyclique de degre n . Ceci met en evidence deux

applications ~ (n)[1/n1~ ~~[l/n] , definies par E et F respectivement, et
o

echangees par une involution w (IV.4.4). D'apr~s IV.3.l9, les applications induites

sur les schemas grossiers se prolongent en

c et cw ~ (n) ~ Mlo

6.2. L'application finie (c,cw): MT (n) ~ Ml X Ml a pour image un diviseur, in
o

variant par permutation des coordonnees. Puisque l'application ~ (n) ~ Ml est de
o

degre Ie nombre P(n) de points de la droite projective sur ZZ/n ,et est generique-

ment injective, ce diviseur est de bidegre (P(n), P(n» . Les applications c et

cw transforment points a l'infini en points a l'infinl. Puisque M~ = Spec( ZZ[j])

et que ZZ[j, j , ]

(6.2.1)

est factoriel, Ie diviseur image de

et defini par une equation In EZZ[j,j'] , 1 'equation modulaire. On a

In (X, y) L cab X
S yb , et les seuls cab non nuls et tels que a = P(n)

a,b S P(n)
ou b = P(n) sont obtenus pour (a, b) = (P(n) ,0) ou (0, P(n») ; 11s valent + 1

6.3. L'invariance par symetrie montre que t (X,Y) = ~ t (Y.X)
n n

. II est classique,

et resulte d'une etude a l'infini, pour n + 1 , que Ie signe correct est +

(6.3.1) (n > 1)

On peut donc normaliser Ie signe de In pour avoir
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(6.3.2)

cah • cba ,E 1Z

~ a b
L cab X Y

a,b<P(n)

6.4. On prendra garde que l'application (6.2.1) n'est pas n~cessairement injective.

Sur k alg~briquement clos avec n inversible dans k ,il peut en effet exister

deux n-isog~nies a noyau cyclique

(6.4.1)

non isomorphes, mais telles qu'il existe des isomorphismes e: E
l
~ E2 et

. L I endomorphisme -1
g • e ~ f~ est alors de degr~

2
n

mais son noyau n'est pas Ie noyau de la multiplication par n . La courbe El est

donc a multiplication complexe.

R~ciproquement, si g est un endomorphisme de degr~
2

n d'une courbe ellip-

tique E ,que Ker(g) ~ En ,et que A C Ker(g) est cyclique d'ordre n ,on

obtient une paire (6.4.1) en prenant

E~ E/A et Ie transpos~ de

E/Ker(g) ~ E/A

La discussion pr~c~dente montre toutefois que (6.2.1) est g~n~riquement ra-

diciel; on montre facilement qu'il existe meme un ouvert U de ~ dense dans. l'a(n)

les fibres de caract~ristique pf n ,tel que la restriction de (6.2.1) a U soit

un plongement.

Le r~sultat suivant en r~sulte.

Proposition 6.5. ~ ( est Ie spectre du normalis~ de 1Z[j,jIJ/(~n(j,jl»
!' n) -
o

Si k est un corps de caract~ristique p et que p1n , 11 r~sulte

de 3,2 que tout point x E ~(~)(k) est d~fini par une n-isogenie a noyau cyclique
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E~ F definie sur k . II n'en resulte pas que si j,j' sont dans k et que

~n(j,j') = 0 ,il existe une telle n-isogenie avec j(E) = j (F) • j I

Si n est un nombre premier p ,la decomposition V.l.16 de ~o(p) mod p

se traduit comme suit au niveau des schemas grossiers.

Theoreme 6.6. (H. Weber-Lehrbuch del' Algebra
III, p.244 eq. (32»).

~ (j,j') =(j-j'p) (jP_ j ') mod p
p

Par une etude a l'infini, on demontre plus generalement que si (n,p) = 1,

on a

(6.6.0 ~ (. ") = ~ (.P ") '" (" .,p)np J,J - n J ,J Yn J,J (p)

(p)

(p)

2
~n(j,jIP )

K
m-K cp(p )

,j ,p )
t-K

~ (.p
n J~ k(j,j') - 1T

np t+m = k
K = inf(t,m)

~ 2(j,j I) =~n(j 1
2 ,j I) ~n(j,jJ)P-l

np

(6.6.3)

(6.6.2)

Si p2 1n ,on tire de 6.6.3 que

(6.6.4) ~ (. ") ~ (.p .,p) = ~ (jP j') ~ (j j'p)
np J, J nip J ,J n' n'- (p)

Proposition 6.7. Soient He GL(2, ~/n) et K l'image inverse de H dans

GL(2, zZ). Le schema ~[l/n] est lisse sur ~[l/n] .

Au-dessus du complement des sections 0,2 6 .33 et = de Ml,~[l/n] ~ Ml[l/n]

est fini etale. En effet, sur cet ouvert ~[l/n]

~[l/n] (resp. Ml[l/n]) ,et ~[l/n] est etale

(resp. 11'1 [1/n])

sur rn~[1/n].

est etale sur

II resulte donc du lemme d'Abhyankar que ~[l/nJ est lisse sur ~[l/n]

en dehors des points de caracteristique 2 ou 3 d'invariant modulaire 0

caracteristique 2. Soit E la courbe elliptique d'invariant 0 sur IF
2

,corre

spondant a x : Spec( lF2 ) ~ In
l

. Soit W(lF
2
)[[dJ Ie complete de l'henselise strict
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de ~l en x Le groupe A = Aut(E) agit sur W( i/2)[[t]] et, vu 1.8, il faut

prouver que pour tout sous-groupe B de A , l'alg~bre W( lF2)[[t]]B est formelle

ment lisse sur W( lF2) . Le groupe A s'injecte dans GL(2,E3) (IV.2.7). En fait,

A = SL(2,E3 ) II en r~sulte que si l'une des algebres W(lF2)[[t]]B n'~tait pas

formellement lisse, d~jA l'un des sch~mas ~ (H c GL(2;Z/3» ne serait pas lisse

sur Z!:

On sait que la courbe M3/ Z!:['3] est de genre 0 . II en r~sulte que pour

HHe GL(2, Z!:/3) ~ = M3/H sur Z!:[C3 ] est de genre 0 . On sait sussi que les

fibres g~om~triques de ~[1/3] sont ~en~riquement lisses, irr~ductibles et r~duites

(car de Cohen-Macaulay, ~ ~tant normal). Etant de genre arithm~tique 0 , elles

sont lisses.

Caract~ristique 3 On proc~de de m@me, en utilisant que Aut(E) s'injecte dans

6.8. Soient n,H,K comme en 6.1 et p un nombre premier premier An. Nous allons

utiliser (V.l) pour ~tudier ~nro(p) en caract~ristique p , la structure des sin

gularites de ~nro(p)[l/n] et leur r~solution minimale. Rappelons que Ie chsmp

~nr { )[l/n] correspondant classifie les courbes elliptiques E munies d'une struc
o p

ture de nivesu H et d'un sous-groupe localement libre de rang p A . II est r~gu-

lier, et

salement

~nr ( ) SF est r~union de deux copies de
o p p

aux points supersinguliers.

se coupant trsnsver-.

Th~cr~me 6.9. (i) ~nro(p)[l/n] est lisse sur Z!:[l/n] en dehors des points super

singuliers de caract~ristique p

(ii) MKnro(p) SFp est reunion de deux copies de ~ Slip se coupant transversale

ment aux points supersinguliers. On recolle Ie point supersingulier x de la 2e copie

au point x(p) de Is lere

(iii) S1 x est un point supers1ngulier de MKSiFp
d~fin1 par (E,O;) , et que

k il Aut{E,a) si -1 E Aut(E,a)

k Aut{E,a) s1 -1 ~ Aut(E,a)
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alors, au point correspondant de MKnro(p) ~Fp ,Ie schema ~~nro(p) * WUFp) pre

sente une singularite de type A
k

_l ,formellement isomorphe a

(6.9.1>

preuve

wdF )[[x,y]J I (x.y _ pk)
p

Au voisinage de l'infini, l'application

est etale, et ~o(p) est lisse sur ~ . D'apres Ie lemme d'Abhyankar, ~ro(p)

est moderement ramifie sur M- Ie long de l'infini, donc lisse au voisinage de
--1~'p)

l'infini. Etudions maintenant les points a distance finie.

Par passage aux schemas grossiers de modules, on tire de (V.l.lS) et de

6.1.1 un diagramme

(diagonales composees = Frobenius)

On sait que ~nro(p) *iFp est reduit (V.l.16) . Son schema grossier de

modules l'est donc egalement. Puisque M~nro(p) est normal, ~n;o(p) *lFp est de

Cohen-Macaulay. Etant generiquement reduit, ce schema est reduit. On peut maintenant

raisonner comme en V.l.16 pour prouver (i») (ii) . Les m@mes arguments s'appliquent

au schema grossier de ~nr()*iFo p p
, et on trouve Ie corollaire suivant.

Corollaire 6.10. ~nro(p) *Fp est Ie schema grossier de modules de ~nr~(p) ~Fp
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Prouvons 6.9 (iii). Soient (E,a) et x comme indique. Soit A' Ie groupe des auto-

morph1smes de (E,a) et

A = A' si -1 ~ A'

A = A'/f~ 11 si -1 E A'

Le groupe A est d'ordre k . D'apres 1.8, Ie complete de l'henselise strict de

en x est de 1a forme

Spec(wGf )[[X,Y]]/OCY-p»/A
p

ou Ie groupe A agit effectivement (1.8 et 1.4). En reduction mod p, Ie groupe A

respecte chaque branche, et agit effectivement sur chacune. On sait aussi, d'apres

1.5.2 et (ii), que Ie quotient etudie est de la forme

Spec(WQF )[[X',Y']] / (x'Y'-l'»
p

et il nous faut prouver que k = k'

D'apres 6.10, on a

SpecOF [[X,Y]]/(X.Y»!A
p

done, par restriction a une branche,

specdF [[X' ,Y' ]]/(X~Y'»
p

SpecClF [[X,Y]]/(Y»/A = SpecaF [(X'Y' ]J/(y'»
p p

Puisque A est d'ordre k ,i1 en resulte que

Xk unite. x' (mod(p,Y»

Dans Ie spectre de l'anneau regulier WQF )[[X,YlJ/(XY-p) ,les diviseurs
p

de X et X' ont m6me support. La formule precedente impose alors que

div(X') k div(X) ,i.e. Xk = unite. x' . Le m@me argument s'applique a y' on

a done

X'y'

et que k k' en resulte.

kunite.p
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L'invariance par specialisation de la caracteristique d'Euler-poincare de

e et 6.9 (i~) fournissent, pour Euler-Poincare topologique :

Corolla ire 6.11.

(6.L1.U

Soient s Ie nombre de poi~ts supersinguliers sur ~ ~Fp On a

Si on considere ~nro(p) comme une courbe geometriquement irreductible sur

R = ZZ[CnJ
H

et que So = s/[R: ZZJ dlisigne Ie nombre de points supersinguliers de

~_ ~ iF ,6. 11 se rlicri t en terme du genre
-1< R P

(6.11.2)

Corollaire 6.12. ~nro(p) ~R ~ est une courbe elliptique si et seulement si

~ ~R e est de genre 0 et que So = 2

Rappel 6.13. Resolvant la singularite (6.9.1) par eclatements, on obtient une

chatne de (k-l) droites projectives de self intersection -2 . Le lieu d'equation

p = 0 de la resolution est reduit. Ceci permet de calculer la resolution minimale

de

Le Iemme suivant, tire de [20J, sera prouve en VII.2.7.

Lemme 6.14. Soit E une courbe elliptique sur.le corps des fractions d'un anneau

de valuation discrete V . Si Ie modele minimal de Neron de E a pour fibre speciale

un polygone de Neron 8 k cOtes, alors v(j(E) = -k

Lorsque ~nr (p) est elliptique, on deduit de 6.11 Ie corollaire suivant.
o

corollaire 6.15.

pOle de E R

suivante

S1 ~nro(p) ~R (t

en un ideal premier

-v (j)
~

est elliptique, d'invariant modulaire , ~

~ de R divisant p est donne par la formule

2 + L (IAut(E,a)I[!l}l-l)
(E,a)

la sorn:ne etant ~tendue 8 l'ensemble (8 deux elements) des classes d'isomorphie de
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courbes elliptiques supersinguli~res E , munie d'une structure de niveau H de

determinant un, sur une clOture algebrique if de R/(n)
p

6.16. Exemple. Traitons Ie cas de
~o(p)

, p premier, p I' 2,3 ~ ( ) 1lDF'
=]pl_

o P p
s'obtient en recollant 2 exemplaires de HI IlDlFp

en les points supersinguliers.
JFp

Pour obtenir la fibre speciale de la resolution minimale, 11 faut remplacer Ie point

j = 0 (resp. j = 1728), si supersingulier, par une chaine de 2 (resp. 1) droites

projectives.Rappelons que

j o supersingulier .. p;: -1 (mod 6)

j 1728 supersingulier .. p;: -1 (mod 4)

Des lors, sur la clOture algebrique deJF , la fibre speciale de la resolution
p

1minimale de ~ () est Ie diagramme suivant de copies de]P se coupant transversale-
o p

ment :

g 0 r (5) r (7) ro (13)

n
0

; x0->

Uautre ->

j = 1728 ->

g 1 r (1I) r (1])

X
0

7(0-> aautre ...

j = 1728 ->

g > 1 1
0

(23) r (29)
0

j = 0 ... Z Aautre ->

j = 1728 ...

La formule 6.15 dit que l'invariant modulaire de la courbe de genre un

p = 11,17,19 a pour denominateur res?ectivement 115, 174 193
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VII. La courbe de Tate.

Au § 1 de ce chapitre, nous utilisons une methode due a kaynaud pour con-

struire la courbe de Tate ~ / ?lm q sur ?l[[qJJ . Ceci nous permet de donner une

description explicite du complete formel de ~ Ie long de l'infini (§2). Aux §3 et

4, nous en deduisons des theoremes d'integralite sur les coefficients du developpe-

ment en serie de Fourier des formes modulaires.

1. construction de la courbe de Tate sur ?l[[qJ] .

1.1. Soient

S un schema

S un schema et

~ , isomorphe

t E r(s,~s) . Nous nous proposons de construire sur

a ~ au-dessus de S[t- l ], non quasi-compact si t
m

n'est pas inversible, et dont des courbes elliptiques generalisees se deduiront par

passage au quotient si t est nilpotent.

a) Soient des indeterminees.
-t
qm est reunion des cartes locales

0.1.1)

suivantes

b) On recolle Ui +! de sorte que

0.1.2)

(1.1.3)

(Yi+l
-1t.x
i

)

ces ouverts etant identifies par

0.1.4)

c) On ne fait d'autre recollement que ceux imposes par b). Explicitement

0.1.5) si U-j'I~2 U
j

n Ujl est au-dessus de S[l/tJ

0.1.6) au-des sus de S[l/t], les U
j

sOnt tous identifies, par
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-i
t xo

1.2 Exemples a) si test inversible.

(
-1= U = sEx.x ] ~ l

000 m

b) si t = 0 •
-tq; se d~duit par recollement de la somme d'une famille de copies

de pI index~e par ~ : on recolle la i eme copie a la (i+l}ieme en identifiant la

section 0 de la t ieme a la section ~ de la (i+l}ieme

U
j

«j_t)1eme copie - section ~ ) U «j+i)ieme copie - section 0 )

x ~ =
j-~

Yj +t =

coordonnee x

o

U

U

o

(coordonn~e x)-l

s

o

Yl
0

x 0
0

,,v'
0

Q Yo = 0
..,

x = 0
-1.,

'"0.c
Y = 0-1

t = 0

c) soit

lisse de

T n E -1) c.ti = Ui_t Ui +* = S xi,x i et soit ~

Qb Si S = Spec(V) est un trait et t

la reunion des Ti . C'est Ie lieu

une uniformisante de V ~

est Ie modele de N~ron de lm construit par Raynaud.
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Les applications

sont bijectives(K corps des fractions de V). A tiu E K* (u E V*) correspond la

section de . Get exemple motive les definitions qui suivent.

la section de

pour a inversible sur S et k ElZd) Abus de notation

k
a t Tk telle que k

~(at ) = a

on notera parfois

1.3. On definit dans Qt une structure de schema en groupes abeliens
m

par

L'intersection Ti n Til

au-dessus de S[l/tJ,

de deux cartes distinctes est l'image inverse de S[l/tJ;

at -- "'m 1 Ii ~ 1~ ~ et es app cations prec~dentes sont a multiplica-

tion dans t
m

. Dans l'exemple 1.2 c), . correspond a la multiplication dans K*

L I application se prolonge en une action

par

L' application -1x .... x se prolonge en une involution

a .... a-I u .
-J

par

x. ~ (a)
J-~

La composante neutre To du 3cnema en groupes ~ est canoniquement 1so-
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morphe A ~m (isomorphisme x )
o

1.4. 5i u E r(5'~5)* , et que m ~ 1 est un entier, on definit

(mi + i S j S m(i+l) - i)

(utm)
o [u)

(t) k -i
Xi xmi+k t .u

(0 S k < m)

(utm)
o [u)

(t) k i
Yi Ymi- k t .u

i +Oem) . 5i m = 1Pour

[u)

t = 0 ,ceci contracte en un point lea Ti avec

nt ~t 1est un isomorphisme de ~ avec ~ . Par exemp e, Ie mod~le de Neron 1.2 c)

de ~m est independant du choix de l'unlformlsante.

1.5. Supposons

une section de ~

t nilpotent. On a al~rs U
j

n Uj , = t sl Ij-j' I ~ 2

contenue dans Tk avec k; 0 Faisons agir ~ sur

Soit g

<t par

Proposition-definition 1.6.

Ie note ~ I g ~

Avec les notations 1.5, Ie quotient ~ I~ existej on

1 lk 1 2 at I g ~ ....S ~ ~ est encore ucfinl par les cartes locales U
j

de

1.1, avec la donnee de recollement supplementaire que U
j

est identifie A Uj+k par

(1 t (U) ffi t d " 1 at I g~) . Ceci reste vraig es car es j O<j<lkl su sen onc & recouvr r ~

pour Ikl = 1 ,a cela pres que cette fois U
j

n'est plus un ouvert de Zariski de

nt I g 1l i 1 .< 1 at I g ~~ ,ma s est seu ement ~ta e sur ~ . On peut aussi arguer que

Exemple 1.7. 5i t =0 • et que g est la section ~ = 1 de Tk
( I g~

n'est autre que Ie polygone de Neron standard a k cOtes sur 5 . Ceci resulte de

1.2b).

1.8. Sous les hypoth~ses de 1.6, la 10i passe au quotIent et definit
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Pour t = 0 et g comme en 1.7, c'est la loi + definie en (11.1.9). Plus

generalement, on deduit de 1.4 que si ~(g) est une puissance ki~e,(~ / g~, .)

est isomorphe au k-gone standard. Puisque ~ / g~ est clairement plat de presenta

tion finie, on obtient Ie resultat suivant.

Proposition 1. 9. Pour t nilpotent et g E 1c(5) , <et / g 1l, +) est une courbe

elliptique generalisee. 5es fibres geometriques sont des k-gones.

1.10. Scient A un anneau noetherien, tEA et g une section de T
k

C ~ sur

5 = 5pec(A) . Pour chaque entier N , t est nilpotent dans A/(tN) et on peut

effectuer la construction 1.6 : on definit

sur

Les C
N

long de

definissent un schema formel C = lim C
N

sur Ie compl~te formel de 5 Ie
-+

5pec(A/(t» 5i A est complet pour la t~pologie t-adique (ou, comme

nous dirons, t-complet), la demonstration de III 1.2 montre que la courbe ~lliptique

generalisee formelle C est algebrisable

a) La courbe projective formelle ~ est algebrisable, d'apr~s Ie theoreme d'exi-

stence de Grothendieck.

b) 5i k = I , la 10i + est enti~rement determinee par la section neutre e

(II 2.7), donc es~ algebrisable.

c) Dans Ie cas general, une descente fppf nOllS ramene A supposer que g est de la

forme
k

go

que II 1.17.

La courbe est alors un rev@tement de , et on appli-

Pour A t-complet, nous appellerons la courbe elliptique generalisee sur

Spec(A) qui algebrise e une courbe de Tate; nous la noterons encore {par abus de

notation) ~ -/ g 1l
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Proposition 1.11. L'image du sous-schema de non lissite de la courbe de Tate

-t ?lQb I g ~ Spec(A) admet l'equation t 0

1 r.t/g?lCette image est a m@me pour ~

-t
. Son calcul pour Qb est laisse au lecteur.

, pour Ie schema formel r: et pour

1.12. Pour t nilpotent, les composantes neutres de ~ et ~ I g?l sont cano-

niquement isomorphe a t m ,d'ou des isomorphismes et morphismes

(complete ~ de
m t

m
N t ?l 4

Ie long de la section neutre) ~ (~ I g )

Lie(t )
m

\oln

~ ~ Lie(~ I g?l)

~(t/g?l)n

0.12.0

Pour A noetherien t-complet, on en deduit des isomorphismes et morphismes

(groupe formel complete de em Ie long de e

H.12.2)

0.12.3)

(groupe formel complete de (it I g?l~ Ie long de e

En particulier, les courbes de Tate sont munies d'une differentielle inva-

riante canonique (l'image reciproque dans

notee dx/x

- ?lLie(lim I g ) de la section unite de ~ ),

1.13. Si t est nilpotent, nous noterons
?l 11k

(g) Ie sous-schema de t
~ dont

1 'intersection avec la carte

o.t) h~~ . Le sc ~ma en groupes

est defini par l'equation k ia = g (egalite dans

(1.13.0 ?l 11k I ?l(g) g (7\t I ?l)u g k

est fini localement libre de rang k2 . C'est une extension

0.13.2)
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1a projection sur ~/k envoie x sur 1a c1asse mod k des entiers i te1s que x

sott image d'une section de Ti

Supposons maintenant A noeth~rien t-comp1et. Par passage A 1a limite,

(1.13.1) d~finit un sous-sch~ma en groupes fini H de (~I g~)k • ces deux

groupes, ~tant loca1ement 1ibre de m@me rang, sont ~gaux, et (1.13.2) d~finit une

suite exacte

0.13.3)

Si ~(g) = u , Ie l1t-torseur est canoniquement isomorphe au

I1t-torseur des ·racines u

(1.13.4) -I kIf }v 0) '"' ( V ~(g)

Construction 1.14. Si A est t-complet, que t = T
m ,et que g est une section

d Tk C ate ~' notons encore g

(it I g~La courbe g~n~ra1is~e ~

1a section de Tkm C ~ te11e que ~~)(g) = ~t)(g}.

est Ie contract~ (IV.1.) de Qb Ig~ . En particu1ier,

at I 7l aT I g ~
~ g !! ~ cotncident sur

Par passage au quotient et passage A la limite, l'application 1.4 d~finit

un IIIOrphisme

Ce morphisme identifie (I g ~ au contract~ (IV.U de ~ I g ~

Pour A t-complet, et si t admet une racine
ieme

m T • on a donc sur

A[t- l ) une suite exacte (1.13.3), avec k remplac~ par km et un isomorphisme

(1.13.4). On v~rifie que cette suite exacte et cet isolllOrphisme sont ind~pendants du

choix de T . Par descente, ils sont donc d~finis sans hypothese sur t

Construction 1.15. Sur Spec(A[t- l ), on a une suite exacte
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COmme convenu en 1.2 d), nous noterons pour laquelle

iemes
~-torseur des racines k

11k
ql'anneau des s~ries formelles en une ind~termin~e

11k
q 1a section g de T

k
C ~

-1
~-torseur v (1) est canoniquement isomorphe au

g E Gb(A[t- l ]) ~ A[t-1]*

Soit 2Z[[q1/k]]

Le

de

'1t(g) = 1

Definition 1.16.

tique g~n~ra1isee

La courbe de Tate A k cOt~s sur 2Z[[ql/k]] est 1a courbe el1ip
11k 2Z

~ I q

Pour k = 1 ,on parle simp1ement de la courbe de Tate sur 2Z[[q]] • La

courbe de Tate A k cOtes C sur est munie des structures suivantes

«1.12.1) (1.12.2) (1.12.3) (1.13.2) (1.13.4»

0.16.0 un isomorphisme de groupes forme1s
4

C =>. It
m

en particul1er

0.16.2) une differentie11e invariante, not~e dx/x

0.16.3) des morphismes \-l~Cn n

0.16.4) un isomorphisme

, qui definit une section d'ordre k de

. II Y a deux fa~ons naturelles de definir les

L'isomorphisme (1.16.4)

11kn = k et par la section q
11k 2Z

~ I q

pr~cise (1.13.2); i1 est
11k

de ~

defini par (1.16.3) pour

ek-products

Pour l'une d'e11es on a, via l'isomorphisme (1.16.4.) en«a,b),(c,d» = a·d - b·c

C'est celIe qu'on avait uti1isee dans l'introduction, nO 2 .

2. Application structure A l'infini de ~H

Theoreme 2.1 Le morphiSme 'T: Spec( 2Z[[q]]) -+ 1\ defini par 1a courbe de Tate

~ 2Z[[q]] identiUe 2Z[[q]] au complete formel de ~ Ie long de la section a

l'inUni f l

Puisque 1\ est lisse sur 2Z ,on salt A priori qu'il existe un isomor

phisme du complete formel de 1\ Ie long de f l avec Spec( 2Z[[tD . II transforme

la section £1 en la section t = 0 . Le morphismE 7 est de 1a forme q -+ t = f(q),
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pour une serie formelle f (i.e., T*(t) = f(q» . On sait que l'image, dans ~

du sous-schema de non lissite de la courbe universelle, est f
l

(IV 2.2). D'apres

1.11, 1 'image, dans Spec( ~[[q)]) ,du sous-schema de non-lissite de la courbe de

Tate, admet l'equation q. 0 . Puisque la formation de cette image commute au

changement de base, on a

(q) (f(q» dans ~[[q])

et ceci implique que T est un isomorphisme.

Soit He GL(2, ~/n)

Corollaire 2.2. Le produit fibre

Spec( ~[[q))) x~ lliH

est Ie spectre du normalise de ~[[q)) dans l'algebre affine du schema fini etale

1 1
sur ~[[q])[n' q)

Preuve resulte des definitions et de ce que normalisation et completion commutent.

Pu1sque Ie schema en groupes (~/ q ~)n sur ~[[q)Il/q) a ete calcule

en 1.15, 2.2 permet d 'expliciter la structure a l'inUni de '\r

2.3. Nous traiterons Ie cas de llin (n« 3) , considere conune champ algebrique

sur ~['n) . Si de llin on Ote les points supersinguliers de caracteristique pin

Ie champ llih obtenu est un schema, decrit en termes modulaires en V 4.
n

Soit C Ie polygone de Neron a n cOtes standard sur ~[' ) , muni de sa
n

structure de courbe elliptique generalisee (1.9) et de l'isomorphisme naturel

Cette courbe definit une section a l'infini

(2.3.0 f
n Spec( ~[' ) ~ ll'.n n
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Sur ~[' ] [[ql/n]J , considerons la courbe elliptique generalisee
n

lin
C'=~ Iq~

L'application (1.16.3) : ~n ~ C~ et 1a section d'ordre n

nissent un isomorphisme

C~ = ~n x~/n

Le morphisme correspondant

" lin"
q (xl defi-

(2.3.2)

prolonge (2.3.1) et, d'apr~s 1.14, Ie diagramme

Spec( ~[' ] [[q1/n]] --.;.:.

f
Spec( ~E[q]])

est commutatif.

rn
n

1
~

Corollaire 2.4. Le morphisme (2.3.2) identifie ~[' J [[ql/n]] au complete formel
n

de rnn Ie long de 1a section A l'infini f
n

Preuve: On peut Ie deduire de 2.2. II est plus simple de reprendre la demonstration

de 2.1, en uti1isant que

a} Inn est lisse sur ~['n] au voisinage de l'infini;

b} L'image sur

par I' equation

du lieu de non lissite de
lin

~ est defini

agit sur Ie ~[' ]-schema rnh =~n n nSL(2, 7l./n}

Supposons que n ~ 3 . Dans ce cas, rnh est un schema. Le groupe
n

, et Ie stabi1isateur de 1a section

a I'infini fn est Ie sous-groupe

+ U = (± 1 * )
o + 1
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Corolla ire 2.5. Si n '" 3 , Ie complete de In
n

Ie long de l'infini est somme d'un

ensemble de copies de Spec( ~['nJ[[ql!nJJ , indexees par SL(2, ~!n)! ! U

Corollaire 2.6. Soit C une courbe elliptique generalisee sur A local complet. On

suppose que C n'est pas lisse; soit (t) l'ideal de A qui definit Ie sous-schema

de non lissite. On suppdse que la fibre speciale Cs
de C A k cOtes, et que

Gal(s!s) agit trivialement sur Ie diagramme r(c-)s
des composantes irreductibles de

Ci . Alors, il existe u E A* tel que

Preuve Soit X Ie schema en groupes sur ~[v,v-lJ
v

, extension de ~!k par k
IJ ,

tel que soit Ie ~-torseur des racines v . Soit u
v

Ie champ

algebrique sur ~[v,v-lJ qui classifie les courbes elliptiques generalisees

un ~[v,v-lJ-schema, lisses ou A k cOtes, munies d'un isomorphisme Ek ~ Xv

extension des scalaires A ~[vllkJ, Xv devient isomorphe A ~ X~!k ,et

U de V 4.4. L'application

E sur

Apres

u a
v

definie par la courbe ~ !(VTk ) ~ identifie done Spec( ~[v,v-lJ[[TJJ) au complete

formel de Uv Ie long d'une section a l'infini.

Sous les hypotheses de 2.6, il existe v E A* tel que C
k

soit isomorphe

a X et C a (1 !(v-rk ) ~
v s ""m

de la courbe ~! (VTk ) ~ sur

sur k(s) . La courbe C est done image reciproque

~[v,v-lJ[[TJJ , et 2.6 en resulte.

2.7. Prouvons VI 6.14. Avec les notations de loc.cit., on se ramene a supposer

V complet a corps residuel separablement clos. Soit C Ie modele de Neron de la

courbe elliptique E sur Ie corps des fractions, et appliquons 2.6 a C . On trouve
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et, puisque C est regulier, test une uniformisante. D'apres 2.1 et VI 1.1, on a

et j(E) est donc de valuation -k

3. Application developpement d'une forme modulaire en serie de Fourier.

Nous montrerons au § 4 que, apres extension des scalaires A ¢ ,les notions

introduites dans ce paragraphe cotneident avec des notions classiques.

Definition 3.1. L'algebre des formes modulaires entieres est l'algebre graduee

En d'autres termes, une forme modulaire entiere de poids k est une loi,

compatible au changement de base, qui A cis ,une courbe el1iptique generalisee

irreductible sur un schema s , associe une section sur s de

Definition 3.2. L'algebre des formes modulaires entieres de niveau He GL(2, ~/n)

est l'algebre graduee

Le lemme suivant, permet, dans certains cas, de ne considerer que les ~n

Lenune 3.3.

Preuve Puisque ~[l/n] ~ [~:[l/n] I H] , (notations comme dans [8], § 4), on a

On conclut par la normalite de ~H : pour qu'une section rationnelle de

ttH soit partout definie, il suffit que son image reciproque sur Ie rev@tement fini
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l1ln Ie soit.

Th~oreme 3.4. L'algebre des formes modulaires entieres de niveau H est une ~ -

algebre de type fini.

Preuve : D'apres 3.3, il suffit de traiter Ie cas de l1ln ,n grand. Dans ce cas,

l1ln = Mn est un sch~ma projectif sur ~ ,et west un faisceau inversible ample sur

11 rencontrechaque composante irr~ductible de chaque fibre de

. Le diviseur de la section

~ , divUJ n\')
/:; de 812

w est en effet un multiple de M: (sur

2.3.4.1.

donc est ample. Le th~oreme r~sulte donc du th~oreme general EGA III,

3.5. On peut aussi consid~rer des formes modulaires A coefficients dans des algebres

sur ~ Comme nous ne sommes pas sOr de la d~finition correcte dans Ie cas g~n~ral,

nous nous lim1terons pour l'essentiel au cas des ~ ,vus comme ~['n]-champs.

Definition 3.6. Soit A une algebre sur ~[' ] . Une forme modulaire de niveau n
n

et de poids k sur la ~[' ]-algebre A est un element de
n

3.7. Soit ~ une forme modulaire (cf. 3.6). Evaluons ~ sur la courbe de Tate A

n cOt~s

lIn .~
~ Iq

la courbe de Tate d~finit un morphisme (2.1)

sur

,. Spec(A[[ql!nJ]} __ l1ln QD ~(' ] A
n

l'image

done

inverse de W par ,. est trivialis~ (par la section dx
x 0.12. »; on a

avec f (q) E A((ql/n]]
CO

On appelle f~ Ie d~veloppement en s~rie de Fourier de ~ . puisque la courbe
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de Tate a n cOtes est definie deja sur ?L[[llnJ]~?L A (le sous-anneau de A[[ql/n]]

forme des series formelles dont les coefficients engendrent un ?L-module de type fini)

on a

0.7.0

3.8. Soit cp une forme modulaire (cf. 3.6). Pour g E SL(2, ?LIn) , nous noterons

gcp la forme modulaire qui a une courbe avec structure de niveau n (C,a) sur S

associe la section de sur S

et que

Les

f
CO

sont les developpements aux pointes de cp

, on a

. Si u =

0.8.0 f ucp
(_l)k L c ~amn m

m Ion q

Theoreme 3.9. Soit cp une forme modulaire de niveau n et de poids k a coeffi

cients dans la ?L['n]-algebre A

(1) Si les developpements aux pointes f sont nuls, alors cp est nul.gcp

(ii) S1 B est une sous-algebre de A ,et que les f sont dans B[[ql/n]],
gcp

alors CO est a coefficients dans B (provient par extension des scalaires d'une

unique forme sur B ).

Preuve : Si A est un ?L[' ]-module, on definit une forme modulaire de niveau n
n

et poids k a coefficients dans A comme un element de

Pour A une algebre, cette definition cotncide avec 3.6. Le developpement en serie

de Fourier f d'une telle forme cp se definit comme en 3.7. On a
cp

Nous prouverons (i) et (ii) en supposant seul~ment que A et B soient des modules.



-305-

DeRa-163

prouvons (i). Si A est une limite inductive l~m Ai ,on a

o ~
lim H (~ ,Ai * W )
-+ n

II suffit donc de traiter Ie cas ou A est un ~[' ]-module de type fini. Si les f
n g~

sont nuls, (2.4) montre que ~ s'annulle sur Ie compl~t~ formel de ~n Ie long de

l'infini. Le support de ~ ,disjoint d'au moins un point de chaque composante irr~-

ductible de chaque fibre g~om~trique de ~n ,est donc fini sur ~['n] . Puisque ~n

est de Cohen-Macaulay sur ~[,] et que A * wSk est localement l'image r~ciproque
n

d'un module sur ~['n] ,ceci est absurde si ~ ~ 0

Prouvons (ii). Soit Spec(D~) la somme des compl~t~s formels de ~n Ie

long des sections a l'infini

definissent une application

gf
n

(g E SL(2, ~/n» . Les d~veloppements aux pointes

On prouve (ii) en contemplant Ie diagramme suivant, dont la 2e ligne est exacte car

D~ est plat sur

O~

~[' ]n

B * D~ A * D~

Theoreme 3.10. (i) On a

HO(rr~,W~) *~[' ] ~('n) ~ HO(~n * Q!,w~) •
n

f (q) = L: a qi
~ i

developpement de ~ en serie de Fourier, et n une place de ~('n) . Alors,

v (f )
TT cp

est l'ordre du z~ro (ou - l'ordre du pOle) de ~ au point generique de celIe des com

E?santes irr~ductibles de la fibre de !rh ~ n qui intersecte la section a l'infini

f
n
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Du point de vue adopt~ ici, ce th~or~me est trivial; i1 r~su1te de

Corolla ire 3.11. SoH Ie d~veloppement en serie de Fourier de

. Le d~nominateur des est born~.

Corollaire 3.12. Soient n une place de ~('n) de caract~ristique p

plus grande puissance de p qui divise n et g un H~ment de SL(2, '/lIn) dont

1 'image dans SL(2, '/l/pm) est dans Ie groupe triangu1aire sup~rieur. A10rs

v_(f
M

) = v (f )
"'t' ngcp

Les pointes fn et gfn rencontrent en effet 1a meme composante irr~duc-

tib1e de caract~ristique p

Coro Haire 3.13. o ~)Si Ie d~ve10ppement en une pointe de cp E H (~n 8 ~, w est a

3.14.

coefficients dans '/l['n][l/n] ,alors Ie d~ve10ppement aux autres pointes a 1a meme

propri~t~.

Soit cp E HO(ffin , w~) . Si nest une place de ~('n) ,de caract~ristique

p ,et que les premiers coefficients du d~ve10ppement de cp en s~rie de Fourier de

cp sont divisibles par n , 1a r~duction de cp mod n s' annule un certain nombre

de fois au point a l'infini f
n

. Notons v(n,g,cp) l'ordre du 0 de gcp:

si f (g)
gec

alors ( TT) pour ni < v(n,g,cp)

On peut ea1eu1er a l'aide de cp !e degre de ~
W sur . Le r~su1tat est d~ja

eonnu (cf. VI 4.4). On obtlent, tout caleul fait:

Coro Haire 3.14

grande puissance de

SoH

p

n une place de

qui divise n ,et

~('n) de caraet~ristique

o ~
cp E H (~n' w) Pour

p

g

,pm 1a plus

parcourant

l'ensemb1e BSL des H~ments de SL(2, '/lIn) dont l'image dans SL(2, '/l/pm) est dans

Ie groupe triangu1aire superieur, on a
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-=-:-r:::_l,:::=-;-_ L \Ie TT, g, cp)
Isd2, 7lln 1 gEBSL

k
12

Pour n 1 ,ce r~su1tat se reformule comme suit.

Corol1aire 3.15. Scient p un nombre premier et o SIc
cp E H (!Tl' W ) une forme modu-

1aire de d~ve1oppement en s~rie On a

En d'autres termes, pour v~rifier que les coefficients d'une forme modu1aire

de poids k sont divisib1espar une puissance de p ,i1 suffit de Ie verifier pour

ceux d'indice

3.16. On peut aussi re1ier ce qui se passe sur 1es diverses composantes irreduc-

tib1es de caracteristique p A titre d'exemple, nous allons traiter Ie cas des for-

mes modu1aires de niveau ro(p) . Les m@mes arguments s'app1iquent A l'etude, en p ,

des formes modu1aires de niveau ro(p) n r(n) (n premier A p) . Passer A un tel

niveau nous dispenserait de l'usage de nombres d'intersection fractionnaires, intro-

duits sur Ie modele de VI 4.

3.17.

pointes".

Soit o •
cp E H (~ ( ) ~~, W )

o p
. line telle forme a deux "deve1oppements aux

a) On evalue cp sur 1a courbe de Tate

~ Iq 7l sur 7l[[qJJ ~ ~

munie de son sous-groupe ~ (1.16.3); on obtient
p

, avec f (q) E 7l[[qJJ ~ 01
1 cp

b) On evalue cp sur 1a courbe de Tate

lip
~ Iq 7l

lipsur ll[[q JJ ~ <ll
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munie de son sous-groupe isomorphe a ~/p engendre par q . On obtient

Pour t + p , les valuations t-adiques de Ifep et 2fep (borne inferieure

des valuations t-adiques des coeffients) coincident. Nous noterons \/1 (ep) et \/2 (ep) ,

ou simplement VI et \/2 les valuations p -adiques de I fep et
2

f
ep

3.18. Nous etendrons comme suit I'involution w (V.I.3) aux formes modulaires. La

, munie d'un sous-groupeforme wep associe a la courbe elliptique cis

I'image reciproque dans

On verifie que

•w de la section ep(C/A,Cp/A)

kwwep = p ep

de

ACC
P

. On a

On a done

et change de signe par passage de ep a wep

3.19. Nous nous proposons d'estimer VI - \/2 . Le nombre ne change pas quand on

multiplie ep par un entier; on peut done supposer que

o •
cp E H (!nr (p) ,w )

o

On suppose que cp n'est pas identiquement nul. Si NI et N2 sont les deux compo-

, correspondant respectivement aux courbessantes irreductibles de !nr ( ) ~·W
a p p

avec A infinitesimal et A discret, Ie diviseur de cp s' ecrit

(C,A)

div(cp)
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ou Ie diviseur D ne reneontre N
I

et N
2

qu'en un nombre fini de points. Sur Ie

champ regul1er

tion

, d'ou Ia nullite des nombres d'intersee-

ISur NI =- !lI S IFP , west de degre 24 on a done

( ( )
_ k

div cp), NI - 24

De m@me, puisque sur ~o(p) west de degre 2t .[~o(P):~J =~ ,on a

On a

Inserant les expressions plus haut, on obtient

Proposition 3.20. On a

et done
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En particulier, si lf~(q) est p-entier, alors la valuation p-adique de

-k
I

f (q) est ~
w~ p-l

4. Comparaison avec la theorie transcendante.

4.1. Nous noterons D Ie disque unite ouvert c ~ q la coordonnee courante

sur D (= l'inclusion D~~) et D* Ie disque epointe D - (O}

Nous noterons D[ql/k] la surface de Riemann de ql/k : c'est une copie

11kdu disque unite, dont la coordonnee courante s'appelle q , munie de l'applica-

tion u : telle que

q 0 u

4.2. Une construction identique A la construction 1.1. fournit un espace analytique

~ sur D ; la translation par la section q (Xl = 1) definit une action de ~

sur ~ cette action est libre (car Iql < 1) . Par passage au quotient, on obtient

un espace analytique ~ Iq~ sur D ,qui est une famille de courbes elliptiques

generalisees parametree par D (la courbe de Tate).

La fibre du morphisme ~ Iq ~ ... D* en Ie point q E D* est la courbe

*1 ~ "'" I( .!£U )elliptique ~ q G: ~ + 2°TT i . ~

4.3. De m@me, la courbe de Tate A k cOtes sur D[ql/k] est Ie quotient

11k ~
q:; Iq

4.4. Les conscructions 4.2 et 1.15 sont compatibles au sens suivant. On dispose

d'un systeme coherent d'isomorphismes d'espaces analytiques

(~/q~ ,analytique, restreint a Spec(G:[[q]]/(qN» C D)~
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De m@me, on dispose d'isomorphismes d'espaces analytiques sur

~[[ql/kJJ I (qN)

11k
(~ I q~ , analytique, restreint A spec(~[[ql/kJJ/(qN» c D[ql/k J )~

11k an
«~ I q ~ , algebrique) ~~[[ql/kJJ ~[[ql/kJJ I (qN»

ces isomorphismes respectent les structures 1.16 des deux membres.

4.5. Classiquement, une forme modu1aire de poids k et de niveau nest une fonc

tion holomorphe f sur Ie demi-plan de Poincare X = (zIIm(z) > OJ verifiant les

conditions suivantes.

(A) Si (: :) E SL(2,~) est congru A (~ ~) mod n

fez) = (cz + d)-k

Cette condition impl1que que pour V E SL(2, ~/n) image de Vo =(: :) E SL(2,~) ,

la fonction

ne depend que de V ,non du choix de Yo . On la note fjy

(B) Pour tout y E SL(2, ~/n)

(f jy){z) reste borne pour Im(z) ~ =

(il revient au m@me, et est plus honn@te, de demander que flv soit A croissance poly-

nomiale dans les bandes verticales, pour Im(z) ~ =) .

Une telle fonction est periodique de periode n ,done admet un developpe-

ment en serie de Fourier

(mEl~ :2:0)n ,m .
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Construction 4.6. Les formes madulaires de poids k et de niveau n s'identifient

aux sections de

Supposons tout d'abord que n ~ 3 . Dans ce cas, ~n ~~['J ¢

, et les sections holomorphes deX/Ker(SL(2, ~) .... SL(2, ~/n»

est un schema. L'espace analytique sous-jacent a M~ ~~['J ¢ est

~W sur cet espace

s'identifient aux fonctions holomorphes sur X verifiant 4.5 (A). L'espace analytique

sous-jacent a Mn ~~[' ] ¢

0Sksection holomorphe de w

seulement si elle veri fie

s'en deduit en ajoutant un nombre fini de points. Une

se prolonge a Mn ~ ~r, ) ¢ si et
n

ces sections sont les sections alge-

briques de

On ram~ne Ie cas ou nest quelconque au precedent en pasaant aux invariants

par Ker(SL(2, ~/3n» .... SL(2, ~/n» dans l'espace des formes modulaires de poids 3n.

On pourrait aussi invoquer GAGA pour Ie champ algebrique ~n ~~[' ] ¢
n

Pour n ~ 3 (Mn ~~['J ¢)an est aussi l'espace analytique classifiant les

courbes elliptiques generalisees cis sur des espaces analytiques S , munies d'un€

4.7.

structure de niveau n, a , telle que det(a) = 1 . De ce point de vue, une forme

modulaire fest une loi qui, a toute telle courbe, associe une section de sur

S . Le developpement en serie de Fourier s'obtient alors en evaluant la forme sur la

courbe de Tate (4.3) (et en multipliant Ie resultat par une puissance de 2ni de-

pendant des normalisations choisies). Pour , la compati-

blUte 4.4. mantre que ce developpement cotncide avec Ie developpement defini de

fa~on purement algebrique au § 3.

4.8. De ce point de vue, les resultats du § 3 fournissent des proprietes arithme-

tiques des coefficients des developpements en serie de Fourier aux diverses pointes

des fonctions sur X verifiant 2.5 (A) et (B) . Par exemple

L'alg~bre graduee des formes modulaires de niveau n (2.5) est Ie produit tenso

riel avec ¢ sur ~['nJ de la sous-algebre de type fini sur ~[(;nJ formee de celles
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pour lesquelles les developpements en serie de Fourier des fly sont a coefficients

dans 7Z[~]

5i Ie developpement de

a la m@me propriete.

f est A coefficients dans 7Z[(;; ] [lin]
n

• celui de
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