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Tours de torseurs géometrie differentielle des suites de composi-
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Résumé.

Soient f : M — N un fibré principal de groupe structural L, et 1 — H; —
L1 — L — 1 une extension de L a noyau commutatif H;. Le probléeme d’étendre
le groupe structural de f, en Ly, est formulé par la théorie des gerbes. Nous
étudions la situation plus générale suivante: considérons une famille d’extensions
a noyaux commutatifs 1 — H;11 — L;31 — L; — 1, 0 < i < n. Le probleme
de n—relevement est celui d’étendre le groupe structural de f a L,,. Il choukele
la notion de tour de torseurs que nous définissons, et étudions la géométrie
différentielle. Nous définissons notamment les notions de structures connective,
et holonomie, qui permettent de généraliser 'action de Wess Zumino Witten
(WZW) aux branes. La théorie naturelle plus générale qui permettrait de for-
muler ce probleme est celle des n—catégories, les nombreuses applications d’une
telle théorie sont mentionnées dans les travaux de Alexandre Grothendieck, mal-
heureusement elle est incomprise actuellement.

Introduction.

Soient IV une variété differentielle, L un groupe de Lie, et f : M — N un
fibré principal de fibre type L. Considérons la suite exacte:

1—H-—->Li—>L-—1

ou H est un groupe commutatif. Le probleme initial étudié appelé encore
probleme de 1—relevement, est celui de I'existence d’un fibré principal M7, de
fibre type L1, et de base N, tel que le quotient de M, par H est M. L’existence
d’un tel fibré n’est pas toujours assurée. L’obstruction a son existence est donnée
par le cocycle classifiant d’une gerbe dont 1’étude de la géométrie différentielle
est bien connue.

Considérons maintenant une succession de suites exactes de groupes de Lie

0—-H —-Li—-L—0

0—Hiy1 = Liy1 — L; —0



0—-H,—L,— L,_1—0

telles que les H; soient des groupes commutatifs. Le probleme de n—relévement
est de déterminer les obstructions, et la géométrie différentielle du probleme de
I’existence de suites de fibrés principaux

f1M1—>M0:N,z=O,n

telle que 'application f; est une fibration principale de fibre type L;, et le
quotient de M; par H; est M;_;.
L’existence des applications f; entraine celle du diagramme commutatif

M,

! !

NILN LN

Les théories de faisceaux de catégories, et de gerbes, ont été définies par J.
Giraud, et utilisées pour résoudre le premier probleme de relevement ont pour
objectif de fournir le cadre théorique aux problemes de recollement de structures
d’ordre 1.

Deux méthodes fondamentales peuvent étre mises en exerguent dans la con-
struction de structures en mathématiques ce sont:

Le processus de complétion, qui consiste a l'extension de structures, et
d’espaces ou des problemes non résolus trouveront solutions. Ce type de con-
struction caractérise le passage de I'algebre a ’analyse.

La seconde procédure est celle du recollement utilisée dans le présent probleme.
Pour résoudre les problemes de recollement, ou de maniere équivalente, pour
recoller des objets définis localement, doivent étre définies des théories coho-
mologiques interprétées géométriquement.

Cette derniere méthode de construction s’illustre dans I’exemple suivant:

Une variété topologique N est construite, en recollant des ouverts d’un es-
pace vectoriel E a l'aide d’homeomorphismes. Pour étudier N, on généralise
les outils définis dans I’étude de l'espace vectoriel E. C’est ainsi que les fonc-
tions continues définies localement peuvent étre définies sur N. Ce probleme
de 1—recollement, est résolu par linterprétation géométrique des groupes de
cohomologies d’ordre 1 de la notion de faisceau inventé par J. Leray. La no-
tion de faisceau conduit a celle de fibrés principaux localement triviaux. Est-il
possible de recoller des fibrés définis localement? Pour résoudre ce probleme
de 2—recollement, on utilise les notions de faisceaux de catégories et de gerbes
définies par J. Giraud.

Plus généralement le probleme de recollement des faisceaux de catégories
conduit a celui de définir la notion de faisceaux de 3—catégories,..., celui de
recollement des faisceaux de n—catégories conduit a celui de définir la notion
de faisceaux de n + 1—catégories. Malheuresement il n’existe pas de théories
satisfaisantes de n—catégories n > 2, bien qu'une telle théorie ait été initiée
dans Tsemo[T2]. On contourne cette difficulté en introduisant la notion de tour



de torseurs qui permet de donner une interprétation géométrique des classes
de cohomologies abéliennes. Une tour de torseurs est définie par une suite de
foncteurs F,, — F,,_1... — F1, a laquelle est associée une famille de faisceaux
Lo,...,L,, définis sur F; qu’on suppose munie d’une topologie. Ces données
doivent satisfaire des contraintes reflétant la notion de recollement. A une
tour de torseurs, est associée un ensemble de classes de cohomologies [c2] €
H?(F1, Ly),..., [en] € HY(Fy, L,) déterminant la classe d’isomorphisme de la
tour.

On associe au probleme de n—relévement une tour de torseurs F,, — Fj,_1...Fy —
F1, dont on étudie la géométrie différentielle. Les objets des catégories F; sont
des fibrés principaux au-dessus d’ouverts de N. On étend la notion de struc-
ture connective introduite par Brylinski a ce cadre, et on définit la courbure
d’une structure connective, ainsi que les classes charactéristiques. A cette tour
de torseurs, est associée des formes différentielles de IV, définies a 'aide d’un
recouvrement (U;);cr de N par des ouverts simplement contractibles:

La courbure L est une n 4 1—forme. Pour tout ouvert U;, . ;,, on définit une
n — 1+ 1 forme w;, ;. La relation suivante est vérifiée:

j=l
d(uiy.i) =D J(=1u;, 5,4
j=1

pourl <n-+1, et

j=n+1
Z (_1)Juz‘1.,%j..in+1 = (ci1'~in+1)_ldci1~-in+1

j=1

En physique théorique moderne, la particule a été remplacée par la notion de
corde. L’action déterminant cette évolution dans le modele de WZW est définie
par ’holonomie d’une structure connective d’une gerbe. Lorsque la corde est
soumise a des contraintes ou branes, la formulation variationnelle du mouve-
ment de la brane est définie par I’évolution d’une sous-variété N’ de N sous
une action déterminée par un ensemble de formes différentielles satisfaisant les
propriétés mentionnées ci-dessus. Nous définissons I’holonomie d’une structure
connective d’une tour de torseurs. Ceci permet de généraliser 'action de WZW
en dimenension supérieure.

Les problemes de recollements d’objets tirent leur origine dans les travaux
d’Alexander Grothendieck. André Weil avait énoncé les conjectures de Weil con-
cernant la fonction zeta, et avait suggéré que leurs démonstrations résulteraient
de formule de Leftchetz d’une théorie de cohomologie adéquate. Jean Pierre
Serre avait remarqué que les fibré principaux au-dessus des variétés algébriques
était localement triviaux & un revétement étale pres. Motivé par ces idées,
Alexander Grothendieck a défini une notion de cohomologie pour les catégories
qu’il a appliqué ensuite a la géométrie algébrique cela a donné naissance a la
cohomologie étale qui a permit a Pierre Deligne de démontré les conjectures de
Weil. Les succes de cette approche ont suggéré a Alexandre Grothendieck de



généraliser les théories d’homotopies au variétés algébriques. Une telle généralisation
nécéssite une définition de notion de n—groupoides et n—gerbes dont de n—catégories,
la notion de lacet n’existant pas en géométrie algébrique. En rang 1 tout de
moins, le groupe fondamemtal se définit comme objet universel dans la catégorie

des faisceaux localement constant. Grothendieck ceci a permi a Grothendieck

de définir le groupe fondamental en topologie étale, obtenant une suite exacte
ayant de nombreuses applications en arithmétiques. Voedvodsky a défini une
homotopie motivique qui lui a permi de démontré une conjecture de Milnor.

I. Etude algébrique.

L’objectif de cette partie est de définir la notion de tour de torseurs ou tour
torsée, et d’en déduire les principales propriétés algébriques. On commence
d’abord par rappeller celle de gerbe, introduite par J. Giraud motivé par le
probleme de 1—relevement. La notion de gerbe, se définit dans le cadre général
de topologies des catégories que nous présentons maintenant.

Definitions 1.

Soit C' une catégorie:

Un crible U est une sous-classe de la classe des objects Obj(C') telle que pour
tout élément v de U, et toute fleche v/ — u, v’ est un élément de U.

Une topologie sur C est définie par la donnée pour tout objet v de C, d’une
famille de cribles J(u), dont les éléments sont appelés raffinements de u, vérifiant
les propriétés suivantes:

Pour toute fleche f : u/ — wu, et tout crible U de J(u), Uf = {u”’ : v’ —
u —u € J(u)} est un élément de J(u').

Soit U un crible de u, si pour toute fleche v/ — u, Uf € J(u'), alors U est
un élément de J(u).

L’exemple fondamental de topologies dans une catégorie est le suivant: Soit
N un espace topologique. La catégorie de ses ouverts Ouv(N) est munie de
la topologie dont les raffinements d’un ouvert U, sont les ensembles d’ouverts
(Us)ier, tels que U, Us = U.

Définition 2.
Soit (C, J) une catégorie C, munie d’une topologie J. Un faisceau défini sur
C, est un foncteur contravariant de C' dans la catégorie des ensembles Set

F:.C — Set,
tel que pour tout objet w, et tout crible U de J(u),

F(u) = limy ey F(u).

Nous allons a présent rappeler comment les propriétés de recollement d’
objets s’expriment par la notion de faisceaux de catégories.



Definitions 3.

- Soient f : F — FE un foncteur, x,y deux objets de F, et n : £ — y une
fleche dont I'image par f est la fleche N : X — Y de E. On dira que la fleche
n est cartésienne si et seulement si, pour tout object z de la fibre au-dessus de
X, clest a dire tel que f(z) = X,

Homx (z,z) — Homy(z,y)

m — nm

est bijective, ot Homz(z,z) est ensemble des fleches u : z — z telles que
f(u) = Idx, et Hompy(z,y) est I'ensemble des fleches v’ : z — y telles que
f(u') = .

- On dira que la catégorie FF — FE est cartésienne, si pour toute fleche
N : X — Y de F, il existe une fleche carésienne n : x — y dont I'image par f
est N, et la composition de deux fleches cartésiennes est cartésienne.

- Soient f: F — E et f': I’ — E deux catégories catésiennes. Un foncteur
u: F' — F est cartésien si et seulement si u respecte les fibres et 'image d’une
fleche cartésienne est cartésienne. On dénote par Cartg(F’, F) la catégorie
des foncteurs cartésiens entre F’ et F. Un exemple de foncteur cartésien est

I'immersion Ex — FE, ou Ex est la sous-catégorie des objets de E au-dessus de
X.

Définition 4.

On dira que le foncteur f : FF — FE est un faisceau de catégories, si et
seulement si pour tout objet X de E, et tout crible U de J(X), le foncteur
restriction:

Cartgp(Ex,F) — Cartg(U, F)

est une équivalence de catégories. (E,J) est appelée la base du faisceau de
catégories.

Proposition 1.

Soit (F, J) un topos muni d’une topologie J engendrée par la famille (X; —
X)ier, un faisceau de catégories de base (E, J) est équivalent a la donnée d’une
correspondance

C:U—-CU),

ou U désigne un objet de F, et C(U) une catégorie. Les propriétés suivantes
sont satisfaites: Pour toute fleche U — V de E, il existe un foncteur

ruv : C(V) — C(U)
telle que

TUV OTV,W X TUV-



En pratique on supposera toujours que la précédente équivalence est une
égalité.

(i) Recollement des objets:

Soient X un objet de E, (X; — X);cs un recouvrement de X, x; un objet
de C(X;), et

9ij ' TXixxX;,X; (.’IJ]) - rXiXXXj7Xi($i)
une famille de fleches telles que g;;g;x = gik, il existe un objet = de C'(X)
tel que z; = rx, x(z).
(i) Recollement des fleches:
Pour tous objets x et y de C(U), le prefaisceau

U — Hom(ryx(x),ru,x(y))
est un faisceau de la catégorie au-dessus de X munie de la topologie induite.

Si de plus les propriétés suivantes sont satisfaites

(’) la topologie J est engendrée par une famille (X;);cs, telle que C'(X;)
n’est pas vide.

(it") Pour tout objets x et y, de C'(X), rx, x(x) et rx, x(y) sont isomorphes.

(iii’) 11 existe un faisceau L défini sur C, tel que pour tout objet = de C(X),
Hom(z,z) = L(X),

alors le faisceau de catégories est appelé gerbe, et L son lien.

Le cocycle associé a une gerbe.

Définissons maintenant le cocycle classifiant associé a une gerbe dont le lien
est un faisceau en groupe abélien.

Pour tout élément X; de la famille génératrice (X;);er, on considere un objet
x; de C(X;), et une fleche

Gij - TXixxX;,X; (IJ) - TXiXXXin(Ii)'

On définit alors
Cijk = 9kibij9jk-

Théoreme 1. Giraud [Gi] p. 264.
La famille ciji, est un 2—cocycle de Cech. L’ensemble des gerbes sur E de
lien L est isomorphe a H*(E, L).

Rappelons maintenant comment cette théorie s’applique au probleme de
1—relevement des fibrés principaux.

Considérons un fibré principal localement trivial f : M — N de groupe
structural L, et une extension 1 — H — L; — L — 1 a noyau abélien H. On
supppose que le morphisme L; — L a des sections locales.



Définissons la gerbe C' sur la catégorie des ouverts de N, qui a tout ouvert
U de N associe la catégorie C'(U), dont les objets sont les fibrés principaux
localement triviaux de groupe structural L, au-dessus de U, tels que le quotient
de tout objet e de C(U) par H est la restriction de f & U. Les morphismes entre
éléments de C(U) sont les morphismes de fibrés principaux qui se projettent sur
I'identité de fy .

Le cocycle associé a la gerbe C' est a valeurs dans le faisceau des sections du
H —fibré principal défini sur N par f. Il se définit comme suit:
On considére un recouvrement ouvert (U;);c; par des ouverts contractibles.

On choisit dans toute catégorie C(U;) un objet x;, et un morphisme g;; : ac; —

mf Le cocycle est alors défini par c;jx = grigijgjk-

2. Le cas général.

Dans un de nos travaux récents [T2], nous avons défini la notion de tour de
gerbes pour résoudre les problemes d’extensions. Cette notion n’est pas utile
dans toute sa généralité pour étudier le probleme de n—relevement des fibrés
principaux. Dans la suite on va développer une notion moins générale qu’on
appelle tour de torseurs ou tour torsée.

Définition 5.
Une tour de torseurs est une suite de foncteurs

Fn—>Fn_1...FQ—>Fl,

Soit U un objet de Fi, on note F},;, les objets de F}, se projettant sur U par
la suite de foncteurs F}, — Fi. Pour toute fleche U — V, il existe un foncteur
restriction rPy v 1 Fy, — Fyypy tel que Py, v, o Py, u, = 1Py, Us vérifiant les
propriétés suivantes:

(1) Le foncteur ps : F» — F} est une gerbe de lien Ls.

(2) Les fleches de la catégorie F;, se projettant sur l'identité par le foncteur
p; : F; — F;_1 1 > 1 sont inversibles.

(3) 1l existe des faisceaux Lo,...,L,, définis sur Fj tels que pour tout objet x;
de F;, et ;11 de Fi+1x,-7 il existe un isomorphisme:

Auty, (i41) — Liy1(p2--piv1(Tip1))

Cet isomorphisme est naturel dans le sens qu’il existe un isomorphisme:

Liy1(p2-pit1(ziy1)) — Auty, (Fi+1x,3)-

f—u(f)

ou Autmi(Flei) est le groupe des automorphismes de Fji1, qui se pro-
jettent sur l'identité. Pour tout objet z;;1; de Fini, Paction de u(f) sur
x;41 est celle définie par Iisomorphisme précédent entre L;11(pa..pit1(zit1)) et
Aut,, (i41).



(4) Les fleches de F; se projettant sur l'identité sont cartésiennes. Pour
toute fleche n : x; — y;, de la catégorie F;, se projettant sur l'identité. et la
composition de deux tels relevés cartésiens est cartésienne. Il existe donc une
fleche

*
n P Ti1 7 Yisl,

au-dessus de n telle que pour toute fleche m : y; — z; de Fj,

(mn)* = u(m,n)m*n*

ot u(m, n) désigne un automorphisme de z;;1 se projettant sur 'identité.

(5) Connectivité locale

Il existe un recouvrement (U; — U);ecr de U telle que Pour tout éléments
zi41 et Y41 de Fipq, on suppose que pri1...p2(i41) = pip1--p2(yi+1) = Us
il existe un isomorphisme w; : x;4+1 — ;41 qui se projette sur 'identité de
Pry1-Pe(Tiy1) si pry1-pe(Ti41) = pry1-Pe(yi4+1). Cet automorphisme commute
avec 'action de Lyy; de (3) et Lj voir (6).

(6) La tour torsée est abélienne si et seulement si les faisceaux L; sont com-
mutatifs, Aut(Fjy1,,) 4 > 1, le groupe des automorphismes de la fibre Fp+1%_l,
se projettant sur l'identité de z,_; est un faisceau en groupes abéliens L; au-
dessus de F; commutant avec les isomorphismes définis en (5).

(7) Il existe une famille couvrante (X; — X);es telle que pour tout i, Fjx,
n’est pas vide.

(8) L’ application n — m*n* est linéaire.

Définition 6.
Soit U un objet de Fi, la fibre de U est la n — 1—tour de torseurs F,_; —
. — Fj, telle que FY est la fibre Fyy;, supposons définie la catégorie F, les
objets de Fj,, sont les objets des catégories Fj 3., oll e est un objet de Fj.
Les morphismes et extensions sont induits par ceux de la tour F, — .. — .

Définition 7.

Soient T; = Fni — Fn,li — .. — Fli, i = 1,2 deux tours torsées de méme
liens (Lo, .., L,) telles que F11 est F12. Un n — tmorphisme entre 77 et Ts, est
une famille de foncteurs u,, : Fn1 — FnQ,...,un,i : Fn,il — Fn,f tels que le
diagramme suivant soit commutatif:

1 . 1
1 fn 1 1fn—i 1
Fn _)anl anz —)anifl
Un J, Unp—1 ll Unp—i+1

2 1
2 fn 2 2fn—i 2
Fn an71 anz ? anifl

On suppose de plus que le foncteur u; est continu.

Un n — 1—morphisme est un isomorphisme si et seulement si il existe un
morphisme (v, ...,v,) : To — Ty tel que vu; ~ Idpr, et wv; ~ Idp2, les iso-
morphismes entre les foncteurs précédents sont des isomorphismes de éatégories
fibrées qui commute avec ’action de L;.



On munit ainsi la classe des tours torsées de structures de catégories, dont
les fleches sont les n — i—morphismes qu’on appelle catégorie des n — i—champs
et qu’on dénote par Cham(n — ).

Soit C' une catégorie, considérons une sous-catégorie Cham(C') de la catégorie
des champs appelée encore catégorie des faisceaux de catégories de base C, telle
que

(i) Les objets de Cham(C') sont des gerbes de lien commutatif.

(ii) Munie de la structure de catégorie dont les morphismes sont les mor-
phismes de gerbes, la catégorie Cham(C) est abélienne.

La classification des extensions 0 — F{ — F,_1.. — F; — 0, est un
probleme résolu dans les catégories abéliennes. Les classes d’isomorphismes
sont déterminées par Ext" 1(F'y, F})).

Les cocycles classifiant d’une tour de torseurs.

On va associer a une tour de torseurs abélienne F,, — F,_1...F5 — F},
une suite de [—cocycles ¢; a valeurs dans L;, dont la classe de cohomologie
appartenant & H'(Fy, L;) ne dépend pas de la classe d’isomorphisme de la tour.

La famille couvrante de la topologie de Fy, (X; — X);es, utilisée pour
construire le cocycle sera supposée contractible, ceci implique que les groupes
de cohomologie de Cech d’un faisceau relatifs a ce recouvrement sont les groupes
de cohomologie du faisceau.

Supposons que la catégorie F; est un topos, on désigne par U son objet final.
On notera X;, ;, le produit fibré X;, xy X;,.. xy X;, , par FlXil.,il les objets
de F} qui se projettent sur X; et par la suite de foncteurs F; — F;_1.. — F}.
Pour un objet x;, ;, de Fan on notera x;, ; "+ sa restriction a Xy ;-

1..91
i)

Considérons la fleche

J

.ot
gij~l‘j4’$i

et définissons la 2—chaine

Ciyigis = Giziy JiriaJizis

a valeurs dans Ly. Giraud [Gi] a démontré que ¢;,,:; est un 2—cocycle. La

. . . . . . 111 N
chaine ¢;,;,i, est un morphisme de la restriction x;,"*?, de x;; & X, 4pis-

. . ivigia

Soit x4,44i4i, Un objet de F395i3 .

Les morphismes ¢;ijiqyis, Ciyizigr Ciyisigr ---2Cigigig A€ Tiz'''2" se relevent en

. (o . * * * * ) o
des morphismes (¢iyiyig)™, (Ciyinis)™s (Civigia) seer(Cigigia)™ d€ Tijinigi, d’apres
laxiome (4).

On peut définir

d(c2)” = (Cizizia)" = (Civigis)™ + (Cirizia)" = (Cirigis)™-
Puisque ¢ est une chaine, on déduit de I'axiome 3 qu’il existe un élément
Ciy .y appartenant a Lg(Xil XX .. XXM) tel que d(Cg)* = Ciyigigiy — 03(Xi1’i2i3i4)'



Proposition 2.
La chaine c3 est un cocycle de Cech.

Preuve.
On a
1=5
l
Z(_l) Cil..%znis
=1
=5 Jj=5
=Y DD (Ve ;5 =0
=1 Jj=1

La derniére égalite résulte de ’axiome (6).

Supposons défini le cocycle ¢;, représenté par la chaine ¢;, .., ,, automor-
. o s 12 . o 142
phisme de z;,..;,,,. Considérons un objet z;,. . ;_, de la fibre FZHMIMHH. Les

morphiSmes Ci, i, o Ciyis..ir z1-:Ciy iy S€ Televent en des morphismes (cq,..4,,,)",
* * 5 N 5 .
(Cirigoivza) sor(Ciyigyr )™ de 4y gy, d’apres axiome (3).

j=142

Z (_1)j(ci1..%j..iz+2)* = Ciriign

Jj=1

ol ¢;, .4y, est un élément de L;41(X1 Xx .. Xxx Xyy2). Cette derniere af-
firmation résulte du fait que la chaine ¢;, . ;,, est un cocycle, et de I'axiome
3.

Proposition 3.

La chaine c;, . est un cocycle.

A2
Preuve.
On a:
j=I+3
§ _1)J R
( 1) Cil..ij..il+3
j=1
j=1+3 d=I1+3
— _ l _ .7 * PN =
( ]') E ( ]‘) cil,,ij.,il..i1+3 0
=1 d=1

La derniére égalité résulte de ’axiome (6).

On va maintenant montrer que les classes de cohomologie des cocycles co, .., ¢,
ne dépendent pas des différents choix effectués pour les construire.

Proposition 4.

La classe de cohomologie du cocycle c,, est indépendant des différents choix
effectués pour la définir.

10



Preuve.

Les résultats de Giraud [Gi] prouvent que le cocycle ¢y ne dépend pas des
différents choix effectués pour le construire. Supposons qu’il en ait de méme
pour le cocycle ¢;.

Montrons que ¢;4+1 ne dépend pas des relevements des (¢, .4, +1)* effectués,
les z;, .4, , étant choisis. Considérons d’autres relevement (cgl__ilﬂ)* de ¢y iy, -
Le morphisme (¢, ;. )" —(¢i.5,,,)" est un relevement de lidentité de @, 4, .
On en déduit de I'axiome 3, I'existence d'un élément h;, . ;, , de Li11(X;, 4,,,)
tel que (¢f, ;,,,)" = (Ciy.iyy)" + iy, - 1L en résulte que la différence entre les

2, . N * / *
cocycles définis par les relevements (c;,.q,,,)" et (¢}, ;,,,)" est un bord.

Montrons maintenant que le cocycle ne dépend pas du choix des x;, 4,,-

Considérons un autre choix d’éléments ) dans Fji1.» . On note
1242 T eipgn
: * / * Y 3
respectivement (c;, 4, ,)* et (Ci1-~il+1) , les relevements de ¢;, 4., & T, 4., €t
e
112142 "
3 A 3 . . . /
Considérons un morphisme w : 4, i, p — 5, 4/, ,-

j=1+2

u( Z (=17 (esy 3 ,0) 0!

=1+2
= > (Vule ; , u
j=1
=142
(> (1A, 5, 4,,)" +de)
j=1

ot d(c) est le bord d’une chaine.

=142
u( Z (_1)J(Cil..%j..ng)*)u_l = Ci1..i142
j=1

d’apres 'axiome 3. On en déduit le résultat.

Proposition 5.
Les classes de cohomologie des cocycles associés a deux tours de torseurs
abéliennes isomorphes et de méme liens Lo, .., L, sont identiques.

Preuve.

Soient w = F,, — Fy_1... > Fi, et v = F) — F/_,... — FY{, deux tours
de torseurs isomorphes, par le biais de la famille d’isomorphismes fonctoriels
fi  F; — F!. On dénote respectivement par (ca, ..., ¢, ) et (¢, ..., c},) les familles
de cocycles associés aux tours u et u’. D’aprés la théorie de Giraud, les classes
de cohomologie [co] et [c}] sont identiques. Supposons que les classes de coho-
mologie [c;] et [cj] sont identiques et montrons que les classes [c;41] et [¢], 4]
coincident.

11



La famille (u1(X;) — u1(X))ier est une famille génératrice contractible de
la topologie de Fy. L’isomorphisme f; 1 : Fj11 — F;,; induit un isomorphisme
fi:cil..f,l : Fi+1xi1”il+1 — Fi/+1$i1,.il+1. La famille fixil..il (Tiyoirsn) = x/il--il+2

peut étre choisie pour définir le cocycle 021 , d’apres la proposition 3, cette

..iH,
~ .. . 1 N
méme proposition entraine que f;,. (Cil--il+2)*fim7' . est un relevement de
1071 i1--1p
/

i1 ire, - On en déduit le résultat.

Nous allons maintenant énoncer I'axiome de recollement des objets d’une
tour torsée, nous avons besoin dans cette optique de la définition suivante:

Définition 8.

Soit w = F,, — F,_1... — F1, une tour de torseurs. On dira que la tour
u est triviale s’il existe une tour de torseurs v’ = F! | — F/_,... — F|, une
application croissante

jg:A{l,..on—-1} — {1,..,n}

telle que j(n — 1) = n, des morphismes

fi: Fz/ — L)
tels que le diagramme suivant soit commutatif:
fi
Fi 22 F
H 1
/ i—
F 1= Fja-

i—1 —

Axiome de recollement des objets.

La tour de torseurs est triviale si et seulement si la classe de cohomologie du
cocycle [c,] est nulle.

Considérons la catégorie fibrée F; 1 — F;, d’apres laxiome (6) il existe un
faisceau abélien L], | sur Fy tel que Aut(F;y1,,) 'ensemble des morphismes de
Fit1,, ne se projettant pas forcément sur Iidentité est I’ensemble des sections
Li 1 (p2..pi(x;)) de Lj ;. On a alors la suite exacte

O—>Li+1—>L;+1—>Li—>O

On en déduit la suite exacte en cohomologie:

o = HY(F\, Liy1) — H(F, L) — H(Fy, L;) —» HYY(Fy, Liga)...
Proposition 9.

Le cocycle ¢ 41 est Uimage de ¢; par Uopérateur de Dolbeault.

Preuve.

12



La construction de la classe de cohomologie c;4; est celle de 'image de ¢
par l'opérateur de Dolbeault.

Une question importante est de déterminer les classes de cohomologie de
H™(F1,L,) qui peuvent étre réalisées comme classes classifiantes d’une tour
torsée. La proposition précédente donne une interprétation géométrique de
lopérateur de Dolbeault et une condition nécessaire a cette réalisation. Cette
condition est en fait aussi suffisante.

Théoréeme 2.

Soient F,, — F,_1... — I} une tour de torseurs associée aux faisceaux
Loy ..., Ly, et L, 1 un faisceau défini sur Fy et ¢, 41 un élément de H" 1 (Fy, L, 1).
On suppose qu’il existe faisceau L;, | sur I et une suite ezacte

0—>Ln+1—>L;+1—>Ln—>O

telle que cpy1 soit limage de ¢, par Uopérateur de Dolbeault. Alors on peut
prolonger la tour de torseurs en une tour de torseurs F,p41 — F,... — F}.

Preuve.
On va construire la catégorie F,, 11 comme suit: considérons 'objet x;, ;. .
de F),, au-dessus de l'objet z;, ; utilisé pour construire le cocycle c,. Les

objects de F, 1 sont les objets des gerbes triviales L!, flg dont chaque
i1 img1
le foncteur F,,+1 — F, associe a un

, .
iy UL objet de Fy, T4, i,

section est isomorphe a L (X,
212 12
élément de L, g,

1»-in+1)7
I'objet z;, . ;,.,. Soient

1-in41

/ 4 3 /
et i ; ., desobjets de Fj,1 respectivement au-dessus de z;, i, ,,, et @} ; . -
) / o o e /
L’ensemble Homp, , (%, i, %5, 4, ,,) se définit comme suit: Homp, (T4 ., 100 T3, 4, 00)
I / N pN /
est 'ensemble L], 1 (X;, 4,,,)u OU u est une fleche entre x;, ;,,, et} , . On

note (I,u) un de ses éléments, I € L], (X;, 4,,,) (Lu)o (I',u') = (I + Z'L,&u’).

Proposition 10.

Soit (ca,...,cn) la famille de cocycles classifiant d’une tour torsée F,, —
Fo_1 — ... = Fy. La nullité de la classe de cohomologie du cocycle c; entraine
celles des cocycles cj,j > 1.

Preuve.

Supposons que le cocycle ¢; est défini par les chaines ¢;, 4, , et que sa classe
de cohomologie soit nulle. On peut alors supposer que la chaine ¢;, . 4, , est nulle
et choisir (¢, .q,,,)* = 0.

On va maintenant appliquer la notion de tour torsée a notre probléme initial.
On considére donc un fibré principal de groupe structural Lg, de base la variété

différentielle NV, et une suite d’extensions a noyaux commutatifs.

1—-H —> Ly —>Lyg—1
1—-H,—L,—L,_1—1.

13



telles que le quotient L;11/L;_1 soit commutatif. et Papplication L;11 — L;
a des sections locales.

Soit (U;);er un recouvrement de N par des ouverts contractibles. On définit
une tour de torseurs comme suit:

La catégorie Fj est celle des ouverts de IV,

Les objets de la catégories F; sont les fibrés principaux de groupe structural
L1 au-dessus des ouverts de N. Pour tout ouvert U de N, on dénote par Fig
les objets de F; de base U. On suppose que le quotient des objets de Fiy par
H, est la restriction du Lg—fibré principal a U. Les morphismes entre objets de
F ¢y sont les isomorphismes de fibrés qui se projettent sur I'identité. Les objets
de Fyy, sont isomorphes a U; x L;. On définit ainsi une gerbe de lien le faisceau
des fonctions de N a valeurs dans Hj.

Supposons définie la catégorie F;. Un objet e;41 de F; 1 est un fibré principal
de groupe structural L;;; de base un objet e; de F;, tel que le quotient de e; 1
par H;y1 est e;. Soient e; 1 et e;H deux objets de F;y1 qui se projettent sur
e;. L’ensemble Hom(e;j41,€j ) est constitué des morphismes de fibrés qui se
projettent sur I'identité de e;. Les axiomes qui définissent la notion de tour de
torseurs sont satisfaits par la suite de foncteurs que nous venons de définir:

L’axiome (1) est satisfait car la catégorie F est une gerbe de base la catégorie
des ouverts de N.

L’axiome 2 est satisfait car les fleches des catégories F; sont des morphismes
de fibrés inversibles.

L’axiome 6 est satisfait car on a supposé que L;y1/L;—1 est commutatif.

Il est évident de vérifier le reste des axiomes.

Le cocycle ¢;+1 est a valeurs dans le faisceau des fonctions définies sur N et
a valeurs dans L;.

Plus généralement on peut considérer les tour de gerbes F, — F,_ 1 —
...F1 — Fy, ou les fibres de F} — Fj sont des gerbes triviales dont les objets
sont isomorphes a des fibrés principaux au-dessus des ouverts de IV, supposons
que la catégorie F; est définie. La fibre de e; de F; pour le foncteur F; 1 — F;
est une gerbe triviale dont les objets sont des fibrés principaux de groupes
structural L;;1 au-dessus de e;. Les morphismes étant les applications de fibrés
qui se projettent sur l'identité. Ces tours ne sont pas nécessairement définies
par un probléeme de reléevement.

IT Geométrie différentielle des tours de torseurs différentielles.

Le but de cette partie est d’étudier la géométrie différentielle des tours de
torseurs, en commencant par rappeller celle des gerbes définie par Brylinski. On
notera l’algebre de Lie d’un groupe L par L.

Géométrie différentielle des gerbes.

Considérons une gerbe principale C' définie par un fibré principal i de groupe
structural L, de base la variété N, et une extension 1 — Hy — L; — L — 1.

14



Définition 1.

Soit w une connexion définie sur A, une structure connective sur C est définie
par:

Pour tout ouvert U de N et tout objet ey de C(U), 'ensemble des connec-
tions Co(ey) image inverse de la restriction de w a U. Soit (V;);cr un recouvre-
ment de U par des ouverts contractibles. La restriction de la connection w est
définies par des 1—formes locales w; : V; — £ vérifiant w; —w; = gij_ld(gij).
Un élément w de Co(ey) est défini par des formes w; : V; — L1 définissant une
connection sur ey telles que w; = hy o w;, ou hy : L1 — L est la projection
canonique.

Le cocycle caractéristique d’une structure connective d’une gerbe.

Considérons un recouvrement de N, (U;);c; par des ouverts contractibles.
Pour tout objet e; de C'(Uj;), on choisit un élément w; de Co(e;). Soit g;; : e; —

e] une fleche. La forme oy = wj — g;;*w; définie sur U; NUj, est a valeurs dans

Hi.

Proposition 1.
Les formes o vérifient la relation:

—1
Qi — Qi + 5 = Cijkdciﬂf'

ot ¢k est le cocycle classifiant de la gerbe.

Preuve.
On a:

Qi — Qg + iy = wi — gk wy — (Wi — gik"wi) + ik (w; — gij w;)

* *—1 * *
= git" (Wi — ik 9ik Gij w;)
— * _ 71d
= Wi — Cijk Wi = Cijk Cijk

Courbure d’une structure connective.

Pour tout ouvert U; d’un recouvrement contractible de N, et e; un objet de
C(U;), considérons un élément w; de Co(e;), la courbure de w; est la 2—forme:

1
L(w;) = d(w;) + i[whwi]
Tout élément de Co(e;) w} s’écrit w; = w; +u;, oll u; est une 1—forme définie
sur U; a valeurs dans H1, on a

L(w;) = L(w;) + d(u;)
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car Hy est commutatif. Ceci implique que dL est une 3—forme définie sur N a
valeurs dans H; appelée la courbure.

Le cas général.

On étudie la géométrie différentielle d’une tour de torseurs associée au probleme
d’extension du groupe structural des fibrés principaux.

On considére donc un fibré principal de groupe structural Ly de base la
variété différentielle IV, et une suite d’extensions centrales:

1—-H - L1 —>Lyg—1

1-H,—L,—L,_1—1.
On associé a cette suite une tour de torseurs F,, — F,,_1 — ... > F; — F.

Définition 2.

Une structure connective sur la tour de torseurs précédente est définie comme
suit:

On consideére une connexion w sur le Lo—fibré principal.

Soit U un ouvert de N, pour tout objet e'yy de Fy;, on considére I'ensemble
Co'(e'y) des connexions définies sur ey qui se projettent sur la restriction de
wo.

Supposons défini ’'ensemble de connexions Co’(e;) pour tout objet e; de F;.
Soit e;41 un objet de Fj;1 au-dessus de e;, les éléments de C'o'™1(e;; 1) sont les
connections définient sur e;;; qui se projettent sur un élément de Co(e;).

Courbure d’une tour de torseurs.

Soit F,, — F,,_1 — ..F; — F une tour de torseurs définie par un probleme
d’extension.
Pour tout objet e; de Fyy,, on considere une connection w;, et L(w;) sa
courbure. On a
d(L(w:)) = d(L(wy),

ceci permet de définir la trois forme L? dont la restriction a U; est d(L(w;)).
La forme L3 est la courbure de la gerbe I}, — F.

Supposons définie la courbure de la tour F; — .. — F; — F, c’est une
j 4 2—forme Q772 & valeurs dans L;.

On considére un recouvrement (U;);e; de N par des ouverts contractibles.
Sur chaque Uj, on considere une j + 2—forme ¢; a valeurs dans £;,; au-dessus
de la restriction de Q912 sur U;.

La chaine ¢;, — ¢;, est un 1—cocycle de Cech a valeurs dans ’ensemble des
J + 2—formes définies sur N et a valeurs dans H;4 1.

Le morphisme de De Rham-Cech l'identifie & une j + 3—forme qui est la
courbure de la tour de torseurs Fj 1 — ... = F.
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On définit ainsi la courbure L de la tour de torseurs qui est une n+ 2—forme
a valeurs dans H,,.

Une chaine différentielle fondamentale de la tour de torseurs.

Soient ¢;;.4,., le n + 1—cocycle classifiant de la tour de torseurs F, —
Fy_1...— Fy — F. On pose u;, i, ., = log(ci, .i,,,). La chaine u;, ., est un
n + 1—cocycle a valeurs dans H,,. On déduit du théoréeme de De Rham-Cech

I'existence d'un n—cocycle de 1—formes u} tel que
1--Tn41

d(uil..in+2) = Z (_1)ju1i1..%j..in+2

Supposons définis les [—formes uﬁl , tels que

7

n—I04+3
E 1V .

( 1) uil..ij..in_l+3
=1

J
d(ulililninfus) =

On en déduit que

Jj=

n—I+3
Z (_1)Jd(UZi1--%j--i'nfl+3) =0
j=1

On en déduit du théoréeme de Poincare-Cech 'existence de [ + 1—formes

+1 telles que

U Ty 41

j=n—I14+2
l il
d(u i1.-7;n71+2) = Z (_1)]1'1/ +17;1..’AL-]'."L-"+2
j=1

On en déduit par récurence I'existence d'une n + 2—forme u"*2? forme sur
N.

Proposition 2.
La classe de cohomologie de la courbure de la tour de torseurs coincide avec
celle de la forme u™t2 définie au paragraphe précédent.

Preuve.

La preuve se fait par récurence. Considérons la tour de torseurs F,, —
F,_1.. — Fy — F, associée a un probleme d’extension. Rapellons que la cour-
bure de la gerbe F; — F est définie en considérons un revétement contractible
(Ui)ier, un objet e; de Fiyy,, et une connection w; de Co(e;) La courbure L(w;)
de w; vérifie L(w;) = L(w;) + d(u;j), ot u;; = w;j — gi;*w;, de plus on a la
relation wi,i; — Wiyis + Wiyiy = (Ciyigis) 'd(Ciyigis)- La courbure est la forme
donc la restriction & U; est dL(w;). Ceci signifie que la courbure de la tour est
la forme du paragraphe précédent associée a la gerbe F} — F.

Supposons que 1’énoncé vérifié pour la tour de torseurs T,,_1 = F,_1 —
F, 5... - Iy — F. La construction de la courbure L initiale prouve que
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sa classe de cohomologie est I'image de celle de la courbure L’ de T,,_; par
I’homomorphisme H™(N, L,,_1) — H"TY(N, L,).

Les constructions des formes w1 et u™*t2 associées aux tours T,,_q et T},
montrent que [u" "] est 'image de [u"] par le méme homomorphisme précédent.
On en déduit le résultat.

Classes charactéristiques des tours de torseurs.

Soit T, = F,, — F,,_1.. — Iy — F une tour torsée définie par un probleme
d’extension, munie d’une structure connective.

La courbure de T,, est une n + 2—forme & valeurs dans H,. Pour tout
polynome de H,,, P, on définit la forme P(L) qui est une forme caractéristique
de la tour de torseur.

Holonomie d’une tour de torseurs.

Soit T,, = F,, — F,,_1.. — F; — F une tour de torseurs associée a un
probleme d’extension, munie d’une structure connective. Rappellons que la
courbure est définie comme suit:

On considere ¢;, 4,,, le n + 1—cocycle classifiant de la tour de torseurs
F, — F,_1... = F1 — F. On pose u;, j,,, = log(ci,.i,,.). 1l existe des

_ 1
—formes u;, ; ., telles que

j=n—Il+3
-1 i1
d(u 7;1~»7;n,—l+3) = Z (_1)Ju i1 143
j=1

"+2 soit nulle, ceci implique que

Supposons que la courbure u

un+2i — d(anrli)

n+1 _..n+1 n+1 n
u T, =0T, =0+ d(0 )

ul = 5(1}[ ) + d(vlilil--infwrz)

1. dn—142 i1l —1+1

uzll...inJrl = 6( 1i1~~in) + d(vilu-in+1)

On dénote par w;, ,,, la classe (¢iy.in,5)  0(viy. i, ). Clest la classe
d’holonomie de la tour.

Soit V' une variété de dimension n sans bord et h : V' — N une application
différentiable. La courbure de la tour de torseur h*(7),) est nulle. On peut
définir le cocycle d’holonomie h;, ;,,,. La dimension de V' entraine que le
cocycle log(hi, .4,.,) est trivial, il est donc le bord d'un cocycle h; tel que

1.1
d(hi, ;.,,) = 0. On peut alors utiliser I'isomorphisme de De Rham Cech et

18



identifier A/

i1 41
autour de V est:

a une n—forme Hol(V') de V & valeurs dans H,,. L’holonomie

/V Hol(V)

Applications a la physique théorique.

Soit = une particule se mouvant sur une variété riemmanienne (N, <,>),
lorsque la particule est libre, sa trajectoire est celle des géodésiques de <, >.
Supposons que x soit soumis a un champ de forces L, représenté par une 2—forme
fermée de N qu’on note encore L. Si la deux forme L = d(V') l’action de la
formulation variationnelle du mouvement de x est de la forme:

/V:O
N

La forme L n’est pas toujours exacte, le mouvement de x & tout de méme une
solution variationnelle si la classe deux cohomologie de L est entiere. Dans ce
cas L est la premiere classe de Chern d’un fibré en cercle au-dessus de N. Il
existe une connection 2 sur ce fibré défini sur un recouvrement contractible
(Ui)ier de N par des 1—formes w;, I'action de = sur un chemin u est de la forme

/u*Hol(wi,L)
ot Hol(w;, L) est 'holonomie de la connection.

En physique théorique les cordes ont été remplacées les particules, une corde
est une application de l'intervalle ¢ : I — N, les trajectoires des cordes sont des
surfaces immersées dans V. L’action d’une corde dans le modele WZW est de
la forme

/u*Hol(wi7uij,L)

ou Hol(w;,u;;, L) est 'holonomie d’une gerbe le long d'une surface plongée
dans N par 'homomorphisme u. Cette action est celle de WZW.

Plus généralement en théorie des branes, on étudie les mouvements des im-
mersions de V' — N, qui représentent les conditions limites de 1’évolution des
cordes. La formulation variationnelle de ce probleme est donnée par une action
généralisant celle de WZW par

/ Hol
v

ou est ’holonomie d’une tour de torseus associée a un probleme de relevement.
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