Teoria sterowania

Zadania przygotowawcze do pierwszego kolokwium

Zadanie 1. Sprawdz sterowalno$¢ liniowego uktadu sterowania dla nastepujacych macierzy:

000100 10
000O0O0O©0 0 0
000O0O0O 01
A= 100 00 0|’ B = 0 0
000O0O0T1 0 0
011000 00

Zadanie 2. Czy poprzedni uktad z macierza obserwabli
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jest obserwowalny?

Zadanie 3. Dla jakich wartosci parametru p € R ponizszy uktad jest sterowalny?
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Zadanie 4. Wyprowadzi¢ réwnanie opisujace zachowanie si¢ wahadta matematycznego o masie
m i dtugodci I: mi%& — migsin(z) = 0. WprowadZmy mozliwoé¢ sterowania wahadlem poprzez przy-
ktadanie odp. momentu sity: mi?zZ — mlgsin(z) = u. Rozpatrzmy réwnanie uproszczone (nb. mozna

je do takiego sprowadzi¢ za pomoca tzw. sprzezenia zwrotnego) mi?i — mlgx = u. Czy taki uklad
jest sterowalny 7

Zadanie 5. Rozpatrzmy funkcjonat J(z) = [; #3dt, € C'[0,1], #(0) = 0 = x(1). Znajdz eks-
tremale (rozwiazanie rownania Eulera-Lagrange’a) tego funkcjonatu. Czy ta ekstremala minimalizuje
lub maksymalizuje funkcjonat?

Zadanie 6. Znajdz ekstremale funkcjonatu [j (322 4 3t%2")dt, 2(0) = 0, z(1) = 1.

Zadanie 7. Znajdz ekstremale o zadanych warunkach brzegowych dla nastepujacych funkcjona-
tow
(a) [y t3(a")?dt, 2(1) =5, 2(2) = 2,
(b) fi(2)*t % (1) =1, 2(2) = T.

Zadanie 8. Znajdz ekstremale dla nastepujacego funkcjonatu i warunkéw brzegowych

1
/ cos(z')dt, x(0) =0, z(1) swobodne.
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Zadanie 9. Znajdz ekstremale (,ze swobodnymi koicami”) dla nastepujacego funkcjonatu

J(z) = /01 ;((93')2 + w2’ 4+ 2’ + x)dt.

Zadanie 10. Rozpatrzmy funkcjonal dwéch zmiennych

™

T(1,29) = /0 ()2 + (21)? + 22120 dt.

Znajdz ekstremale dla warunkéw brzegowych x1(0) = 22(0) = 0, 1(3) = 22(5) = 1. Rozpatrzy¢ ten
sam problem ze swobodnymi koncami.



Zadanie 11. Sprawdz, czy spelniony jest warunek Legendre’a dla nastepujacych funkcjonatéow.
W kazdym z przypadkéw rozstrzygnij, czy postaé Fir,s determinuje maksymalnos$é/minimalnosé eks-
tremal.
(a) fy ((2")2 + 22’ + 2’ + x)dt, kotice swobodne,
(b) J(x) = [y 2®dt, 2(0) = 0, 2(1) swobodne.

Zadanie 12. Znajdz krzywa o dtugosci L lezaca w gornej péiptaszezyznie (y > 0), majaca konce
w punktach (—a,0), (a,0) i taka, ze wraz z odcinkiem osi X, [—a, a] ogranicza ona maksymalne pole.

Zadanie 13. Problem Inwestora
Inwestor posiada w banku oszczednosci w wysokosci S. Chcialtby optymalnie wykorzystaé je w czasie
swojego zycia [0,T] (zatozymy, ze T ustalone). Zalézmy, ze jego chwilowe zadowolenie wyraza sie
wzorem E(r) = 24/r gdzie r jest chwilowa szybkoscia wydawania pieniedzy. Swoje przyszie zado-
wolenie inwestor dyskontuje czynnikiem 5 > 0 (ztotowka wydana na przyjemnosci za rok jest mniej
warta niz ztotéwka, ktorg mozemy wydacé w tej chwili). Chce on zatem zmaksymalizowaé nastepujaca
wielkos¢

/ L)) dt.

0
Zat6ézmy dodatkowo, ze oszczednosci w banku sg oprocentowane a w skali roku i kapitalizacja odsetek
odbywa sie w sposob ciagly, tzn. jesli przez z(t) oznaczymy kapital posiadany przez inwestora w
momencie ¢, to
z(t) = ax(t) — r(t).

1. Pokazaé, ze powyzszy problem jest réwnowazny maksymalizowaniu funkcjonatu

J(z) = /0 Y9 Jan(t) — a0)dt,  2(0) = S, 2(T) = 0.

2. Wyznaczy¢ rownania Eulera-Lagrange’a dla powyzszego problemu i pokazaé, ze
ax — i = r(0)eX @At
3. Zaktadajac o > 8 > § rozwigzaC powyzsze rOwnanie otrzymujac tym samym wzor na opty-
malna strategie.

Zadanie 14. Spotka gornicza zamierza wyeksploatowaé () tonowe ztoze wegla brunatnego w
okresie czasu [0, T]. Wydobyty wegiel jest od razu sprzedawany po cenie netto za tone dana wzorem

p(x,x') =P — ax — 2/,

gdzie P, «, f dodatnie state, x(t) wielko$¢ wydobycia do czasu t (wraz z wyczerpywaniem si¢ ztoza
oraz wraz ze wzrostem szybkosci produkeji rosna koszty wydobycia). Podaé¢ optymalna strategie
wydobycia, z(t) jesli

1. firma chce maksymalizowaé catkowity zysk, czyli
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Wyznaczy¢ strategie dla nastepujacych wartosci statych:
a=40=1,r=1 P=2.

2. firma dyskontuje przyszte zyski czynnikiem e~



