Iloczyn tensorowy

Niech A, B beda, grupami abelowymi. Niech F'(A, B) bedzie wolna grupa abelowa, o bazie A x B, za$
N(A, B) jej podgrupa generowang przez zbiér {(a + a’,b) — (a,b) — (a/,b) | a,a’ € A, b € B} U {(a,b +
b') — (a,b) — (a,b') | a € A, bt € B}. Definicja: A® B = F(A, B)/N(A, B). Obraz elementu (a,b) grupy
F(A,B) w A® B oznaczamy a ® b; niech w: A x B — A ® B dane bedzie przez w((a,b)) = a ® b.

1. Udowodnij, ze jedli C' jest grupa abelowa a ®: A x B — C jest dwuliniowe (tzn. ®(a,-) i ®(-,b) sa
homomorfizmami dla dowolnych a, b), to istnieje jedyny homomorfizm ¢: A® B — C taki ze ® = ¢pow.
2. Oblicz: ZQZ, Z/nQ®Z, Z/nQZ/m. Zaobserwuj tez prawdziwosé¢ wzoréw (A B)®C = (ARC)®(B®C),

AR B=2B®A.

Jak kohomologie ze wspélczynnikami G maja sie do funktora Hom(-, G), tak homologie ze wspdlezynni-
kami G maja sie do funktora - ® G. Przeréb elukubracje z wyktadu dotyczace kohomologii na odpowiadajace
im rozwazania o homologiach ze wspodlczynnikami. W szczegdlnosci rozwiaz ponizsze zadania.

3. Niech 0 - A — B — C — 0 bedzie doktadnym ciagiem grup abelowych, a G jeszcze jedna, grupa,
abelowa. Wykaz, ze ciag

(%) ARGSBRG—-C®G—0

jest doktadny. Podaj przyktad na to, ze ¢ nie musi by¢ monomorfizmem. Udowodnij, ze jesli wyjsciowy
clag rozszczepia sie, to ¢ jest monomorfizmem i ciag (*) rozszczepia sie.

4. W oznaczeniach poprzedniego zadania: jesli ciag dokladny 0 — A — B — C — 0 jest wolna, rezolwenta,
grupy C (tzn. jesli A i B sg wolne), to definiujemy Tor(C, G) jako ker(:). Uzasadnij, ze Tor(C,G) nie
zalezy od wyboru wolnej rezolwenty C' i jest funktorialny wzgledem obu argumentéw.

5. Wylicz Tor(C,G) dla (C,G) = (Z,Z),(Z/n,Z),(Z,Z/n),(Z/n,Z/m). Przeprowads tez rachunki z
grupami Q i Q/Z, jesli nie mozesz si¢ powstrzymac.

6. Skonstruuj ciag oraz uzasadnij jego doktadno$¢ i naturalnosé:
0—- H,X®G— H,(X,G) — Tor(H,—1X,G) — 0.

(Wsk.: narysuj diagram podobny do tego, ktory byl na wyktadzie, i przeprowadZ polowanie.)



