
Generyczne oznaczenia: R–pierścień przemienny z 1, K–ciaÃlo
Dwie ogólne zasady dotycza‘ce obchodzenia sie‘ z produktami kohomologicznymi:

α. “Jest tak, jak chciaÃloby sie‘ być”.
ω. Znaki sa‘ zawsze źle.

×–produkty, I

0. UzupeÃlnij te szczegóÃly dowodu tw. Eilenberga–Zilbera, które Cie‘ niepokoja‘.
1. Sprawdź, że pojawiaja‘ce sie‘ we wzorze Künnetha odwzorowanie HnC ⊗ HkC ′ → Hn+k(C ⊗ C ′) dane

jest wzorem [z]⊗ [z′] 7→ [z ⊗ z′].

Podczas wykÃladu zdefiniowalísmy (z dokÃladnościa‘ do naturalnej homotopii) odwzorowanie Ãlańcuchowe
C∗X ⊗C∗Y

×→C∗(X × Y ). Indukuje ono odwzorowanie H∗(C∗X ⊗C∗Y ) → H∗(X × Y ), które po zÃlożeniu z
odwzorowaniem HnX⊗HkY → Hn+k(C∗X⊗C∗Y ) pochodza‘cym z cia‘gu Künnetha daje tzw. homologiczny
×-produkt HnX ⊗HkY → Hn+k(X × Y ). Oczywíscie istnieje też wersja dla homologii o wspóÃlczynnikach
w pierścieniu . . .

2. Uzasadnij, że jeśli K jest ciaÃlem, to ×:⊕p+q=nHp(X, K) ⊗K Hq(Y,K) → Hn(X × Y,K) jest izomor-
fizmem.

3. Na wykÃladzie określilísmy θ: C∗(X × Y ) → C∗X ⊗ C∗Y . Niech f, g ∈ C∗(X,R); definiujemy f × g ∈
C∗(X × Y, R) wzorem (f × g)(σ) = (f ⊗ g)(θσ), gdzie (f ⊗ g)(a ⊗ b) = f(a) · g(b). Uzasadnij, że tak
zdefiniowany × indukuje dobrze określone mnożenie ×: H∗(X, R) ⊗R H∗(Y,R) → H∗(X × Y,R). [W
szczególności sprawdź niezależność od wyboru θ.]

4. Niech ξ ∈ Hp(X,K), ζ ∈ Hq(Y,K), a ∈ Hp(X, K), b ∈ Hq(Y, K). Sprawdź, że 〈ξ×ζ, a×b〉 = ξ(a) ·ζ(b).
5. Udowodnij, że ×:⊕p+q=nHp(X, K)⊗K Hq(Y,K) → Hn(X ×Y,K) jest izomorfizmem jeśli wyste‘puja‘cew tym wzorze przestrzenie kohomologii sa‘ skończenie wymiarowe. [Wsk. Użyj wersji homologicznej,

dualności: H`(X, K) ' HomK(H`(X,K),K), i poprzedniego zadania.]

∪–produkt
Dla c ∈ Cp(X, R) i d ∈ Cq(X,R) definiujemy c ∪ d ∈ Cp+q(X,R) wzorem:

(c ∪ d)(σ) = c(σ|[e0,...,ep]) · d(σ|[ep,...,ep+q ]),

przy czym [ep, . . . , ep+q] utożsamiamy z ∆q = [e0, . . . , eq] przez afiniczny izomorfizm zachowuja‘cy kolejność
wierzchoÃlków.

6. Uzasadnij że:
z) δ(c ∪ d) = δc ∪ d + (−1)|c|c ∪ δd.
a) c ∪ (d ∪ e) = (c ∪ d) ∪ e.
b) Jeśli f : Y → X, to f∗c ∪ f∗d = f∗(c ∪ d).

7. Wywnioskuj z poprzedniego zadania, że jeśli c i d sa‘ kocyklami, to c ∪ d też jest kocyklem, oraz że
klasa kohomologii tego kocyklu zależy tylko od klas kohomologii kocykli c, d. W ten sposób ∪ indukuje
iloczyn na H∗X, również oznaczany ∪.

8. Uzasadnij, że ∪ (na kohomologiach) jest Ãla‘czny i naturalny.
9. Uzasadnij, że dla ∆-kompleksu X naturalne obcie‘cie C∗(X,R) → C∗∆(X, R) indukuje izomorfizm na

kohomologiach (zachowuja‘cy ∪).
10. Wylicz ∪ na H∗(RP2,Z/2).
11. Wylicz ∪ na H∗(Σ,Z) dla zwartych spójnych orientowalnych powierzchni Σ.
12. Uzasadnij, że jeśli T : C∗X → C∗X jest naturalne, Ãlańcuchowe i znormalizowane warunkiem T (x) = x

(dla x ∈ X rozumianego jako element C0X), to T indukuje identyczność na H∗X.
13. Uzasadnij, że jeśli c, d ∈ C∗(X, R), to d ∪ c = (−1)|c|·|d|

(
(c ◦ T ) ∪ (d ◦ T )

) ◦ T , gdzie T : CnX → CnX

dane jest wzorem Tσ = (−1)n(n+1)/2σ ◦ flip, gdzie flip:∆n → ∆n jest izomorfizmem afinicznym
odwracaja‘cym kolejność wierzchoÃlków. Uzasadnij, że T jest naturalne, Ãlańcuchowe i znormalizowane.
Wywnioskuj, że ∪ jest na kohomologiach ‘przemienny’: ξ ∪ ζ = (−1)|ξ|·|ζ|ζ ∪ ξ.
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×–produkty, II

14. Określmy ×:Hp(X, R) ⊗R Hq(Y,R) → Hp+q(X × Y,R) wzotem ξ × ζ = p∗X(ξ) ∪ p∗Y (ζ), gdzie pX , pY

to rzuty produktu X × Y na osie. Sprawdź, że ta definicja zgadza sie‘ z poprzednia‘. [Wsk. zapisz
(p∗X(f) ∪ p∗Y (g))(σ) w postaci (f ⊗ g)(θ′σ) i pokaż, że θ′ jest Ãlańcuchowo homotopijna z θ.]

15. Niech d: X 3 x 7→ (x, x) ∈ X ×X. Sprawdź, że ξ ∪ ζ = d∗(ξ × ζ).
16. Niech 1 ∈ H0(Y, R) niech be‘dzie wiadoma‘ klasa‘ (ta‘, która na każdym punkcie wylicza sie‘ do 1). Uzasad-

nij, że 1 jest jedynka‘ w pierścieniu (H∗(Y, R),∪). Uzasadnij też, że jeśli ξ ∈ Hp(X, R), to ξ×1 = p∗X(ξ)
[Wsk. najpierw zrób to gdy Y jest punktem].

17. Uzasadnij wzór (ξ∪ ζ)× (η∪µ) = ±(ξ×η)∪ (ζ×µ) (ξ, ζ ∈ H∗(X, R), η, µ ∈ H∗(Y,R)). Jaki jest znak?
18. Uzasadnij, że izomorfizm H∗(X,K) ⊗K H∗(Y, K) → H∗(X × Y, K) z zadania 5 jest izomorfizmem

pierścieni. [Wsk. Zdefiniuj mnożenie w iloczynie tensorowym K-algebr z gradacja‘ tak, by poprzednie
zadanie dawaÃlo teze‘.]

Teoria Hodge’a, wersja do zabawy

19. Niech X be‘dzie skończonym kompleksem symplicjalnym, C∗X i C∗X zaś jego kompleksami: Ãlańcucho-
wym i koÃlańcuchowym (na użytek tego zadania: symplicjalnymi i o wspóÃlczynnikach rzeczywistych).
Oba te kompleksy utożsamiamy z przestrzenia‘ F (X) funkcji rzeczywistych na zbiorze wszystkich sym-
pleksów kompleksu X. W F (X) wprowadzamy iloczyn skalarny tak, by delty Diraca sympleksów
tworzyÃly baze‘ ortonormalna‘. Niech HnX = ZnX ∩ ZnX. Uzasadnij, że:
a) HnX jest dopeÃlnieniem ortogonalnym BnX w ZnX.
b) HnX jest dopeÃlnieniem ortogonalnym BnX w ZnX.
c) ZÃlożenie wÃlożenia i naturalnego rzutowania HnX → ZnX → ZnX/BnX = HnX jest izomorfizmem.
d) HnX → ZnX → ZnX/BnX = HnX też jest izomorfizmem.
e) Operatory na przestrzeni F (X): Diraca D = ∂ + δ i Laplace’a ∆ = ∂δ + δ∂ – sa‘ samosprze‘żone.
f) H∗X = ⊕nHnX = ker(D) = ker(∆).
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