Powierzchnie: zajecia praktyczno—techniczne
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Wstega Mébiusa nazywamy powierzchnie z brzegiem (rysunek la) otrzymana
z prostokata w wyniku sklejenia jednej pary jego przeciwleglych bokéw w sposob
zaznaczony na rysunku 1b.

Zauwazmy, ze brzeg wstegi Mobiusa jest pojedyncza krzywa zamknieta.

W przyszlosci potrzebna nam bedzie nastepujaca obserwacja: odcinajac od
wstegi MoObiusa cienki pierscien, przylegajacy do jej brzegu, otrzymujemy znowu
wstege Mobiusa (patrz rysunek 1c).
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Rys. 1

Torusem nazywamy powierzchnie bez brzegu otrzymana z prostokata (lub
innego réwnolegltoboku) przez sklejenie dwoch par przeciwlegltych bokéw
w sposéb zaznaczony na rysunku 2a. W przyrodzie” torus pojawia sie
m.in. jako powierzchnia detki samochodowej albo amerykanskiego paczka
(rysunek 2b).
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Rys. 2

Jaka powierzchnie otrzymujemy, sklejajac trzy pary przeciwlegtych bokéw
szesciokata foremnego, w sposoOb zaznaczony na rysunku 37 Jesli wykorzystamy
szesciokatng siatke na plaszczyznie, to przekonamy sie, ze otrzymujemy torus.
Mianowicie, dzielimy szeSciokat na cztery czesci (patrz rysunek 4) i przeklejamy
je zgodnie z siatka, otrzymujac rownoleglobok z odpowiednimi sklejeniami.

Ten artykut jest poswiecony dowodowi nastepujacego lematu, ktory jest
waznym elementem klasyfikacji powierzchni. Zainteresowanym zastosowaniem
tego lematu do twierdzenia klasyfikacyjnego polecamy rozdzial 12.4 ksiazki
R. Engelkinga i K. Siekluckiego Geometria i topologia, czes¢ II. Tych, ktérzy
z ponizszym lematem sie juz zetkneli, zachecamy do poréwnania naszego
dowodu z dowodem, ktory znaja.

Lemat. Po wycieciu z torusa kota i przyklejeniu do otrzymanej powierzchni
wzdluz brzegu wstegi Mobiusa otrzymamy te sama powierzchnie, co po wycieciu
ze sfery trzech kol © wklejeniu na ich miejsce trzech wsteg Mobiusa.

Dowad. Krok I. Zauwazmy, ze powierzchnia otrzymana ze sfery przez
wyciecie trzech kot i wklejenie na ich miejsce trzech wsteg Mobiusa powstaje

z sze$ciokata foremnego po sklejeniu jego bokéw w sposéb przedstawiony

na rysunku 5a: trzy wstegi Mobiusa zaznaczone sg na rysunku 5b (gdzie kazdy
bok szesciokata zostal podzielony na trzy odcinki réwnej dltugosci).
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Rys. 5

Pozostawiamy Czytelnikowi przekonanie sie, ze po usunieciu tych trzech wsteg
Mobiusa dostajemy sfere z wycietymi trzema kotami.
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Rys. 7

Krok I1. Dzielimy szesciokat z poprzedniego kroku (rysunek 5a) na trzy czesci
jak na rysunku 6a i sklejamy je wzdluz fragmentéw ich brzegn pochodzacych

z brzegu wyjsciowego szesciokata. Rezultat dwéch z tych klejen widzimy

na rysunku 6b (jedna z czesci odwrécilismy na druga strone). Po wykonaniu
trzeciego klejenia otrzymujemy wstege Mobiusa, na ktérej brzegu zaznaczono,
ktére fragmenty nalezy sklei¢, by otrzymac wyjsciowa powierzchnie, patrz

rysunek 6c.
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Rys. 6

Krok ITI. We wstedze Mébiusa, otrzymanej w poprzednim kroku, rozwazamy
teraz cienki pierscien przylegly do brzegu. Dzieki obserwacji z poczatku artykulu
powierzchnia, ktérg badamy, powstaje z tego pierscienia przez doklejenie do
jednej skladowej jego brzegu wstegi Mdbiusa i sklejenie drugiej skladowej jego
brzegu tak, jak brzegu wstegi Mdobiusa z rysunku 6¢, patrz rysunek 7. Jesli ten
rysunek poréwnamy z rysunkiem 3, to stwierdzimy, ze nasza powierzchnia jest
torusem, z ktérego wycielismy kolo i zastapilismy wstega Mobiusa, co konczy
dowad.
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