Klasy charakterystyczne
Zadania zaliczeniowe

Punktacja. Bdb—-13 zadan, db-9 zadan, dst—6 zadan. Mozna korzysta¢ z materiatu z wy-
ktadu i ¢wiczen oraz z zadan z niniejszej listy o mniejszych numerach niz zadanie rozwiazywane.

Zadanie 1. Wykaz, ze pewna liczba Stiefela-Whitneya zeruje si¢ dla wszystkich rozmaito-
Sci gtadkich odpowiedniego wymiaru.

Zadanie 2. Niech 2, oznacza grupe kobordyzmu niezorientowanych rozmaitosci wymiaru
n (wspétczynniki w Zs). Wykaz, ze €y zawiera 4 rézne elementy.

Zadanie 3. Wykaz, Ze zespolona wigzka styczna do CP! = S? nie jest izomorficzna swojej
wigzce dualnej.

Zadanie 4. Niech ¢ bedzie wiazka rzeczywistg wymiaru n. Wykaz, ze istnieje cigg doktadny
Gysina dla wigzek niezorientowanych

s HU(B;Zy) L HYW(BiZy) — H(Eg; Zy) —— H™Y(B;Zy) —— ...

Zadanie 5. Niech B bedzie nakryciem B stopnia 2. Wykaz, ze istnieje cigg doktadny
s HITY(BZ) M HI(B:Ze) — HI(ByZs) —— HI(B:Zs) —— ...

Zadanie 6. Oblicz strukture pierscienia H*(Gy; Zs).

Zadanie 7. Wykaz, ze wiazka rzeczywista £ jest orientowalna wtedy i tylko wtedy kiedy

Zadanie 8. Wykaz, ze homomorfizm H(B;Z) — H'(B,Z,) przeksztalca totalna klase
Cherna c(w) na totalna klase Stiefela—Whitneya w(wg). W szczeg6lnosci nieparzyste klasy Stie-
fela Whitneya wg sa zerowe.

Zadanie 9. Wykaz, ze p;(£) zredukowane mod 2 sg réwne (wy;)?(§).
Zadanie 10. Przedstaw G, (C*) jako kompleks komorkowy.

Zadanie 11. Niech V,_,(C") oznacza zespolong rozmaitosé¢ Stiefela sktadajaca sie z zespo-
lonych (n — g)-reperéw w C", gdzie 0 < ¢ < n. Wykaz, ze ta rozmaitosé¢ jest 2¢—spojna oraz
T2g+1Vn—q(C") = Z . Dla n—wymiarowej wiazki zespolonej nad C'W-kompleksem B o widk-
nie F, oznaczmy przez V,,_,(w) stowarzyszona wiazke nad B o widknie V,,_,(F). Wykaz, ze
pierwszg przeszkoda do istnienia ciecia V,,_,(w) jest klasa Cherna c,1(w) € H?*T2(B;Z) =
H2T2(B; Tr2q41 Vi g (F).

Zadanie 12. Wykaz, ze jesli A jest dziedzina catkowitosci zawierajaca %, to pierscien ko-
homologii H*(G,,(R*>); A) jest pierscieniem wielomianéw nad A generowanym przez klasy Pon-
tryagina p1(7"), ..., p 1z (7").

Zadanie 13. Charakterem Cherna ch(w) zespolonej wiazki wektorowej wymiaru n nazy-
wamy sume

n+isk(2('w)) € H*(B;Q).

Wykaz, ze charakter Cherna moze by¢ scharakteryzowany przez wlasnosé ch(w @®w’) = ch(w) +



ch(w') oraz przez wasnosé, ze ch(n') = exp(ci(n')) dla wiazek liniowych n'. Wykaz, ze charak-
ter Cherna jest réwniez multiplikatywny, tzn. ch(w ®@ w') = ch(w)ch(w’).

Zadanie 14. Niech 2i4, ..., 24, bedzie podziatem liczby 2k. Wykaz, ze 4k—wymiarowa kla-
sa charakterystyczna sg;, . 2, (c(w)) zespolonej wiazki w jest réwna klasie s;, ;. (p(wr)). W
szczegdlnosei 4k—wymiarowa klasa sy _o(c(w)) jest réwna py(wgr) oraz sq,(c)[K*"] = s,(p)[K*"]
dla K" zespolonej rozmaitoéci wymiaru 2n.

Zadanie 15. Uzasadnij, ze krotkiemu ciagowi doktadnemu grup A — B — C odpowiada
rozwldknienie K(A,1) — K(B,1) — K(C,1). Oblicz wszystkie rézniczki na drugiej tablicy
ciagu spektralnego Serre’a dla rozwtoknienia odpowiadajacego ciagowi Zo — Zy — Zo. W
szczegblnosei uzasadnij, ze mozna stosowaé ciag spektralny Serre’a, tzn. mi(K(Zs, 1)) dzialta
trywialnie na H,(K(Zs,1);Z).

Zadanie 16. Oblicz grupy homologii i pierscien kohomologii homotopijnego widkna od-
wzorowania S¥ — S* stopnia n.

Zadanie 17. Niech X bedzie wiazkg S? — X — S? zdefiniowang w nastepujacy sposob:
Niech h: S — 5% bedzie odwzorowaniem Hopfa. Definiujemy X = I x S3/ ~, gdzie (t,z) ~
(s,y) jeslit =s=01ubt=s =1 oraz h(z) = h(y). Odwzorowanie X — S? definiujemy przez
(t,z) — h(z). Wykaz, ze struktura pierscienia ostatniej tablicy ciagu spektralnego Serre’a nie
pokrywa si¢ ze struktura pierScienia H*(X,Z). Wskazéwka: Znajdz odwzorowanie X — CP?
$wiadczace o tym, ze w H?(X,Z) istnieje element, ktérego kwadrat jest generatorem H*(X,Z).



