Geometryczna teoria grup
zadania przygotowawcze do pierwszego kolokwium

Zadanie 1. Wykaz, ze kazda beztorsyjna 3-generowana grupa przedstawia-
jaca sie (nietrywialnie) jako produkt wolny dopuszcza epimorfizm na Z.

Zadanie 2. Wykaz, ze jesli H jest skonczenie generowang podgrupa A x¢ B
lub Axc, ktora nie przedstawia sie jako produkt wolny z amalgamacja ani
nie dopuszcza epimorfizmu na Z, to H jest zawarta w sprzezeniu A lub B.
Czy zalozenie o skonczonej generowalnodci jest potrzebne?

Zadanie 3. (*) Niech A, B, beda skonczenie generowane i nietrywialne. Wy-
kaze, ze podgrupy normalne A x B sg trywialne lub skoniczonego indeksu.

Zadanie 4. Niech G bedzie grafem grup. Niech T bedzie drzewem Bassa—
Serre’a G z dzialaniem 7, (G). Wykaz, ze graf grup T'/m (G) jest réwny G.

Zadanie 5. Znajdz grafy Cayleya ponizszych grup i sprawdz, ktore z nich
maja wiasnosé (FA).

Zadanie 6. Niech H bedzie podgrupa normalna grupy G. Wykaz, ze jesli
grupy H i G/H maja wlasnoéé¢ (FA), to G takze ma wtasnosé (FA).

Zadanie 7. Niech G bedzie grupg izometrii R? dziatajaca wlasciwie (tzn. dla
kazdego zwartego K C R? zbiér {v € G | v(K) N K # 0} jest skoniczony).
Wykaz, ze G ma podgrupe skoniczonego indeksu izomorficzng z Z2,7Z lub
grupg trywialna. Wskazowka:

0 — R? — Isom R? — Isom S' — 0.



Zadanie 8. Podaj przyktad grupy (nieskonczenie generowanej) bez (FA),
ktora nie przedstawia sie jako produkt wolny z amalgamacja i nie dopuszcza
epimorfizmu na Z.

Zadanie 9. (**) Wykaz, ze SL3(Z) ma wtasnosé (FA).

Zadanie 10. Niech T bedzie drzewem, g hiperboliczng, a h eliptyczng izo-
metrig 7. Wykaz, ze jesli zbiér punktow statych h jest roztaczny z osia g, to
g o h jest hiperboliczna.

Zadanie 11. (i) Zrealizuj grupe o prezentacji
G={(st,r|s*=r"=t>=(sr)" = (rt)* = (st)*)
jako podgrupe izometrii H?.
(i) Oblicz pole powierzchni ilorazu D = H?/G.

(iii) Niech P bedzie jednospdjnym wielokatem, bedacym suma kopii D, w
odpowiednim parkietazu H2. Oszacuj liczbe kopii D w P przez liczbe
krawedzi na obwodzie P.

Zadanie 12. Zrealizuj grupe
{ay, az, b | [ay, as)b? = 1)

jako podgrupe grupy izometrii H2. Wykaz, ze algorytm Dehna dziata po-
prawnie dla tej prezentacji (nie korzystajac z twierdzenia o grupach matych
skreslen).

Zadanie 13. Jakie mozliwie najsilniejsze warunki matych skreslen speliaja
prezentacje

(i)
(i)
(iii)

(iv)

Zadanie 14. (*) Znajdz wezet w S3, ktérego dopelnienie ma grupe podsta-
wowa (s,t | s%t%2 = ts).

(a,b | a® = b® = abababab = ab~tab~tab tab™ = 1),
(ay, a9, b | [a1, az)b® = 1),

(a,t | t71a?t = a?),

(s,

s,t | sts = tst)?



Problem otwarty. Kompleks komérkowy, ktorego komoérkami sa kwadraty
nazywamy niedodatnio zakrzywionym, jesli jego linki sg grafami bez petli
dhugosci mniejszej niz 4. Wykaz, ze istnieje n > 0 o nastepujacej wlasnosci.
Przypus$émy, ze grupa G = (S) dziala przez izometrie na jednosp6jnym kom-
pleksie niedodatnio zakrzywionym X. Zatézmy, ze dla kazdego stowa w nad
S dtugosci nie wigkszej niz n, [w] € G ma punkt staly w X. Wtedy G ma
punkt staty w X.

Uwaga. Pokazalismy, ze dla X drzewa wystarczy wzia¢ n = 2.

Definicja. Przestrzen metryczna nazywamy geodezyjng, jesli kazda pare punk-
tow mozna polaczy¢ geodezyjng, tzn. izometrycznie wlozonym odcinkiem.
Geodezyjng przestrzen metryczna nazywamy R-drzewem lub drzewem me-
trycznym, jesli dla kazdej trojki punktow dowolne trzy taczace je geodezyjne
maja punkt wspolny. W szczegdlnosci drzewo symplicjalne jest R-drzewem.

Zadanie 15. Wykaz, ze kazda izometria R—drzewa jest eliptyczna lub hi-
perboliczna.

Zadanie 16. ZnajdZ wolne dziatanie Z™ na R-drzewie (zwrdé uwage, ze
dowolna grupa dzialajaca w sposoéb wolny na drzewie symplicjalnym jest
wolna).

Zadanie 17. (**) Znajdz wolne dziatanie grupy podstawowej kazdej po-
wierzchni # RP? na R-drzewie.

Twierdzenie (Rips). Grupa skoriczenie generowana dzialajgca w sposdob
wolny na R—drzewie jest produktem wolnym grup wolnych abelowych Z™ 1
grup podstawowych powierzchni # RP*.



