Geometryczna teoria grup, lista 6

Zadanie 1. Niech X bedzie geodezyjna przestrzeniag metryczna spetniajaca
warunek d-szczuptych tréjkatow. Znajdz ¢ dla ktérego X spelnia warunek
d'—cienkich tréjkatow.

Definicja. Produktem Gromowa punktéw x, y wzgledem w nazywamy wielkosé

1
(z|y)w = §(wa| + |yw| — |ayl).

Zadanie 2. Niech X bedzie geodezyjna przestrzenig metryczng spetniajaca
warunek o—cienkich tréjkatéow. Wykaz, ze dla dla dowolnej czworki punktow
w,x, 1y, z zachodzi warunek Gromowa

(]y)w = min{(2|2)w, (2[y)w} — 26,
i Zze jest on réwnowazny z
lzy| + |wz| < max{|zz| + |yw|, |zw| + |yz|} + 20.

Zadanie 3. Wykaz, ze w prezentacji grupy hiperbolicznej w ktorej dziata al-
gorytm Dehna kazdy element skonczonego rzedu jest sprzezony do elementu,
ktorego dlugos¢ jest mniejsza od dtugosci najdtuzszego relatora. W szczegoél-
nosci w grupie hiperbolicznej jest tylko skonczenie wiele klas sprzezonosci
elementow skonczonego rzedu.

Definicja. Méwimy, ze funkcja e: N — N jest funkcjg rozbieznosci dla
przestrzeni metrycznej X, jesli spetnia nastepujacy warunek. Rozwazmy dowolne
x,y,y € X spehiajace |ry| = |zy/| = k + n. Zalézmy, ze punkty z, 2/,
ktére lezg na pewnych geodezyjnych zy, xy’ w odleglosci k£ od x speiniaja
|z2'| > e(0). Wtedy najkrotsza Sciezka taczaca y i ¢’ poza kula otwarta
B(z,k + n) ma dlugo$¢ co najmniej e(n).

Zadanie 4. Wykaz, ze jesli X jest hiperboliczna, to istnieje wyktadnicza
funkcja rozbieznosci. Wskazowka: Skorzystaj z warunku cienkich tréjkatow
dla xyy’ i punktu z. Nastepnie niech m bedzie $rodkiem ciezki yy’ jak w
definicji funkcji rozbieznosci. Skorzystaj z warunku cienkich trojkatow dla
yy'm. Dalej rozwaz srodki $ciezek ym i my/, itd.



Zadanie 5. Niech X bedzie geodezyjng przestrzenia metryczng spetniajaca
warunek d—cienkich tréjkatéw. Niech zy C X bedzie geodezyjna diugosci
> 6R + 20, ktoérej srodkowy segment dtugosci 2R oznaczamy przez I. Niech
'y’ C X bedzie geodezyjna o srodku m i koncach spelniajacych |za/| <
R,|yy'| < R. Wykaz |m, I| < 26.

Zadanie 6. Wykaz, ze dla grupy hiperbolicznej problem sprzezonosci jest
rozstrzygalny.



