3—Rozmaitosci
Zadania przygotowawcze do drugiego kolokwium

Zadanie 1. Niech M bedzie przestrzenia otrzymana ze sklejenia przeci-
wlegtych Scian szescianu obrotem o 5. Wykaz, ze M jest rozmaitoscig i skon-
struuj na niej geometrie.

Zadanie 2. Niech M bedzie przestrzenia otrzymana ze sklejenia przeci-
wleglych $cian dwudziestoscianu obrotem o %. Czy M jest rozmaitoscia?

Zadanie 3. Niech P bedzie hiperbolicznym dwunastoscianem regularnym o
wszystkich katach dwusciennych prostych (wykaz, ze taki P istnieje). Skon-
struuj rozmaitos¢ hiperboliczng ze sklejenia kilku kopii P.

Zadanie 4. Niech M bedzie rozmaitoécig powstala ze sklejenia T2 x [0, 1]
odwzorowaniem (z,0) ~ (Az,1), gdzie x € T? = R*/Z? oraz
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Zrealizuj w1 (M) jako grupe izometrii jednej z geometrii modelowych.

(i)

Zadanie 5 (*). Wykaz, ze rozmaito$¢ M z zadania 3 z listy 5 jest sfera
Poincarégo.

Zadanie 6. Utozsamiamy S® ze sferg kwaternionéw a + bi + ¢j + dk jednos-
tkowych: a? + b? + ¢ + d* = 1. Wykaz, ze odwzorowanie S® x S3 — SO(4)
przypisujace parze g, h € S?® izometri¢ x — grh~! jest na i 2-1.

Zadanie 7. Wykaz, ze dla dowolnej pary trojek punktéw brzegu ptaszczyzny
lub przestrzeni hiperbolicznej istnieje izometria przeksztatacjaca jednag trojke
na druga.



Zadanie 8. Wykaz, ze jesli podgrupa grupy izometrii H? zawiera dwa el-
ementy paraboliczne o réznych punktach statych, to zawiera takze element
hiperboliczny.

Zadanie 9 (*). Wykaz, ze dowolna grupa Kleina sktadajaca sie tylko z ele-
mentow eliptycznych zachowuje punkt i wobec tego jest skonczona.

Zadanie 10. Wykorzystujac poprzednie zadania wykaz, ze dla nielemen-
tarnej grupy Kleina I' zbi6r graniczny A(I") jest domknieciem zbioru koncow
osi elementéw hiperbolicznych (lub stalych punktéw parabolicznych, o ile
istnieja).

Zadanie 11. Wykaz, ze grupa Kleina o zbiorze granicznym zawartym w

OH? C OH? jest grupa indeksu 2 w grupie Fuchsa lub grupg elementarng.

Zadanie 12. Niech I' bedzie nieelementarng grupg Kleina. Wykaz, ze dla
dwdch zbioréw otwartych w OH? przecinajacych A(T) istnieje w T element
hiperboliczny ktorego konce osi leza w tych zbiorach.



