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Maxwell-Boltzmann方程非负解 

的极值原理和渐近性质 

梅 茗 

(华东地质学院 ) 

蕾■ 奉文研究了 Maxwell-Boltzmann方程非负 解的扳值原理 以爰随时问延伸而逐渐 

衰 减的解 的时问新 近行为。 

一

、 引曹 

在核物理学中，描述两类不同基本粒子 和Ⅳ具有互相碰接作用的迁移过程中粒子Ⅳ分 

布密度情形，可表述为一个线性迁移方程形式。其中， 类粒子不受外力F的影响而处于平 

衡状态，但是以另一类粒子Ⅳ的物理性质为其先决条件的。外力F只表示处于位置 处，具 

有速度 的，对具有质量 m的每一个 Ⅳ 类粒子的外力作用，Ⅳ类粒子本身的碰撞较之于与 

类粒子能碰撞通常可忽略不 计。这类迁移方程即为 Maxwall—Boltzmann方程 

{}⋯ 拙+ + (姗 “ 

+。( ，口)“ fy ( ，口 口 )“( ， )d ，，( ，． ，口)EE 

(f， ， )=0， (f， ， )∈Jr 

u(o， ， )=“0( ，口)， (f，一 ， )∈厂。 

(1) 

(2) 

(3) 

其中 ”表示在时刻 t位于 (· ，啦， a)处，具有速度 口=( ， ， )的粒子Ⅳ分布密度。 

( ， )、k(x，口，口 )>0分g4表示碰撞频率和能量迁移核。 F是外力，m>o是|v的质量。 

· rnd “ 壹 ·嚣，F．grad ：高F { ，d F： aaF 。r D是耳。中有界闭 
区域，且边界 8D 为分片光滑， 是 R。中闭的有界可测集，a(z， )、k(x， ， ，)

、 F( ． 

)，“D( ， )均为连 续函数，且 “。≥0．记 
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E={(f， ，”)1 0≤ ≤T，xED，”EV，vT>0} 

厂。={(t， ，口)It=0， ED，口E } 

厂={( ， ，”)1 0≤ ≤T， EaD，n·v<0、口EV，vT>0} 

n是边界面aD的单位外法向量。 

在迁移理论中， 研究该动态系统的目的在于获得分布密度 随时间变化的衰减或增长的 

时间逐近行为，以期能预言整个系统的发展和终结。在数学上，归结为两点，第一，要研究 

系统解的存在性，第二，要研究其渐近性。另外，系统(1)一(3)作为积分——微分方程同 

时是一粪很重要的发展方程，因而对该类问题的研究有着不 少实际意义和理论价值，从而为 

数学界、原子能物理学界众 多学者所关注[． 】。最近，L．Arlottlt 利用线性算子半群理论 

研究了系统(1)--(3)解的整体存在唯一性。另外，作为特例，当 F一0时系统(1)--(3) 

即为中子迁移理论中的 Boltzmann方程而被众多学者作了较系统和深入的研究[e-lo】。 

本文的目的在于研究系统(1)--(3)非负解 (其存在唯一性为L．Arlot[i[ 所解决 )的 

极值原理以及解的时间渐近彳亍为，得到了解随时间的延伸而 以指数速度衰减的渐近性质。 

=、极值焉瑾厦渐近性质 

我们给出系统(1)一(3)的一个比较原理，它在利用上、下解方法证明系统(1)一(3) 

解的存在唯一性，对解作先验估计以及讨论解的渐近性态过程中通常起着特重要的作用。 

定理 l(比较■理 ) 设 

口( ”)+ 1 (di )> b( 
，
” )d ( ，”)E—D × (4) 

． 

假设 u(t， ， )满足 

Ot “+ 毗 ¨ l (dl 

+口( ， )"一JF ( ， ，” )“(f， ，”，)d” ≥0，(f， ，”)EE， 

“(f， ，”)>／ 0， (t， ，”)E厂， 

u(0， ，”)>／ 0， (f，tiff，”)E厂¨ 

(5) 

(6) 

(7) 

则 “(f， ，”)／>0，(t， ，口)EE． 

证 若 不然。 则 至少 存在 一点 ( ，‰， 。)EE， 使得 "( ， 。，UO)<0， 因而 

““( ， ， )<o·设“在(了， ， )∈E达到最小值“(_，_，_)= n“(f， ，“)，同 
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时由(6)(7)知(了， ， )一EF+F。．由“在( ， ， )的负极小值性质得到 

地 三 ≤0，grad ”(了，i， )=o， grad u(一t， ， )=o另外， 
d‘ 

”(T。i， )又满足(5)式，从而得到 

即得 

(i， )“(了 ，i)+ 1(diy F)“(了，i， ) 

≥L ( ， ， )“(7。i，” )d 

≥“( ，i， )Iy ， ，” )d ， 

( ， )+ m1 (dl 
”F(i，i))≤J 南( ， ， )d 

这 与(4)矛 盾l因而 “(}。 ，")≥0，(t， ， )∈E． ‘ 

注 1 假设条件(4)其物理意义表明粒子Ⅳ吸收大于破裂，这将在本文定理 5中得到表 

述。 

推论 1 在假设条件(4)下，设 “(t 9 ，口)为系统 (1)一(3)的一个古典解， 则此解必 

为非负解。 

证 注意到初始分布密度 “o( ， )≥0， 因而系统 (1)一 (3)的一个 经典解满足(5)一 

(7)，故由定理 1即得 “(f， ， ≥0，( 。 ， )∈E． 

定理 2(量丈值原理 ) 在条件(4)下，设 “(}， ， 是系统 (1)一(3)的经典解，则 

0≤“(f， ，v)~Max“，(}， )EE (8) 
D 

证 由推论1可知系统(1)一(3)的解 u(t。屿 口)≥0，现令 

Max、u(t， ，”)= ≥0． 
j 

Max“(f， ， )=m≥ 0 

由于 “lr=0，所以 Max“(f， ， )=Max“(t， ，”)=m≥0 
0+ 

若 M≤m．自然地，定理成立。 

若 M>m，则存在(f0，‰，Uo)EE，使得 u(t。，‰。 )=M．构造非负函数 

(f， ， )：号一 } ( ， )，(̂ p)∈ 
， 坍< < (9) 

在边界 厂+厂 上有 
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( )<B÷f一 ．̂<M 

而 ( ，‰， )=M ， 这就说明 cl，和 “一样，不可 能在 厂。+厂 上达到最大 值而只能在 E 

内某点上达到。不仿设 Ⅲ( ， )在 E 内点 (1， ，0)上达到最大值，于是 

所 以 

—  ≥o，grad w(t， ，口)=gflid w(t， ，口)=0 

+。·grad Ⅲ ( ， ， )+— ·grad cl，(1，{，口)≥o (1o) 

另一向面·从方程(1)中得到 

~-e ograd cl，( ， )+ ·grad (i ，。) 

一 l· 【 如(1' 

+ ad~u(Z， )一2}“譬  ̈】 

⋯  (一 j-等)【 ， _，) 

一 ( ( ， )+ d F( ， 叭击j-等 ， )】 

≤ex (一 等) [ ，咖 

)- div以 )．去f．等】<0 (11) 
这与(9)矛盾!故此 ≤m．定理证毕。 

类似于定理 l的证明，在 与条件(4)相反的假 殳下，我们得到了系统(1)一(3)非负解 

最小值原理。 

定理 3(最小幢辱理 ) 设 “是系统(1)一(3)的非负解，假若 

( + div ≤j， ， ) ， )ED× (12) 
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则 

Min “≤u(t， ， )， ( ， )∈E 
，D 

(13) 

注 2 条件(4)只是系统(1)一(3)解为非负解的充分条件而非必要条件。因而我们在 

定理 3中给出系统(1)一(3)非负解存在的假设与条件(12)并不矛盾。 

作为定理 2的一个直接推论，我们得到了系统(1)一(3)解的唯一挂定理 

推论 2 在条件(4)下，若系统(1)一(3)的解存在，则解必唯一。 

证 假设系统(I)一(3)存在着两个解 “t和 “：，夸 = 一“i，则 满足 

由极大值原理定理 2可得 

d +—· ·grad +
m

l
- - (div F)“ 

) ：jr ( ， ， ) ( ， ，口 )d ，，( ， )EE 
0， (f， ，口)∈厂 

。， ( ， ， )∈厂D 

( ， )兰0， ( ． ， )∈ 

即系统 (1)一 (3)解 唯一。 

下面我们给出系统(1)一(3)的上、下解定义。 

定义 1 若矗( ， ， )∈C‘(月+×D× )，满足 

警+U*gra + ．gra如+ (div 圳 )。 

≥f，̂( ， ， ) ( ， ， )d ，，( ， ， )EE 

茜( · ， )≥ 0． (̂  ， )∈厂 

嚣( ，· ， )≥ “D( ， )， ( ， )E厂D 

(i4) 

(15) 

(i6) 

则称 ( ， )为系统(1)一(3)的一个上解 

若 #( ， )∈C (月+×D× )，且满足(i4)一(16)的相反不等式，则称之为系统(1)一 

(3)的一个下解 

利用比较原理可得系统(1)一(3)的解的一个界值性定理 

定理4(界值性 ) 彳I 条件(4)下，没 为系统(1)一(3)的经典解， 、#分别为其上 

下解，且 ≤ ，则 

磐(f， ，口)≤Ⅳ( ，鲫 )≤嚣( ， ， )， ( ， )∈置 (1 7) 

a 口 II 11 
屿 

垫 + 

，I_____J -_lI_、  
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证 令 Ⅲ：8一“，由上解的定义可得 

塑Ot ．I-U ogra + ．gra +1 (diV tlI 

+ ( ，口) —jr ( ，”，口 ) (f， ，” )dⅣ ≥o， (18) 

(t， ")≥ 0， (t， ，”)∈厂 

(0， ，")≥ 0， (t，嚣，”)∈厂。 

于是由比较原理 (定理 1)立即得到 Ⅲ(t， ，Ⅳ)≥0，即 

“(t， ，Ⅳ)≤矗rt， ，口)，(t， ，”)∈置 

(19) 

● 

(20) 

同理可证 #(t， ，Ⅳ)≤ (̈t， ，口)，(t， ，Ⅳ)∈置证毕。 · 

作为定理4的特例，我f『J给出系统(1)一(3)的解随时间的延伸而衰减的渐近性态。 

定理5(新近性 ) 设 u Ct， ，”)为系统(1)一(3)的经典解，在条件(4)下，则 

0≤ (t， ，Ⅳ)：O Ce一 ) (21) 

其中 L为常数，o<￡≤s． 

s= { ( + divF( ，”)一Irk( ， ” )drp}>。 (22) ． 

证 令霉=c·e-上J，其中 c>uo( ，口)，v( ，Ⅳ)∈西× 易验证 

等+U ogra岫+ 

+ ( ，”)矗(t， ，口) 

．grad 日+ (diV )。 

； 一
La +l (div F ) +口( 

，”)《 

：  【 F+ ( ，”)一L) 

≥《j，A(∞，口，" )du，=J， ( ，”，口，'td ， 
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即 C o日。“ 为(1)一(3)的一个上解， 同理可证 =0为(1)一(3)的一个下解， 或者直 

接从推论 l中得到 “≥0。从而根据界值性定理 4立即得到 

o≤"(t。 ． )≤c·口一工蠢，‘t。 >∈雷 (23) 

即 u(t， ，口)=0(日。‘‘)，定理证毕。 

注3 综上所述，不难找到(1)一(3)的一对上、下解，因而我们也可用上、下解方法 

来寻求(1)一(3)解 的存在性与唯一挂结论。关于这个，作者将另文发表。 

作者感谢 肖应昆教授的热情指导和帮助。 
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MAXIMUM PRINCIPLES AN D ASYMPTOTfC 

BEHAvIORS OF THE NON—NEGATIVE S0LUTION 

HOR MAXWELL—BOLTZMANN EQUATION 

Mei Ming(梅 茗 ) 

(East China Geological Institute) 

In this paper，we study ：he maximum principles 0f the 11011一negatilee solu— 

tion for Maxwell—Boltzmann epaation，obtain the asymptotic behaviors of 

this solution which decays as the time increases． 
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