
Medida, Integración y Probabilidad, CIMAT
Tarea 8

Fecha de entrega: martes 14 de noviembre de 2017
Profesor: Dr. Vı́ctor Pérez-Abreu Carrión
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0. (a) Explicar por qué se cree que se dejó cada ejercicio.

(b) Proponer posibles extensiones y generalizaciones de cada ejercicio.

1. (Problema 5.3, Athreya y Lahiri) Sean µi, i = 1,2 dos medidas σ -finitas en (R,B(R)). Sean
Di = {x : µi({x})> 0}, i = 1,2.

(a) Demostrar que D1∪D2 es numerable.

(b) Sean φi(x) = µi({x}), x ∈ R, i = 1,2. Demostrar que φi, i = 1,2 son Borel-medibles.

(c) Demostrar que ∫
φ1dµ2 = ∑

z∈D1∩D2

φ1(z)φ2(z).

(d) De (c), deducir

µ1×µ2(C) =
∫
(a,b]

µ2(Cx)µ1(dx)

=
∫
(a,b]

µ2({x})µ1(dx) = 0.

2. (Problema 5.4, Athreya y Lahiri) Extender el teorema de integración por partes (5.2.3)
demostrando lo siguiente. Sean F1, F2 dos funciones no decrecientes y continuas por la
derecha en [a,b], y φ1 como en el ejercicio anterior. Entonces∫

(a,b]
F1dF2 +

∫
(a,b]

F2dF1 = F1(b)F2(b)−F1(a)F2(a)+
∫
(a,b]

φ1dµ2.

3. (Problema 5.5, Athreya y Lahiri) Sean Fi : R→ R, i = 1,2 funciones no decrecientes
y continuas por la derecha. Sea φ1 como en el ejercicio anterior. Demostrar que si
limb↑∞ F1(b)F2(b) = λ1 y lima↓−∞ F1(a)F2(a) = λ2 existen y son finitos, entonces∫

R
F1dF2 +

∫
R

F2dF1 = λ1−λ2 +
∫
R

φ1dµ2.

4. (Problema 5.6, Athreya y Lahiri) Sea (Ω,F ,µ) un espacio de medida σ -finito y sea f una
función no negativa medible. Demostrar que∫

Ω

f dµ =
∫
[0,∞)

µ({ f ≥ t})dt.
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(Sugerencia: Considerar el espacio producto de (Ω,F ,µ) con (R+,B(R+),λ ), λ la medida
de Lebesgue, y aplicar el teorema de Tonelli a la función g(ω, t) = 1( f (ω)≥ t), después de
demostrar que g es F ×B(R+)-medible.)

5. (Problema 5.7, Athreya y Lahiri) Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y sea X : Ω→R+
una variable aleatoria.

(a) Demostrar que para toda h : R+→ R+ absolutamente continua∫
Ω

h(X)dP = h(0)+
∫
[0,∞)

h′(t)P(X ≥ t)dt

= h(0)+
∫
(0,∞)

h′(t)P(X > t)dt.

(Sugerencia: Aplicar el teorema de Tonelli a la función f (t,ω)≡ h′(t)1(X(ω)≥ t) en
el espacio de medida producto ([0,∞)×Ω, B([0,∞))×F , λ ×P).)

(b) Demostrar que, para 0 < p < ∞,∫
Ω

X pdP =
∫
[0,∞)

pt p−1P(X ≥ t)dt.

(c) Demostrar que, para 0 < p < ∞,∫
Ω

X−pdP =
1

Γ(p)

∫
[0,∞)

ψX(t)t p−1dt,

donde Γ(p) =
∫
[0,∞) e−tt p−1dt, p > 0, y ψX(t) =

∫
Ω

e−tX dP, t ∈ R+.

6. (Problema 5.8, Athreya y Lahiri) Sean g : R+→ R+ y f : R2→ R+ Borel-medibles. Sea
A = {(x,y) : x≥ 0, 0≤ y≤ g(x)}.

(a) Demostrar que A ∈B(R2).

(b) Demostrar que ∫
R+

(∫
[0,g(x)]

f (x,y)λ (dy)
)

λ (dx) =
∫

f 1Adλ
(2),

donde λ (2) es la medida de Lebesgue en (R2,B(R2)).

(c) Si g es continua y estrictamente creciente, demostrar que las dos integrales de (b) son
iguales a ∫

R+

(∫
[g−1(y),∞)

f (x,y)λ (dx)
)

λ (dy).

7. (Problema 5.10, Athreya y Lahiri) Demostrar que I ≡
∫

∞

0 exp(−x2/2)dx =
√

π/2.

(Sugerencia: Por el teorema de Tonelli, I2 =
∫

∞

0
∫

∞

0 exp(−(x2 + y2)/2)dxdy. Usar el cambio
de variables x = r cosθ , y = r sinθ , r ∈ (0,∞), θ ∈ (0, π

2 ).)
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8. (Problema 5.11, Athreya y Lahiri) Sea µ una medida finita en (R,B(R)). Sean f ,g :R→R+
no decrecientes. Demostrar que

µ(R)
∫

f gdµ ≥
(∫

f dµ

)(∫
gdµ

)
.

(Sugerencia: Considerar h(x,y) = ( f (x)− f (y))(g(x)−g(y)) en R2 e integrar con respecto
a µ×µ .)

9. Formular y demostrar la siguiente proposición: Para demostrar que dos variables aleatorias
son independientes solamente es necesario verificar la condición de independencia en
conjuntos del producto cartesiano de π-sistemas.

10. Elegir y resolver otros dos problemas del Capı́tulo 5 de Athreya y Lahiri, indicando la razón
de la elección.

11. Demostrar o dar un contraejemplo: Sean (Ωi,Fi,µi), i = 1,2 dos espacios de medida, y
A ∈F1×F2. Defı́nanse Ax1 = {x2 ∈Ω2 : (x1,x2) ∈ A} (la x1-sección de A), y Ax2 = {x1 ∈
Ω1 : (x1,x2) ∈ A} (la x2-sección de A). Entonces A es F1×F2-medible si, y sólo si, Axi es
F j-medible, i, j = 1,2, i , j.

12. Dos variables aleatorias X1, X2 definidas en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) son
independientes si P(X1 ≤ x1,X2 ≤ x2) = P(X1 ≤ x1)P(X2 ≤ x2), para todo x1,x2 ∈ R. De-
mostrar que esto es equivalente a P(X1 ∈ A1,X2 ∈ A2) = P(X1 ∈ A1)P(X2 ∈ A2), para todo
A1,A2 ∈B(R). Es decir, P

(
X−1

1 (A1)∩X−1
2 (A2)

)
= P

(
X−1

1 (A1)
)

P
(
X−1

2 (A2)
)
.
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