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0. (a) Explicar por qué se cree que se dej6 cada ejercicio.

(b) Proponer posibles extensiones y generalizaciones de cada ejercicio.

1. (Problema 5.3, Athreya y Lahiri) Sean y;, i = 1,2 dos medidas o-finitas en (R, Z(R)). Sean
D; = {x : ,u,({x}) > 0}, i= 1,2.
(a) Demostrar que D{ U D, es numerable.
(b) Sean ¢;(x) = w;({x}), x €R, i =1,2. Demostrar que ¢;, i = 1,2 son Borel-medibles.

(¢) Demostrar que

/¢1dH2= Y. ¢1@a(2).

zeD1NDy
(d) De (c¢), deducir
1 X a(C) = /( , Fe(Com (@)

— [ w({ehm(dx) =o.
(a,b]

2. (Problema 5.4, Athreya y Lahiri) Extender el teorema de integracién por partes (5.2.3)
demostrando lo siguiente. Sean Fj, F> dos funciones no decrecientes y continuas por la
derecha en [a,b], y ¢; como en el ejercicio anterior. Entonces

/(b]Flsz—'_/( b]deFl:Fl(b)Fz(b)—Fl(a)F2<a)+/( . Orduy.

3. (Problema 5.5, Athreya y Lahiri) Sean F; : R — R, i = 1,2 funciones no decrecientes
y continuas por la derecha. Sea ¢; como en el ejercicio anterior. Demostrar que si
limpto F1 (D) F2(b) = A1 y limy| o, Fi(a)F>(a) = A, existen y son finitos, entonces

/Flsz-f—/deFl :/11—12+/¢1du2.
R R R

4. (Problema 5.6, Athreya y Lahiri) Sea (€2,.%#, 1) un espacio de medida o-finito y sea f una
funcién no negativa medible. Demostrar que

/Q fdu = /[0700)#({1‘ > 1})dr.
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(Sugerencia: Considerar el espacio producto de (Q,.%, 1) con (R, #(Ry),A4), A lamedida
de Lebesgue, y aphcar el teorema de Tonelli a la funcién g(w,7) = 1(f(®) > ¢), después de
demostrar que g es .7 x #(R,)-medible.)

5. (Problema 5.7, Athreya y Lahiri) Sea (Q,.%, P) un espacio de probabilidady sea X : Q@ — R
una variable aleatoria.

(a) Demostrar que para toda & : R, — R absolutamente continua

Aﬁ@mp WO+ [ WP = s
+/ P(X >t)dt.

(Sugerencia: Aplicar el teorema de Tonelli a la funcién f(z,0) = /' (t)1(X (@) >t) en
el espacio de medida producto ([0,e0) x Q, A([0,00)) X .F, A X P).)

(b) Demostrar que, para 0 < p < oo,

/XPdP:/ ptPIP(X > t)dr.
Q [0,%)

(¢) Demostrar que, para 0 < p < oo,

1
X PdP= —— NP~ dr,

donde I'(p) = [io.«0) e tP~ldt, p> 0,y wyx(t) = [qe XdP,t R,

6. (Problema 5.8, Athreya y Lahiri) Sean g : R, — R, y f: R? — R, Borel-medibles. Sea
A={(xy):x=0,0<y<g(x)}

(a) Demostrar que A € %(R?).

(b) Demostrar que
- (2)
(. s ) = [

donde A(?) es la medida de Lebesgue en (R2, Z(R?)).

(c) Si g es continua y estrictamente creciente, demostrar que las dos integrales de (b) son

iguales a
/R+ (/[gl(y),oo)ﬂx’y)l(dx)) A(dy).

7. (Problema 5.10, Athreya y Lahiri) Demostrar que I = [ exp(—x?/2)dx = /7/2.

(Sugerencia: Por el teorema de Tonelli, > = [3° [5” exp(—(x* +?)/2)dxdy. Usar el cambio
de variables x = rcos @,y =rsin8, r € (0,), 6 € (0,%).)
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8.

10.

11.

12.

(Problema 5.11, Athreya y Lahiri) Sea pt una medida finitaen (R, #(R)). Sean f,g: R — R
no decrecientes. Demostrar que

N(R)/fgdu > (/fdu) (/gdu)-

(Sugerencia: Considerar A(x,y) = (f(x) — f(¥)) (g(x) — g(y)) en R? e integrar con respecto
auxu.)

Formular y demostrar la siguiente proposicion: Para demostrar que dos variables aleatorias
son independientes solamente es necesario verificar la condicién de independencia en
conjuntos del producto cartesiano de 7-sistemas.

Elegir y resolver otros dos problemas del Capitulo 5 de Athreya y Lahiri, indicando la razén
de la eleccion.

Demostrar o dar un contraejemplo: Sean (Q;,.%;, lt;), i = 1,2 dos espacios de medida, y
A € F1 X F,. Definanse Ay, = {x2 € Qy : (x1,x2) € A} (lax;-seccion de A), y Ay, = {x] €
Q) : (x1,x) € A} (laxp-seccion de A). Entonces A es . %] x .%,-medible si, y s6lo si, Ay, es
Fj-medible, i,j =1,2,i # j.

Dos variables aleatorias X, X, definidas en un espacio de probabilidad (,.%,P) son
independientes si P(X; < x1,X, <xp) = P(X; <x1)P(Xs < x7), para todo x,x; € R. De-
mostrar que esto es equivalente a P(X| € A1, X, € Ay) = P(X] € A])P(X, € Ap), para todo
A1,A2 € B(R). Es decir, P (X; (A1) N X5 1 (A2)) =P (X; (A1) P (X, 1 (A2)).



