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Introduction 

Soient K un corps de nombres alg6briques totalement r@el, et ~K sa fonc- 

tion z@ta. D'apr~s un th6or~me de Siegel [24], ~K(1 - k) est un nombre 

rationnel si k est entier > i; il est ~ 0 si k est pair. Lorsque K est 

ab61ien sur Q, on peut 6crire ce nombre comme produit de "nombres de 

Bernoulli g6n6ralis6s" • 

~K(1 - k) : ~ L(X, 1 - k) : ~ ( - bk(X)/k), cf. [18], 
X X 

O~ X pareourt itensembie des caraet~res de Q attaches ~ K. Cela permet 

de d~montrer des propri~t~s de congruence reliant les ~K(1 - k) pour di- 

verses valeurs de k, et d'en d~duire par interpolation une fonction z~ta 

p-adique pour le corps K, au sens de Kubota-Leopoldt (cf. [7], [ i0] , 

[ 11] ~ [ 16] ). 

Dens ce qui suit~ je me propose d'~tendre une pattie de ces r~sultats au 

cas d'un corps totalement r~el quelconque (non n~cessairement ab~lien 

sur Q). La m~thode suivie est celle de Klingen [13let Siegel [25], [26]. 

Elle consiste ~ utiliser le fait que ~K(1 - k) est le terme constant 

d'une certaine forme modulaire sur SL2(Z) dent les autres termes se cal- 

eulent par des formules simples (ee sent des eombinaisons lin~aires d'ex- 

ponentielles en k). Tout revient done ~ transf~rer les propri~t~s de ces 

termes au terme constant lui-m~me. On est amen~, pour ce faire, ~ d~fi- 

nit les "formes modulaires p-adiques", limites de formes modulaires au 

sens usuel (sur le groupe SL2(Z)) ; de telles formes intervenaient d~j~, 

au moins implicitement, dans les travaux d'Atkin sur les coefficients 

e(n) de l'invariant modulaire j, of. [2]. L'~tude de ces formes fait 

i'objet des §§ 1, 2 et 3; elle repose de faigon essentielle sur le th~or~me 
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r@cent de Swinnerton-Dyer [27] donnant la structure de l'alg~bre des 

formes modulaires (mod.p). Les principaux r@sultats son/ les suivants : 

a) Une forme modulaire p-adique a un poids qui est, non plus un entier, 

mats un @l~ment d'un certain groupe p-adique X = Z × Z/(p - I)Z, cf. 
P 

n°l.4. 

b) Si 

oo 

m 

f = [ an(f) q 
n--0 

est une forme modulaire p-adique de poids / 0, il existe des formules 

donnant a (f) en termes des a (f), n > 1, cf. n°2.3. 
o n 

c) Toute forme modulaire (au sens usuel) sur le groupe Fo(P) est une 

forme modulaire p-adique, cf. §3. 

Dans l'application aux fonctions z~ta~ on rencontre des familles (fs) de 

formes modulaires p-adiques d@pendant (ainsi que ieur poids) d'un para- 

m~tre p-adique s. L'@tude de ces familles fait l'objet du §4. Le cas 

le plus important est celui oh les fonctions s ~-~ an(fs), n > I, ap- 

partiennent ~ l'ai~bre d'Iwasawa A du n°4.1; on en d~duit alors des pro- 

pri@t@s analogues pour la fonction s~-+ ao(fs), cf. n °s 4.8 et 4.7. 

Une fois ces r@sultats ~tablis, leur application ~ l'interpolation p- 

adique de ~K ne pr@sente pas de difficult@s; c'est l'objet du §5. La 

fonction z~ta p-adique de K est d@finie au n ° 5.3; ses principales pro- 

pri@t@s sont donn@es par les ths. 20, 2!, et 22. De nombreuses questions 

restent ouvertes; on en trouvera une br~ve discussion au n°5.6. 
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§1. Formes modulaires p-adiques 

1.1. Notations 

a) Con$,r,u,e,nces 

La lettre p d6signe un nombre premier; on note v la valuation du corps 
P 

p-adique Qp, norm6e de telle sorte que v (p) = 1; un 616ment x de Qp est 
p 

dit p-entier s'i! appartient ~ Zp, i.e. si Vp(X) > O. 

Si f = [ anqn e Qp[[q]] est une s6rie formelle en une ind6termin6e q, 

on pose 

v (f) = inf.v (a). 
p p n 

Ainsi, Vp(f) > 0 signifie que f e Zp[[q]]. Lorsque Vp(f) > m, on 6crit 

aussi f ~ 0 (mod.pm). 

Soit (f')l une suite d'616ments de Qp[[q]] . On dit que f.m tend vers f 

si les coefficients de f. tendent uniform6ment vers ceux de f, i.e. si 
1 

Vp(f - fi) ~ + ~. 

b) S6ries d'Eisenstein 

Si k est un entier pair > 2, nous poserons 

oo 

Gk = _ bk/2 k + [ Ok_l(n ) qn (q = e2Ziz), 
n = l  

oo 

_ 2k 2k n 

Ek = ~kk Gk = 1 - b--~ ~ °k-l(n) q ' 
n:l 

oh b k d6signe le k-i6me nombre de Bernoulli et Ok_l(n) = [ d k-1. Si 

dln 
k > 4, G k et E k sont des formes modulaires de poids k (relativement au 

groupe SL2(Z)). 

c) Les s6ries P,Q,R 

On pose, avec Ramanujan, 
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P = E 2 = 1 - 24 ~ al(n) qn 

Q = E 4 = i + 240 [ ~3(n) qn 

R = E 6 = 1 - 504 [ as(n) qn 

Ser-5 

Les s6ries Q et R engendrent l'alg6bre gradu6e des formes modulaires : 

toute forme modulaire de poids k s'6erit de fagon unique eomme polynSme 

isobare de poids ken Q et R. Par exemple : 

441 93 + 250 R 2 
E8 : Q2, El0 = QR, E12 = 691 ' E14 = Q2R' 

A : 2-63-3(Q 3 - R 2) : q ~ (1 - qn)24 = [ T(n)qn. 

n:l n=l 

La s6rie P n'est pas une forme modulaire au sens habituel. Toutefois 

nous d6montrerons plus loin (cf. n ° 2.1) que c'est une "forme modulaire 

p-adique" de poids 2. 

d) Exemples de congruences 

D'apr6s Kummer, bk/2k est p-entier si et seulement si k n'est pas divi- 

sible par p - I; on a aiors Vp(G k) = 0. De plus, si k' ~ k (mod.(p - 1)), 

on a bk/2k ~ bk,/2k' (mod.p)~ comme la congruence analogue pour ~k_l(n) 

est 6vidente, on en conclut que : 

G k ~ Gk, (mod.p) si k' ~ k ~ 0 (mod.(p - 1)). 

(Plus g6n6ra!ement, il semble que toute congruence sur les nombres de 

Bernoulli puisse ~tre 6tendue en une congruence sur les Gk.) 

Lorsque k, par contre, est divisible par p - 1, le th6or6me de Clausen- 

von Staudt montre que Vp(bk/k) = - 1 - Vp(k). On a donc Vp(k/b k) > 1, 

d'oh : 

E k ~ 1 (mod.p) si k ~ 0 (mod.(p - 1)). 
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Plus pr6cis6ment : 

196 

E k E 1 (mod.p m) ¢=~ k ~ 0 (mod.(p - 1)p m-l) sip ~ 2 

E k E 1 (mod.2 m) ¢=~ k ~ 0 (mod.2m-2). 

1.2. L'ai~bre des formes modulaires (mod.p) 

Si k e Z, notons M k l'ensemble des formes modulaires 

n 
f = [ anq , 

n=0 

de poids k, dont les coefficients a sont rationnels et p-entiers. Si 
n 

f 6 Mk, la r@duction f de f modulo p appartient ~ l'alg~bre Fp[[q]] des 

s6ries formelles ~ coefficients dans F = Z/pZ. L'ensemble des s6ries 
P 

ainsi obtenues sera not6 Mk" On pose 

keZ 

e'est une sous-alg6bre de Fp[[q]], appel6e al~bre des formes modulaires 

(mod.p). La structure de M a 6t6 d6termin6e par Swinnerton-Dyer [ 27]. 

Rappelons bri~vement le r6sultat (pour plus de d6tails, voir [ 20] ou 

[ 2 7 ] )  : 

(i) Le cas p ~ 5 

On a vu (n ° 1.1) que Ep_ 1 ~ 1 (mod.p), autrement dit Ep-1 = 1. La 

multiplication par Ep_ 1 applique M k dans Mk+p_l, et i'on en d~duit des 

inclusions : 

Mk C Mk+p-I C ... C Mk+n(p-1) C ... 

Si ~ 6 Z/(p-1)Z, notons Me la r~union des Mk' pour k parcourant e. L'un 

des r~sultats de Swinnerton-Dyer est que M est somme directe des M~, 



197 Ser-7 

pour e • Z/(p-1)Z; en d'autres termes, M est une alg~bre gradu~e~ de 

groupe des degr~s Z/(p-I)Z; on a M~ = 0 si ~ est impair, i.e. non divi- 

sible par 2 dans Z/(p-I)Z. De plus, M s'identifie au quotient de l'alg~- 

bre de polynSmes Fp[Q,R] par l'id~al principal engendr~ ~ar A - I, o~ 

A(Q,R) est le polyn6me isobare de poids p - 1 obtenu par r~duetion 

(mod.p) ~ partir du polynSme A tel que Ep_ 1 = A(Q,R). (En termes imag~s, 

la relation Ep_ 1 = iest "la seule relation" entre formes modulaires 

(mod.p).) 

Cette description de M montre que M (resp. sa sous-alg&bre ~o) est 

l'alg&bre affine d'une eourbe alg~brique Y (resp. yo) qui est lisse sur 

Fp; on trouvera une interpretation "g~om~trique" de Yet de yo dans [20], 

p.416-05; notons seulement iei que Met ~o sont des anneaux de Dedekind, 

puisque Yet yo sont lisses. 

Exemples 

- Pour p = 11, on a Ep_ 1 = QR, d'o~ : 

= F l l [ Q , R ] / ( Q R  - 1 )  e t  ~o = FI I [Q5  RS]/(QSR 5 _ 1) .  

Les courbes Y = Spec(M) et yo = Spec(~O) sont des eourbes de genre O, 

ayant chacune deux points ~ l'infini, rationnels sur Fll. 

4 4 1  q3 + 250 R 2 
- Pour p = 13, on a Ep_ 1 = 691 , d'o~ : 

= F13[Q,R]/(Q3 + 10R 2 - 11) et ~o = F13[Q3]. 

La courbe Y (resp. yo) est une courbe de genre 1 (resp. de genre 0), 

ayant un seui point ~ l'infini, rationnel sur F13. 

(ii) Le cas p = 2,3 

On a alors Q = R = 1. On en d~duit facilement que M s'identifie 

l'alg~bre de polynSmes Fp[&], engendr~e par la r~duction (rood.p) de A. 

On a Mk-2 c Mk et m~me Mk-2 : Mk si k n'est pas divisible par 12. On 

convient que ~o : ~. 
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1.3. Congruences (mod pm) entre formes modulaires 

J % 

THEOREME 1. Soit m un entier > 1. Soient f et f' deux formes modulaires 

coefficients rationnels, de poids k e t k' respectivement. 0n suppose 

que f ~ 0 et que 

v (f - f') > v (f) + m. 
P P 

On a alors : 

k' ~ k (mod.(p-1)p m-l) 

k' ~ k (mod.2 m-2) 

s_ii p~3 

si p = 2. 

Quitte ~ multiplier f par un scalaire, on peut supposer que Vp(f) = 0, 

auquel cas l'hypoth6se 6quivaut ~ : 

f, ~ f (mod.pm). 

En particulier, les coefficients de f et de f' sont p-entiers, et l'on 

a f = f' ~ 0. Sip > 5, on voit que ~ et 3' appartiennent ~ la m~me 

composante m e de l'alg~bre M (cf. n ° 1.2), autrement dit, on a k' ~ k 

(mod.(p-1)); la m~me congruence subsiste sip = 2 ou 3, puisque k' et k 

sont pairs. Le th.1 est donc d~montr~ pour m = 1. 

Soit h = k' - k. Quitte ~ remplacer f' Supposons maintenant m > 2. 

par 

f'E 
(p-1)p n 

avec n assez grand, on peut supposer que h > 4. La s6rie d'Eisenstein 

E hest alors une forme modulaire de poids h; eomme h est divisible par 

p-l, on a E h ~ 1 (mod.p). Posons r = Vp(h) + 1 sip > 3 et 

r : Vp(h) + 2 sip = 2. Ii nous faut montrer que r > m. Supposons que 

r < m. On a f E h - f' = f - f' + f(E h - 1). 
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Or f - f' ~ 0 (mod.p m) et E h - 1 ~ 0 (mod.pr), cf. n ° 1.1. On en con- 

clut que f.E h - f' ~ 0 (mod.p r) et que 

p-r(f.E h f') £ p-rf(E h - 1) (mod.p). 

Or, d'apr~s le th6or~me de Clausen-von Staudt, on a 

p-r(E h - 1) = l~, oh ~ : [ Oh_l(n)q n, et v (1) = O. 
n=l P 

La congruence ci-dessus ~quivaut donc 

f% £ g (mod.p), 

oh g est la forme modulaire l-lp-r(f.E h - f'), qui est de poids k'. 

Comme f ~ 0, ceci peut s'6crire ~ = g/f et montre que ~ appartient au 

corps des fractions de M; de plus, get font m~me poids (mod.(p-1)); on 

en d6duit que ~ appartient au corps des fractions de ~o. Or, on a 

(p.n)=l 

et on v6rifie facilement que 

-- 8 h-1 ( [ Ol(n)qn), o~ 8 = q d/dq 
n=l  

( o f .  [ 2 7 ] ) .  

Pour tirer de i~ une contradiction, distinguons deux cas : 

(i) p > 5. 

On a alors 

= 1 eh-1 1 8p-2(~p+1)  
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d'oh ~ 6 ~o vules propri~t~s de l'op~rateur e (cf. [20], |27]). L'~qua- 

tion ~ - SP = ~ montre que ~ est entier sur ~o done appartient ~ ~o 

puisque ~o est int~gralement clos; cela eontredit le lemme de [20], 

p.416-11. 

(ii) p = 2 ou 3. 

On a alors ~ = A, comme le montrent les congruences donnant T(n) modulo 

6. Or M = Fp[A], et l'@quation X - X p = A est ~videmment irr~ductible 

sur le corps Fp(A). On obtient encore une contradiction. 

Remarques 

I) Le fait que ~ ne puisse pas appartenir au corps des fractions de 

~o peut aussi se d~montrer par un argument de filtration, g@n~ralisant 

celui de [20], loc.cit. 

2) Ii serait int@ressant de d@crire g~om~triquement le rev@tement cy- 

clique de degr@ p de la courbe yo (ou de la courbe Y) d~fini par l'@qua- 

tion X - X p = ~. 

1.4. Formes modulaires p-adiques 

a) Le groupe X 

Soit m un entier > I (resp. > 2 sip = 2). Posons 

X m = Z/(p-1)pm-lz = z/pm-iz x Z/(p-I)Z si p # 2 

et X m = z/2m-2z si p = 2. 

Lorsque m ~ ~, les X m forment de fa~on naturelle un s~st~me projectif; 

nous d~signerons par X la limite projective de ce syst~me. On a 

/- 
jZp × Z/(p-1)Z si p ~ 2 

X lira. 
,~-- Xm = ~Z si p = 2~ 

2 

o~ Z est l'anneau des entiers p-adiques. Le groupe X est un groupe de 
P 

Lie p-adique compact de dimension i. L'homomorphisme canonique Z ~ X 
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est injectif; nous l'utiliserons pour identifier Z ~ un sous-groupe dense 

de X. 

Ii y a souvent int@r~t ~ consid6rer les 616ments de X comme des carac- 

t6res (p-adiques) du groupe Z ~ des unit6s p-adiques. De fagon plus pr6- 
P 

cise, soit Vp le groupe des endomorphismes continus de Z ~ p, muni de la 

topologie de la convergence uniforme. On v6rifie faciiement que l'appli- 

cation naturelle de Z dans V se prolonge en un homomorphisme continu 
P 

e : X ~ V . Cet homomorphisme est injectif sip : 2, et bijectif si 
P 

p ~ 2. Si k e X, et v 6 Zp, on note v k le transform6 de v par l'endo- 

morphisme e(k) de Zp. Si l'on 6crit k = (s,u), avec s 6 Zp, 

u e Z/(p-1)Z~ et si l'on d6compose ven VlV2~ avec vPl-1 = 1 et v 2 -= 1 

k k k us 
(mod.p), on a v = VlV 2 = vlv 2. 

Un ~16ment k e X est dit pair s'il appartient au sous-groupe 2X~ i.e. 

si (-1) k = i. Lorsque p ~ 2, cela signifie que ia seconde composante u 

de k est un 616ment pair de Z/(p-I)Z; lorsque p = 2, cela signifie que 

k appartient ~ 2Z 2. 

b) DEfinition des formes modulaires p-adiques 

Une forme modulaire p-adique est une s6rie formelle 

n 
f = [ anq , 

n=O 

coefficients a n e Qp, possEdant la propri~t6 suivante : 

(~) Ii existe une suite f. de formes modulaires ~ coefficients ration- 
l 

nels , de poids ki, telle que lim.f i = f. 

(Rappelons, ef. n ° 1.1, que lim.f i = f signifie que Vp(f i - f) tends 

vers + ~ i.e. que les coefficients des fi tendent uniform~ment vers ceux 

de f.) 

Re marqu 9. La d6finition ci-dessus est la d6finition originale donn6e 

dans [21]. On en trouvera une interpretation "gEom6trique" (ainsi qu'une 

g6n6ralisation) dans le texte de Katz [12]. 
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c) Poids d'une forme modulaire p-adique 

I • 
THEOREME 2. Soit f une forme modulaire p-adique ~ 0, et soit (fi) une 

suite de formes modulaires d e poids (k i), ~ coefficients rationnels, 

ayant pour limite f. L9 s k i ont alors une limite dans le sroupe 

X = !im. Xm; cette limite d6pend de f, mais pas de la suite (fi) choisie. 

Par hypoth6se, on a Vp(f i - fj) ~ + ~; d'autre part, les Vp(f i) sont 

6gaux ~ v (f) pour i assez grand. En appliquant le th.1, on en d6duit 
P 

que, pour tout m > 1, l'image de la suite k i darts X m est stationnaire; 

cela signifie que les k i ont une limite k dans X. Le fait que cette 

limite ne d@pende pas de la suite choisie est imm@diat. 

La limite k des k i est appel6e le poids de f; c'est un @l@ment pair de 

X. On convient que 0 est de poids k, quel que soit k e 2X. Avec cette 

convention, les formes modulaires p-adiques de poids donne forment un 

Qp-eSpace vectoriel (et m@me un espace de Banach p-adique pour la norme 

d@finie par v ). 
P 

Si des formes modulaires p-adiques fi' de poids k i e 2X, tendent vers 

une s@rie formelle f, eelle-ei est une forme modulaire p-adique. De 

plus, si f ~ 0, les k. ont une limite k dans X, et f est de poids k; 
1 

cela se d6duit du th.2, en approchant les f. par des formes modulaires 
1 

au sens usuel. 

Exemple. Sip = 2,3,5, on a Q ~ 1 (mod.p), d'oh 

1 = lim. Qp m 

Q m ~ 

ce qui montre que 1/Q est modulaire p-adique, de m@me que la s@rie 

1/j = A/Q 3, qui est de poids 0. Ii n'est d'ailleurs pas difficile de 

d@montrer que (pour p = 2,3,5) une s~rie f est modulaire p-adique de 

poids 0 si et seulement si elle s'@crit sous la forme 

f = = b A n^- 3n bn/jn ~ n ~ ' 
n=0 n=0 
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avec b n e Qp et Vp(b n) ~ + ~, et l'on a alors Vp(f) = inf.vp(bn). 

Plus g~n~ralement, on aurait pu d~finir l'alg~bre des formes modulaires 

p-adiques de poids 0 comme l'alg~bre "de Tate" de la droite projective 

priv~e des disques ouverts de rayon I centr~s aux valeurs "supersingu- 

li~res" de j; c'est le point de rue adopt~ par Katz [12]. 

1.5. Premieres p ropri4t~s des formes modu!aires p-adiques 

Sif est une forme modulaire p-adique, on a v (f) # - ~, i.e. il existe 
P 

une puissance pN de p te!le que pNf e Zp[ [q] ] ; cela r~sulte de la d~fini- 

tion, et du fait analogue pour les formes modulaires usuelles. De plus, 

le th.l reste valable : 
• % 

THEOREME i'. Soit m un entier > 1. Soient fet f' deux formes modulaires 

p-adiques, non nulles, de ~oids k, k' e X res~ectivement. S_~i 

v (f - f') > v (f) + m, 
P P 

k e_~t k' ont m~me image dans X m. 

On 6crit f (resp. f') comme !imite de formes modulaires usuelles f. 
1 

(resp. fl) de poids k i (resp. kl). Pour i assez grand, on a 

Vp(f i) = Vp(f) = Vp(f')= Vp(f i) 

et Vp(f i - fl) > Vp(f) + m, 

• ! ont m@me image dans Xm~ le ce qui, d'apr6s le th.1, montre que k Iet k l 

th6or6me en r6sulte. 

, , ,  + + .. + n 
COROLLAIRE I. Soit f = a ° alq . anq + ... une forme modulaire 

p-adique de poids k e X. Soit m un entier > 0 tel que i'image de k dans 

Xm+ 1 soit ~ O. On a alors 

Vp(a o) + m ~ inf. Vp(an). 
n ~ 1 
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(En d'autres termes, si les a n sont p-entiers pour n > i, il en est de 

m ) 
m@me de p a O. 

Si a ° = 0, il n'y a rien ~ d6montrer. Sinon, la fonction constante 

f' = a o est de poids 0, et l'on a 

v (f - f') : inf. v (a). 
P n ~ 1 P n 

Comme les poids de f et f' ont des images diff6rentes dans Xm+l, le th.l' 

montre que v (f) + m + 1 > v (f - f'), d'o~ le r6sultat chereh6 puisque 
p p 

Vp(a o) > V p ( f ) .  

Remarque. Lorsque k n'est pas divisible par p-l, i.e. n'appartient 

pas au sous-groupe Z de X, on peut prendre m = 0 dans le corollaire 
p 

pr6e6dent~ et l'on en d6duit que, si les a n sont p-entiers pour n > i, 

il en est de m@me de a . 
o 

COROLLAIRE 2. Soit 

f(i) [ a(i) n 
; n q n=O 

une suite de formes modulaires p-adiques , de p oids k (i) Supposons que : 

(a) les a (i) e Qp; ...... n ' n > I, tendent uniform6ment vers des a n 

(b) les k (i) tendent dans X vers une limite k ~ 0. 

Alors les a(i)o ont une limite ao e Qp, et la s~rie 

f _- a ° + alq + ... + anqn + ... 

est une forme modulaire p-adique de poids k. 

Vu l'hypoth~se lim.k (i) ~ 0, on peut supposer qu'il existe un entier 

m tel que tousles k (i) aient une m@me image non nulle dans X m. D'autre 

part, vu (a) il existe t e Z tel que v (a (i)) > t pour tout n > 1, et 
' p n 

tout i. D'apr~s le cot.l, on a done v (a (i)) > t - m pour tout i. Les 
p o 

(i) 
a ° forment done une partie relativement compacte de Qp. Si (ij) est 



205 Set-15 

(ij) 
une suite extraite de (i) telle que a 

0 

Qp, la s~rie 

converge vers un 616ment a o de 

f = lim.f(iJ ) n 

= a O + a~al ~ + ... + anQ~ + ... 

est 6videmment modulaire p-adique de poids k. De plus, si (i i ) est une 

(i~) 
3 converge versa' la s6rie autre suite extraite de (1) telle que a ° o' 

f' = a' + + + n o alq "'" anq + ... est 6galement modulaire p-adique de 

- '. Comme a - a' est poids k, et il enest de m@me de f - f' = ao ao o o 

= a'. Ainsi, a ne d6pend aussi de poids 0, ce n'est possible que si a O o o 

pas du ohoix de la suite (ij), ee qui montre bien que a (i)o est une suite 

convergente. 

1.6. Exemple : s6ries d'Eisenstein p-adiques 

Soit k e X. Sin est un entier > I~ nous noterons gk_l(n) l'entier p- 

adique d6fini par 

Ok_l(n) = [ d k-l, 

la somme 6rant 6tendue aux diviseurs positifs d de n qui sont premiers 

p. Cela a un sens~ puisqu'un tel 616ment d est une unit6 p-adique, ainsi 

que d k-l, cf. n ° 1.4, a). 

Supposons maintenant que k soit pair. Choisissons une suite d'entiers 

pairs k i > 4 qui tende vers l'infini au sens usuel (ce que nous 6crirons 

Ikil ~ ~ ), et qui tende vers k dans X; c'est 6videmment possible. On 

a aiors 

lim.ak._l(n) = q~_l(n) dans Zp; 
1 

k.-1 

en effet d i tend vers 0 si d est divisible par p (puisque Ikil ~ ~) 

et tend vers d k-1 sinon (puisque k i ~ k dans X). De plus, la convergence 
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e s t  u n i f o r m e  e n  n .  Or l e s  o k . _ l ( n )  s o n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  d ' i n d i o e  ~ 1 
1 

de la s6rie d'Eisenstein 

Gk. = - bk./2k i + [ Ok._l(n)qn, 
i i n=l l 

et le terme constant de cette s6rie est - bk /2ki, qui est 6gal, comme 
l 

on sait, ~ }%(1 - ki). Appliquant alors le cot.2 au th.l', on en d@duit 

qui est une forme modulaire p- que, si k ~ 0, les Gk. ont une limite G k 
l 

adique de poids k : 

+ [ o~_1(~)qn, o~ a : I ). Gk = ao o ~ lim.. ~(i - k l 
n=l i ~ 

Ii est clair que cette limite ne d6pend pas du choix de la suite ki; nous 

l'appellerons la s6rie d'Eisenstein p-adique de poids k; son terme con- 

1 stant a ° sera not6 ~ (1 - k), de sorte que l'on a 

G k -- ~ (1- k) + ~ Ok_l(n)q n 
n:l 

(k e X, k pair $ 0). 

Cela d6finit une fonction ~ sur les 61~ments impairs de X - {1}; le 

cot.2 au th.l' montre que cette fonction est continue (en fait, la s6rie 

G k elle-m~me d6pend continQment de k). Nous allons voir que ~ est es- 

sentiellement la fonction z~ta p-adique de Kubota-Legpoldt [18]. De 

faTon plus pr@cise: 
• % 

THEOREME 3. (i) S_ii p ~ 2, et si (s,u) est un 616ment imp@ir ~ I de 

X = Z x Z/(p-I)Z on a 
p . ,  

~(s,u) = L (s; i - u), 
P 

Oh Lp(S; X) d~si~ne la fonction L p-adique d'un caract~re X (Iwasawa 

[ ii] , p.29-30) e t m d@si~ne le caract~re d6fini dans [ii], p.18. 

(ii) S i p = 2, et sis est un @16ment impair ~ i d__ee X = Z 2, 
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on a (s) = L2(S ; X°), cf. [11], p.29-30. 

Notons ~' ia fonetion 

(s,u) ~ Lp(S; m l-u) si p ~ 2 

s ~ L (s; X °) sip = 2. 
P 

Ii r6sulte de [11], loc.cit., que ~' est continue, et que 

~'(1 - k) = (1 - pk-1) ~(1 - k) si k e 2Z, k i> 2. 

Si k e 2X, k ~ O, et si (k i) est une suite convergeant vers k comme 

ci-dessus, on a 

~'(1 - k) = lim.~'(1 - k i) = 
i ~  

k.-1 
lim.(1 - p I ) ~(1 - k.). 

i~ ~ l 

k.-1 
Mais, comme Ikil tend vers + =, on a lim.(1 - p i ) = 1, d'oh 

i ~ ~ 

~'(1 - k) : lim.~(1 - k.) : ~(1 - k), 

i ~ ~ ! 

ce qui d6montre bien que ~' : ~. 

E xemple 

Supposons que p ~ 3 (mod.4) et p ~ 3. Prenons pour k l'616ment 

(I,P+I~2 ~ de Zp x Z/(p-1)Z. On peut montrer que 

Gk = 2h(_p) + [ [ (d) qn 
n=l P ' dln 

o~ h(-p) est le nombre de classes du corps Q(WTp). 

Remarques 

1) Lorsque k est un entier pair > 2, on vient de voir que 
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pk-1) 
(I - k) = (1 - ~(I - k); 

c'est la valeur en 1 k de la fonction z~ta " " - debarrass~e de son p-i~me 

facteur". On a en outre 

- pk-1 
G k : G k GkIV, cf. n ° 2.1. 

2) La fonction ~m n'est pas d~finie au point s : 1 : elle a un 26!e 

simple en ce point [7], [11], [16]. 

3) Lorsque k est divisible par p-l, on a Vp($~(1 - k)) < 0, de sorte 

que la s~rie 

E k = 2G /~(1 - k) = 1 + 
2 ~ (n)q n 

L Ok_ 1 
(1 - k) n=l 

est ~ coefficients p-entiers, et E k ~ 1 

l'image de k dans X m est nulle, on a 

(mod.p). Plus pr~cis~ment, si 

E k - 0 (mod.pm). 

En particulier, E k tend vers 1 lorsque k tend vers O; cela conduit 

poser E ~ : i. 
O 

4) Lorsque k n'est pas divisible par p-l, il est congru mod.(p-1) 

un entier a compris entre 2 et p-3, et l'on a 

~m(1 - k) ~ - ba/a (mod.p), 

en vertu des congruences de Kummer. En particulier, sip est r~ulier, 

on a ~m(l - k) ~ 0 (mod.p), et la fonction ~m ne s'annule nulle part. 

Par contre, sip est irr~gulier, il peut se faire que ~(1 - k) = 0 

correspondante est aiors "paPa- pour certaines valeurs de k; la s~rie G k 

bolique" : son terme constant est nul. 
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§2. 0p6rateurs de Hecke 

2.1. Action de T£, U, V, 8 sur les formes modulaires p-adi~ues 

Si 

oo 

n 

f : [ anq 
n:0 

est une s6rie formelle ~ coefficients dans Qp, on pose : 

flu = [ apnqn et flY = [ anqpn. 
n=O n=O 

Si £ est un nombre premier ~ p, et si k • X, on pose : 

n £k-1 £n 
fl k T 1 = [ a/nq + [ anq 

n:O n=O 

Lorsque k est sous-entendu, on 6erit fIT£ au lieu de flk T£. 

THEOR~ME 4. Si f est une forme modulaire p-adique de poids k, il en est 

de m~me de flU, flY et des flk T£ (£ premier ~ p). 

Choisissons une suite fi = [ an,i qn de formes modulaires (au sens usu- 

el), ~ coefficients rationnels, telle que 

lim. f. : f. 

Quitte ~ remplaoer fi par fi E i' on peut supposer que les poids k i 
(p-i)p 

des fi sont tels que Ikil ~ ~. Pour tout nombre premier l, on salt (cf. 

par exemple [3], [22]) que le transform6 fiIT/ de fi par l'op6rateur de 

Hecke T 1 est une forme modulaire de poids ki, donn6e par la formule : 
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n ki-1 £n 
fiIT£ = [ a£n,i q + I [ an, i q 

k.-1 
On a lim. I i = £k-1 si I ~ p (car alors £ est une unit6 p-adique), 

i ~ ~ 
k.-1 

et lim. £ i = 0 si £ = p (puisque Ikil ~ =). On en cone!ut que les 
i -~ ~ 

fiIT£ tendent vers fIT£ si £ ~ p, et vers flU si £ = p; cela montre bien 

que les s6ries fIT£ et flU sont des formes modulaires p-adiques, de poids 

lim. k. = k. Appliquant ce r6sultat ~ fi' on volt que filU est modu- 

laire p-adique de poids ki; comme fiITp est aussi modulaire de poids ki, 

1-k. 
on en eonelut que filV : p ~(fiITp - fiIU) est modulaire p-adique de 

poids ki; comme flV = lim. fiIV, il en r6sulte bien que fIV est modu- 
i -~ ~ 

laire p-adique de poids k. 

Remar~ue. On peut 6galement d6finir les op6rateurs de Hecke T m pour 

tout entier m premier ~ p, au moyen des formules usuelles. Ces op6ra- 

teurs commutent entre eux, commutent ~ U et V, et iron a 

T T : T T : T si (re,n) -- 1, 
m n n m mn 

T1 T/n = T/n+ 1 + /k-1 T/n_ 1 si £ est premier et n ) 1. 

Exemples 

On a GkIT l = (1 + £ )G k et G.~IU = G k. 

Si k est un entier pair >i 2, un calcul imm6diat montre que 

= - k-lGk G k G k p Iv : GkI(1 - pk-lv) 

On en d6duit 

Gk Gki( 1 _ pk-lv)-i • k-l-~ k + "'" = = G k + p ~k IV + ... + pm(k-1) G IV m 
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Pour k = 2, cette formule montre que G 2 = - P/24 est somme d'une s6rie 

convergente de formes modulaires p-adiques de poids 2. On en conclut 

que Pest une forme modulaire p-gdique de ~oids 2. 

n 
THEOREME 5. Soit f = [ anq une forme modulaire p-adique d e poids k. 

(a) La s6rie 

n 
8f : q df/dq : [ n a n q 

est une forme modulaire p-adique de poids k + 2. 

(b) Pour tout h e X, la s6rie 

fir h : [ n h a qn 
(n,p):l n 

est une forme modulaire p-adique de poids k + 2h. 

Soit (fi) une suite de formes modulaires, ~ coefficients rationnels, 

telle que lim. fi = f' et soit k i le poids de fi" On salt (cf. [20], 

. = .Pf./12 + gi' o~ gi est une forme modulaire de poids [27]) que 8f I kl l 

k 1. + 2. Puisque Pest modulaire p-adique de poids 2, il en r6sulte que 

• . + 2, et en passant ~ la limite 8f Iest modulaire p-adique de poids k l 

cela montre bien que 8f est modulaire p-adique de poids k + 2. 

Choisissons maintenant une suite d'entiers positifs h. telle que 
! 

h i ~ h dans X et lhil ~ ~. 

h. 

VU ee qui pr6c6de, 8 if est modulaire p-adique de poids k + 2h i. Comme 

h. 
8 if tend vers fiR h~ lorsque i ~ =, on voit bien que fir h, est modulaire 

p-adique de poids k + 2h. 

Remar~ue 

On ales formules : (Sf)I[U = pS(flU) , fIRhIU : 0, 

8(fIV) : p(Sf)[V, (ef) Ik+2 T l : I e(flk Tl), fIVIR h : 0, 
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et (flRh)Ik+2h T l = lh (fl k Tl) IRh 

pour tout £ premier ~ p. 

Exemples 

Pour h : 0, on a 

fiR ° lim. 8 (p-1)pm n = f : fl(1 - UV) : [ anq . 
m ~ ~ (n,p)=l 

× Z/(p-1)Z, p > 3, on a : Pour h : (0, ) e Zp 

fiR h : lim. 8(P-l)pm/2f = [ (~) a n qn. 
m ~  

2.2. Une propri6t6 de contraction 

Les op6rateurs de Hecke T£ et Tp laissent stable l'espaee M k des formes 

modulaires de poids k ~ coefficients p-entiers. Par r6duction (mod.p) 

ils op6rent done sur Mk; comme Tp E U (mod.p), on en conclut que U 

op~re sur %, donc aussi sur les espaces 

Ms : U Mk Ca 6 Z/(p-1)Z, of. n ° 1.2). 
k 6 

En fait, U "contracte" les Mk" De fagon plus pr6cise, nous allons d6mon- 

trer le th6or~me suivant, en rapport 6troit avec des r6sultats d'Atkin 

[2], Koike [15] et Dwork : 

THEOREME 6. 

(i) Si k > p + 1, U applique Mk dans Mk'' avec k' < k. 

(ii) La restriction de U ~_ Mp_ 1 e st biSective. 

Lorsque p = 2 ou 3, on a M = Fp[~] , et Mk est l'espace des polynSmes 

en A de degr6 ~< k/12. Utilisant la formule (gPf) IU ~ g.(fIU) (mod.p), 
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on v~rifie que ~ilu = 0 si i ~ 0 (mod.p) et ~iIu : ~i/p sinon. On 

en eonclut que U applique Mk dans Mk'' avec k' = [k/p] ~ d'o~ le th6or~me 

dans ce cas. 

Supposons maintenant p > 5. Si f est un 616ment d'un M~, notons w(f) 

la filtration de f (cf. [20], [ 27] ), i.e. la borne inf6rieure des k tels 

que f • Mk" 

LEMME 1. 

(a) On a w(8f) ~ w(f) + p+l, et il y a 6~alit6 si et seulement si 

w(f) ~ 0 (mod.p). 

(b) O n a w(f l) = i w(f) pour tout i > 1. 

L'assertion (a) est d~montr~e dans [27], Lemme 5 et dans [ 20], cor.3 

auth. 5. 

Pour prouver (b), on peut supposer f ~ 0, i.e. w(f) ~ - ~. Ecrivons 

alors f comme polynSme isobare F(Q,R) en Q,R, de poids k = w(f). Le 

polynSme F n'est pas divisible par le polynSme % dun ° 1.2 ([ 27], foe. 

cit.). Comme ~ est sans facteur multiple, il en r~sulte que F i n'est 

pas non plus divisible par A, d'o~ le fait que fi = Fi(~,~) est de fil- 

tration ik. 

LEMME 2. 

(i) 0n a w(fIu) < p + (w(f) - 1)/p. 

(ii) S!i w(f) = p-l, on a w(fIU) : p-1. 

On a l'identit~ 

(flU) p = f - oP-lf pour tout f e Fp[[q]]. 

Si l'on pose k = w(f) et k' = w(flU) , le lemme 1 montre que 

w((fIU) p) = pk' et w(sP-lf) ~ k + p2 _ 1. 
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On en conclut que pk' ~ Sup(k, k + p2 _ 1) = k + p2 _ 1, ce qui d~montre 

(i). 

Supposons maintenant que k = p-1. Si l'on ealcule e2f au moyen de la 

formule 12e = kP + ~ (cf. [27] pour la d6finition de la d6rivation ~), 

on trouve que 122e2f = Qf + ~2f, d'o~ e2f e Mp+3" La filtration h de 

e2f est done - =, 4 ou p+3. Dans le premier cas, on aurait e2f : 0, 

d'o~ eP-lf = 0 et f serait 6gal ~ (flU) p, ce qui est absurde, puisque la 

filtration de f n'est pas divisible par p. Dans le cash : 4, 82f se- 

rait multiple non nul de Q, ce qui est 6galement absurde puisque son 

terme constant est nul. On a done n6cessairement w(02f) : p+3. Appli- 

quant le Lemme i, on en conclut que 

w(eie2f) = p + 3 + i(p+l) pour 0 < i < p-3. 

(Observer que p + 3 + i(p + 1) n'est pas divisible par psi i ~ p-4.) 

En particulier, on a w(eP-lf) = p + 3 + (p - 3)(p+1) : p(p - 1), d'o~ 

w((fIU) p) : p(p-1), et w(flU) = p-1. 

Le th6or~me 6 est maintenant imm6diat. L'assertion (i) r6sulte du 

Lemme 2 (i), compte tenu de ce que p + (k - 1)/p est < k si k > p + 1. 

D'autre part, si f est un 616ment non nul de Mp-l' on a, soit w(f) : 0, 

et f est une constante, d'o~ flU = f ~ 0, soit w(f) = p-1 et le Lemme 2 

(ii) montre que w(flU) = p-l, d'o~ flU ~ 0; ainsi, la restriction de U 

Mp-1 est injective, donc bijective, puisque Mp-1 est de dimension finie. 

Le th.6 entralne aussitSt le r6sultat suivant : 

COROLLAIRE. Soit ~ un 616ment pair de Z/(p-1)Z, p ~ 5. 

(i) On peut d~composer M~ de fa~on unique en M~ = ~ ¢ N~, de telle 

sorte que U soit bijectif sur ~ et localement nilpotent sur N~. On a 

~ c Mj, o_~ j 6 e est tel que 4 < j ~ p+l; en partieulier, ~e est de 

dimension finie. 

(ii) Pour ~ = 0, on a j = p - 1 e t S ° = Mp-l" 
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Lorsque p = 2 ou 3, on a une d~eomposition analogue de M = Fp|A] en 

= S ~ N , avec ~ = H = F et N = %.M; l'endomorphisme U est l'iden- 
o p 

tit~ sur S, et est localement nilpotent sur N. 

Remar~ue 

Lorsque e ~ 0, il peut se faire que S~ soit distinct de Mj, i.e. que 

la restriction de U ~ M. admette 0 pour valeur propre; c'est le cas pour 
] 

= j = 16 et p = 59. On a toutefois S~ = M. dans chacun des cas sui- 
3 

rants : 

= 2, j = p+l; ies seules valeurs propres de U sur Mp+l sont en effet 

if, cf. n ° 3.3, cot. au th.ll. 

= j = 4, 6, 8, 10, 14; M. est alors r~duit aux multiples de la s~- 
] 

tie d'Eisenstein Gj, et eelle-ci est invariante par U. 

= j = 12 (et p > ii), les valeurs propres de U sur Hj sont i Pour 

et T(p). On a done Se ~ M. si et seulement si T(p) ~ 0 (mod.p); 
3 

d'apr~s M.Newman, c'est le eas pour p = 2411. 

2.3. Application au calgul de terme constant d'une forme modulaire p- 

adique 

Si f est une s~rie formelle en q, nous conviendrons de noter an(f) son 

n-i~me coefficient; nous dirons que f est parabolique si son terme con- 

stant a (f) est nul. 
o 

Soit f une forme modulaire p-adique de poids k 6 X. Nous allons voir 

que, si k ~ 0, ao(f) peut se "calculer" en fonction des an(f), n > 1. 

Commengons par un eas particulier simple : 

THEOREME 7. S_~i f est une forme modulaire p-adique de p oids k ~ 0, et si 

p = 2, 3, 5 o u 7, on a 

(~) ao(f) = 7% (1 - k) lim. a n(f). 
n ~ = p 

Comme pest r~gulier, on a ~(1 - k) ~ 0, cf. n ° 1.6, et la s~rie d' 

Eisenstein p-adique G k a un terme constant ~ 0. On peut donc ~crire f 
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oomme somme d'une forme parabolique et d'un multiple de G k. On est ainsi 

ramen6 ~ d6montrer le th.7 dans les deux cas suivants : 

a) f = G k. 

1 • ~ l(pn) On a alors ao(f) = ~ (1 - k) et a n(f) = ~ _ = 1; la formule est 
P 

~vidente. 

b) f est parabolique. 

On dolt prouver que a n(f) tend vers 0. Comme a n(f) = al(flun), il 
P P 

suffit de prouver : 

LEMME 3. S_~i f est ~arabolique, e_~t p ~ 7, on a 

flU n' = 0. lira. 
n ~  

Quitte ~ faire une homoth6tie sur f, on peut supposer que v (f) = 0. 
P 

Soit f la r6duction (mod.p) de f, et soit ~ l'image de k dans Z/(p-1)Z; 

on a f 6 M~. Utilisons la d6eomposition M~ = ~e @ N~ fournie par le 

coroliaire au th.6. Du fait que p < 7, l'entier j correspondant est 

8, et Se est simplement l'ensemble des multiples de Ek; il en r6sulte 

que N~ est l'ensemble des 616ments paraboliques de M. On a done ~ 6 N~, 

et il existe un entier m ~ 1 tel que ~IU m = 0, i.e. 

v '(flU m) > 1. 
P 

1 flU m. On en d6duit qu'ii Appliquons ee r6sultat ~ la forme parabolique 

existe un entier m ~ > 1 tel que 

v (flU m+m')' ~ 2. 
P 

D'o~, par une r6currenee ~vidente, le fait que Vp(fIU n) tend vers i' 

infini avec n, ce qui d6montre le lemme (et le th.7). 

Remarqu e 

Lorsque p > 11, la formule (~) reste valable pourvu que l'on ait 
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k z 4, 6, 8, 10, 14 (mod.(p - 1)); la d~monstration est la mgme. Le 

can p = 11, f = A montre qu'une hypoth~se sur kest n~cessaire. 

Noun allons maintenant ~tablir une formule analogue ~ (~), valable 

pour tout k divisible par p-l. 

THEOREME 8. Ii existe un polYn6me Hen U et les T£, ~ coefficients en- 

tiers, tel que, pour tout k • X divisible par p-l, on ait : 

(i) E~IH = c(k) E~ evec c(k) inversible dens Zp, 

(ii) lim. fIH n = 0 
n ~ 

pour toute forme modulaire p-adique f de poids k qui est parabolique. 

(Noter que H ne d~pend pan de k, main que son action surf en d~pend; 

lorsque l'on d~sire mettre ce fait en ~vidence, on ~crit flk H au lieu 

de flH.) 

COROLLAIRE. Pour toute forme modulaire p-adique f, de poids k # 0, avee 

k ~ 0 (mod.(p - i)), on a 

(~m) ao(f) : ~% (i - k) lim. c(k) -n al(flHn). 
n -~ 

En effet, il suffit de v~rifier la formule (~) lorsque f : E k et lors- 

que f est parabolique; dens le premier can elle r~sulte de (i), et dens 

le second de (ii). 

(On notera que, pour k fix~, al(flHn) est combinaison Zp-lin~aire des 

am(f) , m > 1; la formule (~m) donne done bien un proc~d~ de calcul de 

a (f) en fonction des a (f).) 
O m 

D~monstration du th~or&me 8 

Sip = 2, 3, 5, 7 on prend H = U, cf. th.7. On peut donc supposer 

que p > ii. Tout revient ~ construire un polynSme Hen U et les T£, 

coefficients dans Fp, tel que : 

(i)' IIH = e, avec c ~ 0 dens Fp. 

(ii)' f~-~flH est localement nilpotent sur l'ensemble T ° des ~l~ments 
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parab01iques de ~o 

En effet, si l'on dispose d'un tel H, on prend pour Hun polynSme 

coefficients entiers dont la r6duction (mod.p) est 6gale g H. Comme 

~IU ~ • /k-1)E~ E k = E k et EkIT / = (1 + k' on a 

E • EklH = c(k) k' avec c(k) e Zp; 

de plus, l'image de c(k) darts F est 6gale ~ c, ce qui montre que c(k) 
P 

est inversible dans Z , d'o~ (i). Le fait que (ii)' entra[ne (ii) se 
P 

d~montre par l'argument utilis~ pour le th.7. 

Construction de 

Faisons op6rer U et les T 1 sur l'espace vectoriel ~o = Mp-l' cf. cor. 

au th.6. Ces op6rateurs commutent entre eux et respectent la d6compo- 

sition de Mp-1 en Fp ~ Pp-l' o~ Pp-1 d6signe le sous-espace des formes 

paraboliques. Les valeurs propres de U et T 1 sur le sous-espace Mo = Fp 

sont respectivement 1 et 1 + 1-1 

Par contre : 

LEMME 4. Ii n'existe pas d'616ment f ~ 0 d__ee Pp-1 tel que 

flU = f e~ fIT£ = (I + £-I)f 

pour tout 1 premier ~ p. 

En effet, supposons qu'un tel f existe, et 6crivons-le f = 

On a par hypoth6se 

n 

anq • n:l 

apn = a n , a/n = (1 + /-1)a n si n ~ 0 (mod./), 

a/n (1 + /-1)a n 1-1 = - an/1 si n ~ 0 (mod./). 

Ces formules permettent de calculer par r~currence a n ~ partir de a 1. 

= al~ ~ a I Op_2(n) , i.e. f = On trouve a n l(n) = a I ~, o~ 
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= [ ~p_2(n)q n. 
n = l  

Mais, d'apr~s le lemme de [20], p.416-11, la s6rie ~ n'appartient pas 

~o; on obtient donc une contradiction. 

Le lemme suivant est 616mentaire : 

LEMME 5. Soient k un corps commutatif , Y u__nn k-espace vectoriel de di- 

mension finie, (Ui)i 6 I une famille d'endomorphismes de Y, e_~t (li)i e I 

une famille d'~l~ments de k. On suppose que les U i commutent entre eux, 

e t qu'il n'existe aucun 616ment y # 0 d_~e Y tel que UiY = fig pour tout 

i 6 I. Ii existe alors un polyn~me F 6 k[ (Xi) i 6 I ] tel que 

F((Ui)i e I ) = 0 e_~t F((li)i e I ) ~ 0. 

Appliquons ce lemme aux endomorphismes U et T£ de l'espace Y = Pp-l' 

et aux scalaires 1 et 1 + £-1 of. lemme 4. On en d~duit l'existence 

d'un polynSme Fen U et les T£ dont la restriction ~ Pp-1 est nulle, et 

qui ne s'annule pas sur F . Le polynSme H = U.F r6pond alors ~ la ques- 
P 

tion. En effet, il v~rifie ~videmment (i)' D'autre part, on a 

~o Pp-I ~ ~o tandis que U est localement nil- = ~ et F est nul sur Pp-l' 

potent sur ~o, cf. cor.au, th.6; comme U et F eommutent~ il en r~sulte 

que U.F est localement nilpotent sur ~o ce qui aeh~ve la d4monstration. 

Exemples 

p < ii : H = U et c(k) -- i; 

p = 13 : H = U(U + 5) et c(k) = 6; H = U(T 2 

p = 17 : H = U(T 2 + 5) et e(k) = 2 k-1 + 8. 

Passons maintenant au cas d'un poids non divisible par p-l. Faute de 

mieux, je me bornerai ~ un th~or~me d'existence : 

J % 

THEOREME 9. Soit k un 616ment pair de X, non divisible par p-l. I1 ex- 

iste une suite (Im,n)m,n > i d'614ments de Zp telle que : 

a) pour tout n~ on a Im,n = 0 pour m assez grand; 

b) si l'on pose 

2) et c(k) = 2k-1-1; 
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on a 

U (f) : [ ~ a (f), 
n m:l m,n m 

(~) a (f) : lim. u (f) 
o n 

n ~ 

pour toute forme modulaire p - ~  f de poids k. 

(Pr6cisons que les coefficients Xm,n d6pendent du poids k choisi.) 

Notons M(k) le Qp-espace vectoriel des formes modulaires p-adiques de 

poids k. 

LEMME 6. Soit Y un sqqs-es2ace de dimension finie de M(k). Ii existe 

des 616ments (Xm)m > I d__ee Zp, nuls sauf un hombre fini d'entre eux, tels 

que 

ao(f) = [ k m am(f) pour tout f • Y. 
m = l  

Soit Yo le sous-Zp-mOdule de Y form~ des ~l~ments f tels que Vp(f) > 0. 

Ii est facile de voir que Y est un Z -module libre de rang r =dim. V. 
o p 

Soit fl,...,fr une base de Yo" On peut trouver r indices 

ml, ..., m r ~ 1 tels que 

det(ami(fj)) ~ 0 (mod.p). 

Sinon en effet il existerait des cj • Zp, non tous divisibles par p, 

tels que 

r 
am( [ cjfj) = 0 (mod.p) pour tout m > 1; 

j:l 

r 

si l'on pose f = [ cjfj, 
j=1 

le cor.1 au th.l' dun ° 1.5 montrerait que Vp(f) > 1, contrairement au 
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fait que les ej ne sont pas tous divisibles par p. Ceci @tant, il est 

clair que les formes lin@aires aml,...am __ forment une base du dual du 

Zp-module Yo~ et eomme a O est une forme lin@aire sur Yo' on peut ~crire 

a sous la forme 
O 

r 
: [ ~. a avec I i E Z , 

ao i= I 1 m i ' p 

d'o~ le lemme. 

Soit maintenant M(k) ° l'ensemble des f 6 M(k) tels que Vp(f) ~ 0. Si 

est l'image de k dans Z/(p-I)Z, on a M(k)o/PM(k) ° c M~ (il y a m~me 

@galit@), et par suite l'ensemble M(k)o/PM(k) ° est d@nombrable. Iien 

r@sulte que l'on peut trouver dans M(k) une suite croissante 

c V 1 c V 2 c ... c V n ... 

de Qp-sous-espaces vectoriels de dimensions finies dont la r@union est 

dense dans M(k). Pour chacun des Vn, le lemme 6 montre qu'il existe une 

combinaison Z -iin@aire u des a (m > 1) telle que ao(f) = u (f) pour 
p n m n 

tout f 6 V n. Comme la famille des u nest @quicontinue, le fait qu'e!!e 

converge versa ° sur une pattie dense de M(k) entraine qu'elle converge 

partout, et l'on a done bien 

ao(f) = lim. Un(f) pour tout f e M(k). 
n ~  

Remarques 

I) La d~monstration ei-dessus peut aussi s'exprimer en disant que le 

%p-module engendr~ par les am(m > i) est faiblement dense dans la boule 

unit~ du dual de l'espaee de Banach p-adique M(k). 

2) Dans le cas arehim6dien (i.e. pour les formes modulaires usuelles 

de poids k > 0), le probl~me consistant ~ exprimer ao(f) ~ partir des 

an(f) , n > i, a une solution tr~s simple, due ~ Hecke : on forme la 
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s6rie de Dirichlet 

Cf(S) = [ an(f) n -s, 
n=l 

on la prolonge en une fonetion m6romorphe dans C, et l'on prend sa valeur 

%f(0) au point s = O : c'est - ao(f). 

§3. Formes modulaires sur F (p) 
o 

Le but de ce § est de justifier le principe suivant, bien connu ex- 

p6rimentalement : toute forme modulaire sur Fo(p) est p-adiquement sur 

SL2(Z). La m6thode s~ivie est due ~ Atkin; elle repose sur les propri6- 

t6s des coefficients des s6ries d'Eisenstein. Une autre m6thode, bas6e 

sur un th6or6me de Deligne ([6] , §7), est expos6e dans Katz [12] et 

Koike [15]. 

3.1. Rappels 

a) Notation 

Soit fune fonetion sur le demi-plan de Poincar6 H = {zIIm(z) > 0}; 

soient y = (a b c d ) une matrice r6elle de d6terminant > 0r et k un entier; 

on d6finit une fonction flk Y sur H par la formule 

_.az + b. 
(flky)(z) = det(y) k/2 (cz + d) -k rkc--~1. 

On a (flkY)Ik Y' : flkyy' et flk Y = f siy est une homoth6tie > 0. 

Lorsque k est sous-entendu~ on 6erit fly au lieu de flk Y. 

b) Formes modulaires sur £o(p) 

Le groupe £o(p) est d6fini comme le sous-groupe de SL2(Z) form6 des 
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matrices (a h o d ) telles que c ~ 0 (mod.p); il est d'indice p + 1 dans 

SL2(Z) ; il est normalis6 dans GL2(Q) par la matrice W = (0 -~). 
P 

S0it k un entier. Une forme modulaire de poids k sur Fo(p) est une 

fonction holomorphe f sur H telle que : 

(i) flk Y = f pour tout y • Fo(P) ; 

(ii) f est holomorphe aux pointes je Fo(p). 

En fait, Fo(p) n'a que deux pointes, i = et 0, qui sont permut6es par 

W. La condition (ii) 6quivaut donc ~ la suivante : 

(ii') Les fonctions f e t flkW on ~ des d6veloppements en s6rie 

n flkW = ~ n f = ~ anq , bnq 
n:0 n=0 

(q = e 2wiz, a n • C, bn • C) 

qui convergent pour tout z e H (i.e. pour tout q tel que Iql < 1). 

Si f est modulaire, il en est de m@me de flW, et flW 2 = f. 

Lorsque k est < 0, ou impair, toute forme modulaire de poids k est 

nulle. Dans ce qui suit, nous supposerons donc k pair ~ 0. 

c) Trace d'une forme modulaire sur Fo(p) 

Soit f une forme modulaire de poids k sur Fo(p). Choisissons des rep- 

r@sentants YI' "''' Yp+l de l'espace homog~ne Po(P)\SL2(Z), et posons 

p+l 
Tr(f) = ~ flky j. 

j=1 

On v6rifie imm6diatement que Tr(f) ne d6pend pas du choix des yj, et que 

c'est une forme modulaire de poids k sur SL2(Z) ; on l'appelle la trace 

de f. Nous aurons besoin de son d6veloppement en s6rie : 

n n 
LEMME 7. Si f -- [ anq et flkW = [ bnq , on a 

n pl-k/2 n f + pl-k/2(flkW) iU 
Tr(f) = ~ anq + ~ bpnq = 
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On choisit pour repr~sentants Y] : (0 -=) ~ 1 ~ j ~ p, et = 1 
1 3 ' Tp+l " 

Le terme fIk Y donne f. Pour calculer les autres termes, posons 
p+l 

g : flkW , et ~crivons yj(1 ~ j g p) sous la forme WSj, o~ 

Sj = .(1/Po j/p) . On a 

P P 

f)k Yj = [ gl k 6j; 
j:l j:l 

c'est la fonction 

P 
Z + " z: ; p-W2 >. 

j : l  

Or un calcul simple montre que 

P 
g(Z + 5) : p(gIU)(z) . 

j:l P 

D'o~ le lemme. 

Remarques 

I) Le calcul ci-dessus s'applique plus g~n~ralement aux fonctions 

modulaires de poids k, non n~cessairement holomorphes; la seule diffe- 

rence est que les s~ries consid~r~es peuvent avoir des exposants n~ga- 

tifs. 

2) Le lemme 7, appliqu6 ~ flk W donne 

Tr(flk W) : flk W + pl-k/2 flU, 

ce qui montre que flU est une forme modulaire de poids k sur Fo(P). 

Si de plus fest modulaire sur SL2(Z), on a flk W = pk/2 flv comme on 

0 -l)(p0 ~) et en remarquant que f est invariant le voit en ~crivant W = (i 0 

par (I ). D'oO : 

Tr(flk W) : pk/2 flv + pl-k/2 fl U = pl-k/2 fl k Tp 
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On a ainsi ramen~ l'op~rateur de Hecke Tp ~ l'op~rateur Tr. 

3) Supposons k > 4. Les formes modulaires f de poids k sur Fo(p) 

telles que Tr(f) = Tr(flk W) = 0 ne sont autres que les combinaisons 

lin~aires des "new forms" d'Atkin-Lehner [3]. 

d) Pro~ri~t~s de rationalit~ et d'int~gralit~ 

Soit jp = jlV la fonction z , * j(pz). On sait que le corps des fonc- 

tions modulaires (de poids 0) sur F0(p) est le corps C(j, jp) et que j 

et jp sont li~s par une ~quation absolument irr~ductible ~ coefficients 

dans Q. En d'autres termes, la courbe complexe YC compactifi~e de 

H/Fo(p) provient par extension des scalaires d'une courbe Y d~finie sur 

Q, caract~ris~e par le fait que son corps des fonctions rationnelles est 

Q(j, jp). Si F est un sous-corps de C, on peut donc parler d'une fonction 

(ou d'une forme diff~rentielle) sur YC qui est rationnelle sur F. Ceci 

s'applique en particulier aux formes modulaires de poids k, identifiables 

des formes diff~rentielles de poids k/2 par f i ) f(dq/q) k/2. Comme 

jet jp ont des d~veloppements en s~rie ~ coefficients rationnels, on 

n 
v~rifie facilement qu'une forme modulaire f = [ anq est rationnelle sur 

F si et seulement si ses coefficients a n appartiennent ~ F. De plus, l_~e 

corps de rationalit~ de fIW est le m~me que celui de f; cela r~sulte de 

ce que l'automorphisme W de YC est rationnel sur Q. 

Ii r~sulte de ceei que ies formes modulaires de poids k sur Fo(P) ont 

une base form~e de fonctions rationnelles sur Q. En fait, il existe m~me 

une base formic de fonctions dont les coefficients a sont entiers; ce 
n 

r~sultat, nettement moins ~vident, peut se d~montrer, soit en utilisant 

l'existence d'un module de Y sur Z pour lequel q est une uniformisante 

i'infini (Igusa, Deligne), soit en se ramenant au fait que les valeurs 

propres des op~rateurs de Hecke sont des entiers alg~briques (Shimura 

n [22], p.85, th.3.52). Une consequence de ceci est que~ si f = ~ anq 

est une forme modulaire ~ coefficients rationnels, les d~nominateurs 

des a n sont born~s. (On notera que, si les coefficients a n de f sont 

entiers~ il n'en est pas n~cessairement de m~me des coefficients b de 
n 
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flk W : les b n sont rationnels, mais peuvent avoir pour d~nominateurs 

des puissances de p.) 

3.2. Passage de F (p) ~ SL2(Z) 
o 

' , n (p) 
THEOREME 10. Soit f = [ anq u ne forme modulaire de poids k sur F o . 

Supposons que les coefficients a n soient rationnels. Alors f est une 

forme modulaire p-adique de ppids k (au sens dun ° 1.4). 

(En d'autres termes, f est limite de formes modulaires fm sur SL2(Z) 

dont les poids k m tendent vers k dans l'espace X dun ° 1.4.) 

Choisissons un entier pair a > 4, divisible par p-1. Posons 

g : Ea _ pa/2 Eala W : E a _ pa EaiV ' 

o~ E est la s6rie d'Eisenstein de poids a, ef. n ° 1.1. II est clair a 

que g est une forme modulaire de poids a sur Fo(P) , cf. n ° 3.1. De 

plus : 

LEMME 8. On a g ~ 1 (mod.p) et gla W e 0 (mod.pl+a/2). 

(Pr6eisons que, dans ces congruences, on consid6re get gla W comme 

des s6ries en q, ~ coefficients rationnels.) 

Le fait que g ~ 1 (mod.p) provient de ce que E a H 1 (mod.p). 

D'autre part, on a 

gla w = EaJa w - pa/2 ~a = Pa/2(EaJV - Ea). 

1 ~ E IV (mod.p), on en d6duit bien que gla West congru Comme E a a 

0 (mod.pl+a/2). 

Passons maintenant ~ la d~monstration du th.lO. L'hypoth~se faite 

surf signifie que f est rationnelle sur Q, et il en est de m~me de 
m 

flk W~ cf. n ° 3.1. Si m est un entier ~ O, la fonction fgP est une 

forme modulaire sur Fo(P) , de poids k m k + ap m = , et rationnelle sur Q. 
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m 
Sa trace fm = Tr(fgP ) est done une forme modulaire sur SL2(Z), ~ coef- 

ficients rationnels, et de poids k . Comme les k tendent vers k dans 
nl 

X, le th~or6me sera d~montr~ si l'on prouve que lim.f m = f, i.e. que 

Vp(f m - f) tend vers i'infini avec m. Or cela r~sulte du lemme plus 

pr6cis suivant : 

k 
LEMME 9. On a Vp(f m - f) > Inf(m + 1 + Vp(f), pm + 1 + Vp(flkW) - ~). 

(Noter que, si f # 0, Vp(f) et Vp(flk W) sont finis, puisque les 

s6ries f et f lk Wont des coefficients ~ d6nominateurs born6s~ ef. n ° 

3.1.) 
m m 

Ecrivons fm- f sous la forme (fm- fgp ) + f(gp - 1). D'apr~s le 

m . pm+l) , 
lemme 8, en a g -= 1 (mod.p) d'o~ gP - 1 (mod et 

n% 

Vp(f(g p - 1)) > m + 1 + Vp(f). 

D'autre part, le lemme 7 montre que 

d'o~ 

m 1-km/2 m 
fm- fgp = p (fgP Ik w) Iu, 

m 

rn 

Vp(f m - fgP ) > 1 - km/2 + Vp(fIk W) + pmvp(gla W); 

en appliquant le lemme 8, on en d~duit : 

Ffl 

Vp(f m - fgP ) ~> 1 - (k + apm)/2 + Vp(flk W) + pm(1 + a/2) 

> pm + 1 + Vp(fIk W) - k/2. 

Le lemme 9 r~sulte de ces formules et de l'in~galit~ ~vidente : 

m m 

Vp(f m - f) ~ Inf(vp(f m - fgP ), Vp(f(g p - 1))). 
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Remarque 

Nous avons suppos6 f holomorphe aux deux pointes i ~ et 0. Ii suffirait 

en fair que f soit holomorphe en i ~ et m~romorphe en 0. La d~monstration 

est la m&me que ci-dessus; on remarque que la forme g s'annule en 0, 
m 

done que fgP est une forme modulaire pour m assez grand~ et l'on a ici 
m 

encore f = lim.Tr(fg p ). 

Ainsi, si l'on pose 

oo 

j = Q3/A q-1 + [ c(n) qn 

n=0 

on peut appliquer le th.10 ~ la fonction f = jIU = [ c(pn) qn, qui a 

un p61e d'ordre p ~ la pointe 0. On en conclut que jlU est une forme 

modulaire p-adique de poids 0; on retrouve - sous une forme plus faible - 

un th6or6me de Deligne ([ 6], §7). 

3 . 3 .  R6duction (mod.p) des formes de poids 2 sum Fo(p) 

Le th.10 montre que la r~duction (mod.p) d'une forme modulaire sur 

£o(p), ~ coefficients p-entiers, est une forme modulaire (mod.p) sur 

SL2(Z) , au sens dun ° 1.2. Dans le cas du poids 2, on peut donner un 

r6sultat plus pr6cis : 

THEOREME ii. On suppose p > 3. Soit f une forme modulaire de poid ~ 2 

su___rr Fo(P) , ~ coefficients rationnels p-entiers. 

(a) On a fI2 W = - flU; c'est une forme ~ coefficients p-entiers. 

(b) La r~duction f de f (mod.p) appartient ~ l'espace Mp+I d u 

n ° 1.2. 

(c) Inversement, tout 616ment de Mp+I est r~duction (mod.p) d'une 

forme modulaire de poids 2 sur Fo(P) , ~ coefficients p-entiers. 

(En d'autres termes, il y a identit6 entre : 

r&duction (mod.p) des form es ' modulaires de poids 2 sur Fo(p) 

et 

r~duction (mod.p) des formes modulaires de ~oid s p+l sur SL2(Z).) 



229 Set-39 

L'assertion (a) est bien connue (Hecke [8], p.777). On la d6montre 

en remarquant que toute forme de poids 2 sur SL2(Z) est nulle, et que 

l'on a donc Tr(fl2 W) : 0; or d'apr6s le lemme 7, Tr(fI2 W) est 6gal 

fl2 w + flu 

D6montrons (b) et (c) en supposant d'abord p > 5. Posons 

- p(p-1)/2 
g : Ep_l Ep_llW = Ep_I _ pp-I Ep_llV ' 

cf. d~monstration du th.lO. La fonction fg est une forme modulaire de 

poids p+l sur Fo(P), ~ coefficients p-entiers; sa trace Tr(fg) appartient 

Mp+ I. De plus, le lemme 9 dun ° 3.2, appliqu~ ~ m = 0 et k : 2, 

montre que v (Tr(fg) - f) > i, i.e. que 
P 

f K Tr(fg) (mod°p), 

d'o~ f e Mp+l' ce qui d~montre (b) pour p > 5. Soit maintenant N le 

sous-espace vectoriel de Mp+l form~ des fonctions telles que f. La di- 

mension de Nest ~gale ~ la dimension de l'espace des formes modulaires 

de poids 2 sur Fo(P) , i.e. I + g(Y) o~ g(Y) d~signe le genre de la courbe 

Y d~finie par Fo(p). La valeur de g(Y) est bien connue (cf. par exemple 

Hecke [8] ~ p.810) : si l'on ~crit p = 12a + b, avec b = 1,5~7,11~ on a 

g(Y) = a - i, a, a, a + I respectivement. D'autre part, on salt que 

=~ [k/12] si k ~ 2 (mod.12) 
dim.M k 

+ [k/12] si k ~ 2 (mod.12). 
(k pair > 0) 

On en d~duit que dim.Mp+ 1 : 1 + g(Y) : dim.N, d'o~ le fait que N : Mp+l' 

ce qui d~montre (e) dans le cas p > 5. 

Reste le cas p = 3. L'espace M4 a pour base Q = I. D'autre part, on 

a g(Y) = 0, et les formes de poids 2 sur Fo(3) sont simplement les mul- 

tiples de la s~rie d'Eisenstein E 2 = P - 3PIV , cf. Heeke [8], p.817. 
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~~ P = 1, les assertions (b) et (c) sont ~videntes. Comme E 2 = 

COROLLA!RE. Les valeurs propres de U sur Mp+l sont 6gales ~ ~1. 

En effet, le th.11 montre que ~IU 2 = ~IW 2 : f pour tout f e Mp+l" 

Remarque. Cette d6monstration a 6galement 6t6 obtenue par Atkin. 

Exemples 

1) Pour p = 11, 17, 19, le genre de Y est 1. Ii existe une unique 

forme parabolique de poids 2 sur Fo(p) : 

= + 2 + avee a I : 1. fp alq a2q ..., 

La s6rie de Dirichlet correspondante [ an/nS est essentiellement la fonc- 

tion z%ta de Y ([22], p.182). D'apr6s le th.11, fp est congru (mod.p) 

une forme parabolique de poids 12, 18, 20 sur SL2(Z) ; on en d6duit 

les congruences : 

fll ~ A (mod.11); f17 ~ RA (mod.17); f19 ~ Q2A (mod.19). 

La premi6re de ces congruences peut aussi se d6duire de l'identit6 : 

fll = q ~ (1 - qn)2 (1 - q11n)2, cf. [ 22] , p.49. 
n = l  

2) Pour p = 23, 31, le genre de Y est 2. Le nombre de classes du 

corps Q(/Yp) est 3. Soit X un caract6re d'ordre 3 du groupe des classes 

d'id6aux de corps, et posons 

i~ 2 3 6 gP [ X(a) qNa - q - q + q + "'' (P = 23) 
: = 2 5 7 ' q - q - q + ... (p = 31) 

la sommation 6tant 6tendue ~ tousles id6aux entiers a. Ii n'est pas 

1 difficile de voir que gp = -~(e I - 02) , o~ 01 (resp. e 2) est ia s6rie 
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th~ta associ~e ~ !a forme binaire m 2 + mn + p+l n 2 (resp. ~ la forme 
4 

2m 2 + mn + ~ n2). Iien r~sulte (cf. [8], p.478-479) que gp est une 

forme modulaire de poids I sur Fo(p) , de "Nebentypus" au sens de Hecke 

(of. n ° 3.4 ci-apr~s). Son carr~ est une forme de poids 2, commen~ant 

par le terme q2 Appliquant le th.ll, on en d~duit les congruences 

2 ~ A2 2 z Q2&2 (mod.31), g23 (mod.23) et g31 

d'o~, en extrayant les racines carries, 

g23 £ A (mod.23) et g31 ~ QA (mod.31). 

La premi6re de ees congruences peut aussi se d6duire de l'identit6 

g23 = q H (1 - qn)(1 - q2Sn); 
n ; 1  

elle est due ~ Wilton; voir l~-dessus [27], p.34. 

3.4. Formes de "Nebentypus" sur Fo(p) 

On suppose p > 3. Soit eun caract6re 

du groups multiplicatif (Z/pZ) ~ dans C ~. 

mod.p 6gale ~ ~, on pose 

(mod.p), i.e. un homomorphisme 

Sin est un entier de r6duction 

e(n) : 0 si ~ : 0 et s(n) : e(~) sinon. 

On 6tend s ~ Fo(p) par : 

e(y) : s(a) -1 : ~(d) si Y = (ac d )'b 

Cela a un sens puisque ad ~ 1 (mod.p). 

Soit k e Z. Une fonction f sur H est appel6e une forme modulaire de 
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type (k, e) sur £o(p) si elle est holomorphe sur H et v~rifie les deux 

conditions : 

(i) flk Y = e(y)f POUr tout y 6 Fo(P) ; 

(ii) f est hoiomorph 9 a ux pointes de £o(p). 

t 

Lorsque e = 1 ("Haupttypus" de Hecke [8], p.809), on retrouve la no- 

tion de forme modulaire de poids k, au sens dun ° 3.1; le case ~ Iest 

celui appel6 "Nebentypus" par Hecke. 

Si f ~ 0, on a k ~ 0, et e(-l) = (-1)k; autrement dit, k est pair si 

e(-1) = 1 et impair si e(-1) = -i. 

Une telie forme f a un d6veloppement en s6rie 

[ a qn, 

n:0 n 

avec a n e C. Notons ~p-i le groupe des racines (p-l)-i~mes de i. Nous 

allons voir que, si les a n appartiennent au corps Q(~p_I ), la s6rie f 

"est" une forme modulaire p-adique (ce qui g6n6ralisera le th.10). De 

fagon plus pr6eise, on salt que p se d6compose compl&tement dans Q(~p_I ) 

en id6aux premiers de degr6 i : 

Pl' "''' Pr avec r : ¢(p - 1) = [Q(~p_l ) : Q]. 

Choisissons un de ces id6aux premiers, ce qui d6finit un plongement o 

de Q(~p_l) dans le corps p-adique Qp; comme le groupe des racines (p-l)- 

i~mes de l'unit6 de Qp s'identifie canoniquement ~ (Z/pZ) ~ ("repr6sen- 

tants mu!tiplicatifs") , on volt que o d6finit un isomorphisme de ~p-1 

sur (Z/pZ) ~, et tout isomorphisme est obtenu ainsi (en choisissant con- 

venablement pi ) En composant e : (Z/pZ) ~ • ~ ~p-I et ° : ~p-I (Z/PZ)~ 

on obtient un endomorphisme de (Z/pZ) ~, qui est n6cessairement de la 

forme x ~-~ x ~, avec ~ 6 Z/(p-I)Z. Avec ces notations, on a : 

THEOREME 12. Soit f = [ anq une forme modulaire de type (k, e) sur 

Fo(P) , telle que a n e Q(Up_I ) pour tout n. Alors la s6rie 
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fg : [ a O n o E Qp, n q ' ~ coefficients a n 

est une forme modulaire p-adique de poids k + ~. 

(Pr~cisons que ~ est identifi~ ~ l'~l~ment (0, ~) du groupe des poids 

X = Z x Z/(p-1)Z, et k + ~ ~ (k, k+e). On peut supposer f ~ 0, d'o~ 
P 

e(-l) = (-1) k, et il en r~sulte que k + e est un ~l~ment ~air de X.) 

Lorsque e : 1, f est combinaison Q(~p_l)-lin~aire de formes modulaires 

de poids k (au sens dun ° 3.1) ~ coefficients rationneis~ et le th.12 

r~sulte du th.10; nous pouvons donc supposer ~ ~ i. 

Commenqons par un cas particulier : 

LEMME 10. Si k > 1, et s(-1) : (-1) k, la s~rie 

Gk(e) : ~ L(I - k, e) + ( [ e(d) d k-l) qn 

n = l  din 

est une forme modulaire de type (k, e) sur Fo(p). S es coefficient§ ' a~- 

partiennent ~ Q(~p_l ), et l'on a 

Gk(e) 0 = Gh, 

o_~ G hest la s~rie d'Eisenstein p-adique de poids h = k + ~, au sens du 

n ° 1.6. 

Le fair que Gk(e) soit de type (k, e) r~sulte de la d~termination par 

Hecke des s~ries d'Eisenstein de niveau p (cf. [8], p.461-486, ainsi que 

l'Appendice du §5). De faqon plus precise, avec les notations de [8], 

loc.cit., on v~rifie que Gk(S) est 4gale, ~ un facteur scalaire pros, 

la fonction 

[ e(k) -1 Gk(Z;O,l,p); 
e (Z/pZ) ~ 

a b Gk(Z;O,dk,p) si (a b e Fo(P) , on en comme Gk(Z;O,l,p)Ik (c d ) = c d ) 
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, (a b 
d@duit, par un calcul imm@diat que Gk(e)Ik c d ) = e(d) Gk(e) , ce qui 

montre bien que Gk(e) est de type (k, ~). Ses coefficients appartien- 

nent au corps engendr@ par les valeurs de E, qui est contenu dans 

Sin ~ 1, le Q(~p_l ). Montrons maintenant que Gk(S)° est @gale ~ G h. 

n-i~me coefficient a°n de Gk(e)° est @gal ~ [ e(d) ° d k-l, la so~mation 

portant sur les diviseurs d de n qui sont premiers ~ p. Ecrivons d dans 

Qp sous la forme ~(d) (d>, avec ~(d) p-1 = 1, et (d> E 1 (mod.p), cf. 

lwasawa [11] ~ p.18. On a alors e(d) ~ = ~(d) a = d ~, vu la d@finition de 

~. D'o~ 

o ~ d k+e-1 ~ (n) 
an = = °h-1 ' 

ce qui est bien le n-i6me coefficient de G h. D'autre part, L(1 - k, e) ° 

est @gal ~ - bk (W~) /k  = Lp(1 - k ,  k + a ) ,  avec  l e s  n o t a t i o n s  de [ 1 1 ] ,  

§3. Vu le th.3 dun ° 1.6, on a donc 

L(1 - k, e) ° = ~(1 - k, 1 - k - ~) = $~(1 - h); 

!e terme constant de Gk(e)° est @gal ~ celui de Gh, ce qui ach6ve la 

d @ m o n s t r a t i o n  du lemme. 

Revenons maintenant au th.12. Choisissons une suite d'entiers k > 1 
n 

tendant vers ~ dans X, et tels que k - ~ 6 (p-1)X pour tout n. Posons 
n 

gn = XnlGk (c-1)' 
n 

o~ X nest le terme constant de la s@rie G k (e-l), cf. lemme 10. Le pro- 
n 

duit fgn est une forme modulaire sur Fo(p) de type (k + kn, 1); il en 

r@sulte, comme on i'a dit plus haut, que ° ° f gn est une forme modulaire 

p-adique de poids k + k n. D'autre part, d'apr~s le lemme 10 appliqu@ 

-1, ~ o~ h = k - ~. Comme h tend vers 0 dans k net e on a g~ = E h , n n n 
n 

E ~ 1, d'o~ lim.f°g~ : fo, ce qui X, il en r@sulte que g~ tend vers o = 
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montre que fo est modulaire p-adique de poids k + ~ = lim.(k + k n) et 

ach~ve la d~monstration. 

Remarque 

Sous les hypotheses du th.12, on peut d~montrer que flk West de type 

(k~ e-l), et que ses coefficients appa~tiennent ~ Q(~p_I); on a 

w 2 = e(-1)f. fl k 

§4. Families analytiques de formes modulairgs p-adiques 

4.1. L'al~6bre d'lwasawa (p ~ 2) 

a) Notations 

Sin > i, on note U nle sous-groupe de Z ~ form@ des entiers p-adiques 
P 

u tels que u ~ I (mod.pn). On sait que 

U 1 = ~im.(U1/U n) 

est isomorphe ~ Zp. Sis e Zp et u e UI, on d~finit de faqon ~vidente 

s 
u e UI, of. n ° 1.4, a). 

On note F l'alg6bre des fonctions sur Zp, ~ valeurs dans Zp. Si 

u e U1, on note fu la fonction s ~--.u s. Les fu(U • U 1) engendrent un 

sous-Z -module L de F, qui est une sous-alg~bre. D'apr~s le th~or~me 
P 

d'ind6pendance des caract~res (Dedekind), los fu forment une base de L, 

et l'on peut identifier L ~ l'alg~bre Zp|U 1] du groupe U 1. Un ~l~ment 

de L s'~orit donc, de fa~on unique, sous la forme 

s ~ f(s) = [ ~ u s avec ~ e Zp, 
U 6 UI u ' u 



236 
Set-46 

les k u ~tant presque tous nuls. 

b) L'al~bre 

On d~finit ~ comme l'adh~rence de L dans F~ pour la topologie de la 

convergence uniforme. Notons d'ailleurs que les ~l~ments de L sont 

~quicontinus : si f • L et n > 0, on a 

S ~ s' (mod.p n) ~ f(s) ~ f(s') (mod.pn+l). 

La m~me propri~t~ est donc vraie pour ~; de plus, sur ~, la topologie 

de la convergence uniforme coincide avec celle de la convergence simple 

sur un sous-espace dense, et cette topologie fait de ~ un espace compact. 

c) L'alg~bre A 

C'est l'alg~bre Zp[[U1] ] = ~im. Zp[UI/Un] , cf. [I0] , [Ii]. On sait 

qu'eile est isomorphe ~ l'alg~bre Zp[[T]] des s~ries formelles en une 

ind~termin~e T. L'isomorphisme s'obtient en choisissant un g~n~rateur 

topologique u = I + z de UI, avec Vp(Z) : i, et en associant ~ l'~l~ment 

fu de Zp[UI] l'~l~ment I + T de Zp[[T]] . 

L'anneau A est un anneau local r~gulier de dimension 2; il joue un 

r61e essentiel dans ies travaux d'Iwasawa sur les classes d'id~aux des 

extensions cyclotomiques (le groupe U I intervenant alors comme un groupe 

de Galois). On notera que A est compact pour la topologie d~finie par 

les puissances de son ideal maximal; lorsqu'on identifie A ~ Zp[[T]], 

cette topologie devient celle de la convergence simple des coefficients; 

le groupe topologique A est donc isomorphe ~ un produit infini de groupes 

Z . 
P 

d) Identification de ~ ~ A. 

Les alg~bres ~ et A contiennent toutes deux L : Zp[UI] comme sous- 

alg~bre dense. Ii s'impose de les comparer : 

LEMME Ii. I1 existe un unique isomorphisme d'al$~bres topologiques 

~ : A ~  
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dont la restriction ~ Zp|U 1] soit l'identit~. 

L'unicit~ de e r~sulte de ce que Zp[U I] est dense dans A. Pour en 

montrer l'existence, identifions comme ci-dessus A ~ Zp[[T]] au moyen 

du choix d'un g~n~rateur topologique u de U 1. Si f = Z anTn est un ~l~- 

ment de A, on d~finit e(f) comme la fonction 

s~-> f(u s - I) : [ an(U s - I) n, 

ce qui a un sens car u s - i H 0 (mod.p). Ii est clair que s est un 

homomorphisme continu de A darts F, et que e(f u) = fu; il en r~sulte que 

s est l'identit~ sur L; par continuitY, on a donc e(A) = ~. Le fait que 

e soit injectif est imm~diat; comme A est compact, c'est un hom~omorphis- 

me. 

Remarques 

I) Dans ce qui suit, nous identifierons A ~ ~ au moyen de e. Comme 

on vient de le voir, cela revient ~ passer d'une s~rie en T ~ une fonc- 

tion de s par le "changement de variables" 

T : u s - i : vs + ... + vnsn/n! + ..., o~ v : log(u). 

2) ii y a une troisi~me interpretation de A, due ~ B.Mazur, qui est 

souvent utile : c'est l'alg~bre des "distributions" (ou "mesures") 

valeurs dans Zp sur l'espace U 1. On appelle ainsi toute fonction 

U ~-~ ~(U), d~finie sur los ouverts compacts de U1, simplement additive, 

et ~ valeurs dans Zp; une telle mesure se prolonge par continuit~ en une 

forms lin~aire 

f~-+ JU f(u)~(u) 
I 

sur l'espace des fonctions continues sur U 1 ~ valeurs dans Zp. 

Ju uS 
associe ~ ~ la fonction s~-~ ~(u), 

1 

Si l'on 
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on obtient un 616ment de A; tout 616ment de A s'obtient ainsi, de mani~re 

unique; les 616ments de L correspondent aux mesures diser6tes. 

e) Z6ros d'un 616ment de A 

Tout 616ment f ~ 0 de A = Zp[[T]] a une "d6composition de Weierstrass" 

canonique : 

f : pZ(T 1 + alTl-1 + ... + a I) u(T), 

avec I, ~ > 0, Vp(a i) > 1, et u inversible dans A. 

nombre de z6ros de f(s) est fini et ~ i. 

Comme application, signalons : 

En particulier, le 

LEMME 12. Soit fl,...,fn,.., une suite d'616ments de A. On suppose 

que lim.fn(S) exist e pour tout 616ment s d'une pattie infinie S de Zp. 

Alors les fn convergent u niform6ment sur Zp vers une fonction f appar- 

tenant ~ A. 

Sinon, vu la compacit6 de A, on pourrait extraire de la suite (f) 
n 

deux suites convergeant vers des 616ments distincts f' et f" de A. La 

fonction f' - f" s'annulerait sur S, donc aurait une infinit6 de z6ros, 

contrairement ~ ce que l'on vient de voir. 

(La famille A se comporte comme une "famille normale" au sens de Mon- 

tel.) 

4.2. L'al~6bre d'Iwasawa (p : 2) 

On d6finit encore U n comme le sous-groupe de Z ~ form6 des entiers 2- 
P 

adiques u tels que u ~ 1 (mod.2n). On a 

Z ~ = U 1 = {~1} × U 2 
P 
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et U 2 est isomorphe ~ Z2; si u e U1, on note ~(u) sa composante dans 

{±1} et (u) sa composante dans U2, cf. [11], p.18. 

On d6finit les alg6bres Let A au moyen du groupe U 2 (et non plus du 

groupe U1). De fagon plus pr6cise, Lest l'alg6bre engendr6e par les 

fonetions fu : s~--~ u s U 2 , avec u 6 . On montre, comme au n ° 4.1, que 

l'adh~rence ~ de L s'identifie ~ l'alg~bre d'Iwasawa 

A = Z2[[U 2]] : lira. Z2[U2/U n] . 

ici encore, cette alg6bre est isomorphe ~ Z2[[T]], l'isomorphisme s'ob- 

tenant en choisissant un g6n6rateur topologique u de U 2 et en associant 

l'616ment fu de Z2[U 2] l'616ment 1 + T de Z2[[T]] , cf. [11] , p.69. 

Les autres r6sultats dun ° 4.1 se transposent de mani6re 6vidente au 

eas p = 2. 

4.3. Caraet6risation des 616ments de A par leurs d6veloppements en s6rie 

Nous allons voir que les fonctions f appartenant ~ A peuvent ~tre 

caract6ris6es comme des s6ries de Taylor convergentes 

f(s) : [ ansn, 
n=O 

dont les coefficients a v6rifient certaines congruences. 
n 

c o m m o d 6 m e n t  c e s  c o n g r u e n c e s ,  d 6 f i n i s s o n s  d e s  e n t i e r s  c .  
i n  

par l'identit6 

Pour 6crire 

(1 < i < n) 

n . yi 
c = Y(Y - 1)(Y - 2) ... (Y - n + I) = n[ (). 

i=1 in 

On a a!ors : 

THEOREME 13. Pour qu'une fonction f e F appartienne ~ A, il faut et il 

suffit qu'il e xiste des entiers p-adiques b n (n = 0,1,...) teis que 
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a) f(s) = [ bnpnsn/n! pour tout s e % , 
n=0 .... P 

n 

b) Vp(i!l Cinbi) > Vp(n!) pou r tout n > i. 

(Sip = 2, on doit modifier a) en remplaqant pn par 4 n.) 

Remarques 

I) Comme Cnn = I, la condition b) ~quivaut ~ dire que chacun des 

b nest congru (mod.n!Zp) ~ une certaine eombinaison Z-lin~aire des bj, 

j < n. 

2) On a 

Vp(bnpn/n!) > n - Vp(n!) > n~ 

v2(bn4n/n!) > 2n - v2(n!) > n 

si p ~ 2 

si p = 2. 

Ii en r~sulte que la s~rie enti~re donnant f converge dans un disque p- 

adique strictement plus grand que le disque unit~; afortiori, elle con- 

verge sur Zp, ce qui donne un sens ~ a). 

D~monstration du th.13 

Je me borne au cas p ~ 2; le cas p = 2 est analogue. 

(i) Le d~veloppement 

T = vs + ... + vnsn/n! + ..., avec v (v) = I, 
P 

donn~ au n ° 4.1 montre que T, ainsi que ses puissances, a un d~velop- 

pement en s~rie du type a). Par lin~arit~ et passage ~ la limite, on 

volt qu'il enest de m~me de toute fonction f de A. De plus les coef- 

ficients b n = bn(f) de f d~pendent continQment de f. On en conclut que 

l'applioation f! ) (bn(f)) est un isomorphisme du groupe compact A sur 

un certain sous-module ferm~ S A du Zp-module produit S = (Zp) N des suites 
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(b n) Tout revient donc ~ montrer que S A coincide avec le sous- 
n > O 

module S b de S d~fini par les congruences b). 

(ii) Tout ~l~ment u de U i s'~crit exp(py), avec y e Zp, On en con- 

clut que 

i.e. que bn(f u) = yn. 

s u = exp(pys) = ynpnsn/n!, 

n=O 

Or la suite (yn) appartient ~ S b. On a en effet 

n y) 
CinY = y(y - 1)...(y - n + 1) = n! (n ' 

et l'on sait que (~) est un entier p-adique; cela montre bien que [ Cin yn 

est divisible par n! dans Z . 
P 

Par lin~arit~ et passage ~ la limite on conclut de i~ que S A est con- 

tenu dans S b. Ii reste ~ voir que S A est ~gal ~ Sb; vu oe qui precede, 

cela ~quivaut ~ dire que les suites de la forme (yn), avec y • Zp, en- 

gendrent un sous-Zp-module dense de S b. 

(iii) Soit m > Iet soient bo, ..., b m • Zp satisfaisant aux congru- 

ences b) pour n ~ m. Nous allons montrer qu'il existe f e A tel que 

bi(f) = b i pour 0 ~ i ~ m, ee qui ach~vera la d6monstration. 

On proc6de par r6currence sur m, le cas m = 0 6tant 6vident. Vu l'hy- 

poth6se de r6ourrenee, il existe g • A tel que hi(g) = b i pour i ~ m - 1; 

tout revient ~ trouver h e A tel que bi(h) = 0 pour i ~ m - 1 et 

bm(h) = b m - bm(g). On est done ramen6 au cas o~ los b i sont nuls pour 

i ~ m - 1; vu la congruence b) il en r6sulte que b m est de la forme 

m! z, avee z e Zp. On prend aiors pour f le mon6me z(p/v)mT m, avec los 

notations de (i); il est clair qu'il r6pond ~ la question. 

COROLLAIRE. Soit f • A, et soient b nles coefficients correspondants. 

On a b n ~ b n + P _ 1 (mod.p) pour tout n > 1. 

En effet, oette congruence est 6vidente lorsque la suite (b n) est de 

la forme (yn), avec y • Zp, et le cas g6n6ral s'en d6duit par lin6arit6 
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et passage ~ la limite. 

Remarque 

Signalons une autre propri6t6 de stabilit6 de l'alg&bre A : 

242 

(Bien entendu, on peut aussi utiliser b).) 

df df 
si f e A, on a ~-~ e p A si p ~ 2 e__!t ~-~ e 4A si p = 2. 

df df 
Cela r6sulte de la formule = v(1 + T)~-~. 

Q$ 

4.4. Caract6risation des 616ments de A par des propri6t6s d'interpo- 

lation 

= a (f) = f(s + ns 1) pour Soient So, s I e Zp et f e F. Posons a n n o 

n = 0, 1, ... et d6signons par 6o, 81, ..., 6n, ... les diff6rences suc- 

cessives de la suite (a n ) : 

60 = a o , 

I \ 

THEOREME 14. Posons 

61 = a I - ao, 62 : a 2 - 2a I + a o, ..., 

n )i (n) 
= (-1 i an-i' 6n i!O 

h = 1 + Vp(S 1) si p ~ 2 et h : 2 + v2(s 1) si p -- 2. 

Si f e A, on a 

a) 6 n ~ 0 (mod.p nh) pour tout n ~ 0, 

n -ih n! 
b) Vp( [ Cin6iP ) ~ Vp( ) pour tout n ~ i. 

i=1 

(On rappelle que Cin est le coefficient de yi dans le polynSme 

Y(Y - 1)...(Y - n + 1), cf. n ° 4.3.) 

Ii suffit de consid~rer le cas o~ f(s) = u s avec u e U 1 (resp. avec 

u 6 U 2 si p = 2); le eas g6n6ral s'en d~duira par lin6arit6 et passage 
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la limite. On a alors 

s o ns I s o s 1 
a = u u et 6 = u (u - i) n. 
n n 

S 1 h 
• On a donc Vp(8 n) > nh, ce Or u - 1 est de la forme p y, avec y e Zp 

qui prouve a). L'assertion b) provient de ee que 

n ein6ip_i h So( Cinyi) s = u ~ = u Oy(y _ 1)...(y - n + 1) 

i=l 

S 

= n! u °(Y n) - 0 (mod. n!Zp). 

: e n - (mod. p) COROLLAIRE. Posons e n 6n p-nh On a en+p_ 1 

n >~ i. 

pour tout 

La d6monstration est la m~me que celle du corollaire au th.13. 

En fait, les congruences de th.14 caract6risent les 616ments de l'al- 

g6bre d'lwasawa A. De fagon plus pr6cise, prenons s o = 0 et s I = 1, 

= f(n), et que les 6 sont les coefficients d'interpola- de sorte que a n n 

tion usuels; on salt (crit6re de Mahler, cf. [1]) que, si f est continue, 

les 6 n tendent vers 0, et que l'on a 

f(s) : ~ 6n (s) pour tout s e Z . 
n=O n p 

THEOREME 15. So it f une fonction continue sur Zp, ~ valeurs dans Qp, 

i n)f(n_i ) ses coefficients d'interpolatio n. Pour et soient 6 n = [ (-1) (i 

que f appartienne ~ A, il faut et il suffit que : 

a) 6 n ~ 0 (mod.p n) pour tout n ~ 0, 

n 

b) Vp(i!l Cin6iP-l) > Vp(n!) pour tout n i> 1. 

(Sip : 2, on doit remplacer pn par 4 n dans a), et p-i par 4 -i dans 

b).) 
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La n6cessit6 r6sulte du th.14. Prouvons la suffisance, en nous bor- 

nant au cas p ~ 2 (le eas p : 2 est analogue). Soit S b l'ensemble des 

suites (b n) d'entiers p-adiques tels que 

Vp(~ Cinbi ) > Vp(n!) pour tout n > 1. 

On a vu au n ° 4.2 que les suites de la forme (yn), avec y • Zp, engen- 

drent un sous-moduie dense de S b pour la topologie produit. Par hypo- 

th6se, la suite (6np-n) appartient ~ S b. Pour tout entier m on peut 

done choisir des 616ments li, Yi de Zp, en nombre fini, tels que 

n pour tout n < m. 6np-n = [ liY i 

Posons fm(S) = [ li(1 + pyi )s 

• A (et m@me f • L); de plus les formules ci-dessus montrent On a fm m 

que les coefficients d'interpolation de fm sont les m@mes que ceux de 

f jusqu'~ l'indice m; on a done f (n) = f(n) pour n ~ m~ et la suite 
m 

(fm) tend vers f pour la topologie de la convergence simple sur l'ensem- 

bel N des entiers > 0. Comme Nest dense dans Zp~ cela entra[ne que 

f = lim.f m, cf. n ° 4.1 b), et par suite on a bien f • A. 

4.5. Exemple : coefficients des s6ries d'Eisenstein p-adiques 

Consid6rons la s6rie 

1 • • n 
G k = ~ (1 - k) + [ ~k_l(n) q 

n=l 
(k • X, k pair ~ 0) 

d~finie au n ° 1.6. Ecrivons k sous la forme k = (s,u), avec : 

s e Zp, u • Z/(p-1)Z, u pair (sip ~ 2), s pair (si p = 2). 
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= G ~ Les coefficients de G k s,u sont : 

ao(G u ) = -~ (1 - s, 1 - u) 

an(G:, u) = Ok_l(n) = 
d k-1 

dln 
(d,p)=l 

si n>l. 

D~composons l'unit~ p-adique den m(d) (d>, avec 

~(d) p-1 : 1, <d> • U 1 si p ~ 2, 

m(d) : !1, (d) e U 2 si p : 2. 

On a alors : 

an(Gs ~ u ) : [ d -1 ~(d) k <d> k = [ d -1 ~(d) u (d> s (n > I). 

On en conclut que, pour u e t n fixes (avec n > 1) la fonction 

S ~-* an(G~, u) 

appartient ~ l'al~6bre L d__uu n ° 4.1, eta fortiori ~ son adherence A. 

(Noter que, si u : 0, cette fonction n'est d~finie que pour s ~ 0; si 

p = 2, elle n'est mgme d~finie que pour s 6 2Z2, s ~ 0.) 

On a un r~sultat analogue, mais beaucoup moins ~vident, pour le terme 

constant ao(Gs, u) : 

THEOR~ME 16 (Iwasawa). 

a) S.~i u est un ~l~ment pair # 0 de Z/(p-I)Z, la fonction 

s ~ ao(Gs~,u ) : ~ (l-s, l-u) 

appartient ~ l'alg~bre A. 
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b) Si u = 0, la fonction 

246 

s~--~ ao(G~, u) = ~'(1-s, 1) 

est de la forme T-lg(T), o_~ g est un ~l~ment inversible de A. 

(Dans b), on a identifi~ A ~ Zp[[T]], cf. n °s 4.1 et 4.2.) 

Cet ~none~ est simplement une reformulation des principaux r~sultats 

de [10], compte tenu de ce que ~(1-s, l-u) = Lp(1-s; u), ef. n ° 1.6, 

th.3 (i). Voir aussi [ii], §6. 

Remar~ues 

i) Dans le cas u @ 0, le th.16, eombin~ avee le th.14 a) redonne 

les classiques consruencgs de Kumme r (cf. Fresnel [7] et Shiratani [23]); 

le th.14 b) donne des congruences suppl~mentaires, peut-@tre nouvelles. 

2) Dans le eas u = 0, le th.16 montre que la fonetion 

s ~-~ 2~(1-s, 1) -1 

appartient ~ A et est divisible par T (elle a un "z&ro simple" en T = 0). 

Ii en r~sulte que les eoefficients an(E ~ s,0 ) de la s~rie 

E • _ 2 G • 
s,O ~ (l-s, 1) s,0 

appartiennent ~ A et sont divisibles par T sin > 1. 

4.6. Families de formes modulaires p-adiques (poids non divisibl9 par 

p - 1) 

Consid~rons une forme modulaire p-adique fs d~pendant d'un param~tre 

s e Zp et de poids k(s) e 2X. On suppose que k(s) est de la forme 

(rs, u), avec r e Z et u e Z/(p-1)Z ind~pendants de s. On suppose en 

outre que u e>t ~ 0 (ce qui entraine p ~ 2, 3); ie eas u = 0 sera trait~ 

au n ° suivant. 
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, • (f) THEOREME 17. Supposons que, pour tout n > I, la fonetion s~--~ a n s 

appartSenne ~ l'al~bre d'Iwasawa A. Iien est alors de m@me de la 

fonction s~-~ ao(fs). 

Nous allons utiliser la s6rie d'Eisenstein p-adique E ~ de poids -rs, 
-rs 

normalis6e de telle sorte que son terme constant soit 1, cf. n ° 1.6. 

Ecrivons-la sous la forme 

E ~ [ (s)q n = e , avee e (s) = 1. 
-rs n=O n o 

On a vu au n ° pr&c6dent que les coefficients de E ~ appartiennent ~ A; 
S 

il en est done de m&me des e (s); on a de plus e (0) = 0 sin ~ 1 puis- 
n n 

que E ~ = 1. 
O 

La fonction f' = f E ~ 
S S - ~ S  

(O~u) ind6pendant de s. 

est une forme modulaire p-adique de poids 

Ses coefficients sont donn6s par : 

m 

am(f s) = em(S)ao(f s) + [ e i(s)ai(f ). 
i:l m- s 

D'apr~s le th.9 dun ° 2.3, appliqu6 ~ k = (0,u), il existe une suite 

(im, n) d'616ments de Z , avec I = 0 pour m assez grand (d6- 
m,n ~ 1 p m,n 

pendant de n), telle que 

ao(f s) : lim. [ I a (f'). 
n ~ ~ m m,n m s 

' ont m6me terme constant, eeci peut se r@crire : Comme fs et fs 
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ao(f s) : lim. (I km,nem(S)ao(fs ) + [ km,nem-i(s)ai(fs))" 
n ~ ~ m m,i > 1 

Posons gn(S) : [ km, n em(S). Les fonctions gn appartiennent ~ A, qui 
m 

est c o m p a c t .  Q u i t t e  ~ r e m p l a c e r  l a  s u i t e  (n)  p a r  une  s o u s - s u i t e ,  on 

peut done supposer que les gn(S) convergent dans Avers un ~l~ment g; 

comme gn(O) = 0 pour tout n, on a g(O) : O. La formule ci-dessus peut 

alors se r~crire : 

(I - g(s))ao(f s) : lim. bn(S) , 
n ~ 

avec bn(S) : [ k (s)ai(f s) m,i > 1 m,n em-i 

Vu i'hypoth~se faite sur les ai(fs) , les fonctions b n appartiennent 

A pour tout n. Comme ces fonctions convergent simplement vers la fonc- 

tion 

s ~-~ (1 - g(s))ao(fs), 

on en d~duit que cette derni~re fonction appartient ~ A, cf. n ° 4.1, 

lemme 12. Mais le fait que g(O) = 0 entraine que g appartient ~ l'id~al 

maximal de A, et 1 - g est inversible dans A. On en conclut bien que 

s ~-~ ao(f s) appartient ~ A. 

4.7. Families de formes moduiaires p-adiques (poids divisible pa F p-l) 

Consid~rons, eomme au n ° precedent, une forme modulaire p-adique fs 

d~pendant d'un param~tre s. Nous supposons maintenant que fs est d~finie 

pour tout s ~ 0 de Zp (resp. pour tout s ~ 0 de 2Z 2 si p = 2), et que 

son poids k(s) est de la formers = (rs,0) o~ rest un entier non nul. 

Convenons de dire qu'une fonetion sur Zp - {0} (resp. sur 2Z 2 - {0}) 

appartient ~ A si elle est la restriction d'une fonction de A. 

THEOREME 18. Supposons que, pour tout n > 1, la fonction s~--~ an(f s) 



249 Ser-59 

appartSenne ~ A. Iien est alors de m~me de !a fonction 

s ~ ~ 2~m(1 - rs, 1) -1 ao(fs). 

Identifions A ~ Zp[[T]] comme d'habitude. D'apr~s le th.16, la fonc- 

tion s, ) 2~(1 - s, 1) -1 est de la forme T.h(T), o~ h est un ~l~ment 

inversible de A. Comme s, ) rs correspond ~ 1 + T w--~ (1 + T) r, on en 

conclut que la fonction s, * 2~(1 - rs, 1) -1 est de la forme 

((1 + T) r - l)g(T), avec g inversible dans A. D'o~ : 

COROLLAIRE. La fonction s~-* ao(f s) appartient au corps des fractions 

de A; on peut !'4crire c(T)/((1 + T) r - 1), avec c • A. 

Remarque 

Si q est la plus grande puissance de p qui divise r, on peut mettre 

(i + T) r - I sous la forme u(T)((l + T) q - I)~ o~ u est un ~l~ment in- 

versible de A. On peut donc r~crire la fonction s ~--~ ao(f s) comme une 

fraction d(T)/((1 + T) q - I), avec d • A. 

D6monstration du th.18 

Choisissons un polynSme Hen U et les T£, ~ coefficients entiers, qui 

satisfasse aux conditions du th.8 dun ° 2.3 : pour tout k • Zp, on a 

(i) Ekl k H = c(k) E k avec c(k) inversible dans Zp, 

(it) lim. flk H n = 0 pour toute forme modulaire p-adique f de poids k 
n ~ 

qui est parabolique. 

D'apr~s le cor. au th.8, on a 

2~m(1 - rs, 1) -1 ao(f s) : lim. c(rs) -n al(fslrs Hn), 
n ~ 

et tout revient ~ montrer que les fonctions 
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s ~ c(rs) -n et s , * al(fslrs H n) 

appartiennent ~ A (en effet, on sait qu:une suite de fonctions de A qui 

converge en tout point d'une pattie infinie de Z converge uniform6ment 
P 

vers une fonction de A, of. n ° 4.1, lemme 12). Or on ale r~sultat 

suivant : 

LEMME 13. Soit Run polyn6me en U et les TI, ~ coefficients dans Zp. 

Ii existe une famille de fonctions k~-+ cij(R,k)i, j > 0' appartenant 

99us-alz6bre L d_~e A (cf. n ° 4.1) et telles que, pour tout i > 0, on ait : 

a) cij(R,k) = 0 pour j assez Grand, pour j = 0 s i i > i, et pou r 

j > lsi i = O; 

b) ai(flk R) = ~ cij(R,k) aj(f) pour toute s~rie formelle p-adique f, 
] 

et tout k e 2Z . 
P 

Lorsque Rest ~gal ~ U, ou ~ l'un des Tl, le lemme r~sulte des formules 

dormant flu et flk TZ, of. n ° 2.1. Le oas g~n~ral s'en d~duit en remar- 

quant que, si l'~nonc~ est vrai pour deux polynSmes R 1 et R2, il l'est 

aussi pour RIR 2 et R 1 + R 2. 

Revenons ~ la d~monstration du th.18. On a 

al(fslrs H n) = [ Clj(Hn , rs) aj(fs), 
j~l 

et cette formule montre bien que s, ") al(fslrs H n) appartient ~ A. 

On a d'autre part c(k) = ao(E~l k H) = Coo(H,k) , ce qui montre que 

k~ ~ c(k) appartient ~ L, et il enest de m6me de s: ~ e(rs). De plus, 

d'apr~s (i), les valeurs prises par c(rs) sont des unit~s p-adiques. 

Si l'on ~crit s : ~ c(rs) oomme une s4rie en T, le terme constant de cette 

s~rie est inversible dans Zp; la s~rie elle-m~me est donc inversible dans 

A = Zp[[T]], et l'on en conclut que s ~-~ c(rs) -n appartient ~ A quel que 

soit n, ce qui ach~ve le d~monstration du th~or~me. 
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Remarque 

Dans les ths.17 et 18, il n'est pas n~cessaire de supposer fs d~finie 

pour tout s e Zp (ou tout s ~ 0); il suffit de se donner les fs pour 

s appartenant ~ une partie infinie S de Zp, et de faire l'hypoth~se 

suivante : pour tout n > 1, la fonction s~--~ a (f) est la restriction 
n $ 

S d'une fonction appartenant ~ A. 

§5. Fonctions z6ta p-adiques 

5.1. Notations 

La lettre K d6signe un corps de nombres alg6briques totalement r6el 

de degr6 r sur Q : K @QR est isomorphe ~ R r. L'anneau des entiers de 

K est not6 OK, sa diff6rente (par rapport ~ Z) est not6e d et son dis- 

criminant d. 

Six (resp. a) est un 616ment (resp. un id6al) de K, on note Nx (resp. 

Na) sa norme, qui est un 616ment (resp. un 616ment positif) de Q; par 

exemple d : Nd. On note Tr(x) la trace de x. 

Un 616ment x de K est dit totalement posit if si o(x) > 0 pour tout 

plongement o : K ~ R. On 6crit alors x >> 0; on a Tr(x) > 0. 

La fonction z@ta de K est d6finie par la formule 

[K(S) = ~ Na -s = [ (1 - Np-S) -! 

o~ a (resp. p) parcourt l'ensemble des id~aux ~ 0 (resp. des id~aux pre- 

miers ~ O) de O K . Cette formule vaut pour R(s) > 1. On prolonge ~K en 

une fonction m~romorphe sur C, ayant pour seul p61e (simple) le point 

s = 1. La fonction 
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dS/2 -rs/2 F(~) r ~K(S ) 

est invariante par s ~-~ 1 - s ("6quation fonctionnelle"), On en d6duit 

que, sin est un entier ~ 1, on a 

~K(1 - n) = 0 

~K(1 - n) ~ 0 

si n est impair (le cas r = i, n = 1 except6) 

si n est pair. 

De plus, d'apr6s un th6or6me 6nonc6 par Hecke ([8], p.387) et d6montr6 

par Siegel [ 24], les ~K(1 - n), n ~ 1, sont des nombres rationnels. 

5 . 2 .  Formes modulaires attach6es ~ K 

Soit k un entier pair ~ 2. D6finissons une s6rie formelle gk 

oo 

n 

gk = [ an(gk) q 
n=0 

par les formules : 

ao(g k) = 2-rCK(1 - k), 

an(g k) = [ [ (Na) k-1 (n ~ 1), 
Tr(x)=n alxd 
x e d -I 
x>> 0 

o~ x parcourt les 616ments totalement positifs de d -1 de trace n, eta 

les id6aux de O K contenant xd. (Ii revient au m@me de dire que l'on 

somme sur les couples (x,a) tels que a soit entier, x e d-la, x >> 0 

et Tr(x) = n; c'est une somme finie.) 

THEOREME 19 (Hecke-Siegel). Mis ~ part le ca ~ r = 1, k = 2, la s~rie 

gk est une forme modulaire sur SL2(Z) de..poids rk. 
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(Pour r = 1, i.e. K = Q~ on a gk = Gk, d'o~ la n~cessit~ d'exclure 

k = 2, cf. n ° 1.1.) 

Si u est un id6al fractionnaire de K, on trouve dans Siegel [25], p.93, 

la d6finition d'une certaine fonction 

Fk(U , Zl, .... , Zr) , Im(z i) > 0, 

qui est une s6rie d'Eisenstein du corps K, au sens de Hecke [8], p.381- 

404; c'est une forme moduiaire de poids k par rapport au groupe SL2(0 K) 

op6rant sur le produit H r de r demi-plans de Poincar6. Si l'on restreint 

Fk(U, Zl,..., z r) ~ la diagonale H de H r, on obtient une fonction 

~k(U,z) : Fk(~, Z,..., z), 

qui est une forme modulaire de poids rk, au sens usuel. Les coeffici- 

ents de }k(U,z) sont donn6s dans [25], p.94, formule (19). Les fonctions 

Fk(u, Zl,..., z r) et ~k(U,z) ne changent pas lorsqu'on multiplie u par 

un id6al principal. Posons alors 

~k(Z) : [ ~k(U,z), 
U 

o2 u parcourt un ensemble de repr6sentants des classes d'id6aux de K. 

Les formules (18) et (19) de [25] donnent : 

an(% k) : ekan(g k) 

ainsi que 

pour n > 1, o~ e k = d 2 

ao(~ k) : ~K(k), 

et l'6quation fonctionnelle de ~K permet de r6crire cette derni~re for- 

mule sous la forme : 
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ao(~ k) = e k 2~r~K(1 - k) = ekao(gk). 

On a done gk = ekl~k ' ce qui montre bien que gk est modulaire de poids 

rk. 

COROLLAIRE. 

(i) Si rk ~ 0 (mod.(p-1)), ~K(1 - k) est p-entier. 

(ii) Si rk e 0 (mod.(p-1)), on a 

Vp(~K(1 - k)) > - 1 - Vp(rk) (p ~ 2) 

Vp(~K(1 - k)) > r - 2 - Vp(rk) (p = 2). 

Cela rEsulte du cor.1 au th.l' dun ° 1.5, compte tenu de ee que les 

coefficients an(g k) sont entiers pour n > 1. (Voir aussi [20], th.6 et 

th.6'.) 

Remarques 

1) Le corollaire ci-dessus fournit une estimation du dEnominateur de 

~K(1 - k). Cette estimation est assez grossi~re : elle ne fait inter- 

venir K que par l'intermEdiaire de son desrE r; pour k = 2, elle est 

moins bonne que celle donn~e par la formule 

~K(-1) = caract.d'E-P, de SL2(0K), 

cf. [19], n ° 3.7, prop.29-30. 

2) Nous aurons besoin plus loin d'une variante du th.19, dans laquelle 

on modifie gk en gardant uniquement les termes "premiers ~ p". De fa~on 

plus precise, soit S l'ensemble des idEaux premiers de O K qui divisent 

p, et posons 

~K,S(S) = ~K(S) ~ (1 - Np -s) = ~ (1 - Np-S) -1 
p e S p ~ S 

= ~ Na -s . 

(a,p)=l 
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' par les formules D~finissons une s~rie formelle e_ 
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: 2-r{K,S(1 - k) = 2-r~K(1 - k) 
ao(g ~ ) 

p • S 

et an(g {) : [ (Na) k-1 (n > 1), 
x~a 

(1 - Np k-l) 

o~ la sommation porte sur les couples (x,a), avee a entier premier ~ p, 

x 6 d-la, x >> 0 et Tr(x) : n. 

On a alors : 

• l 
THEOREME 19' La s6rie g~ est une forme modulaire sur Fo(p) de poids 

rk (cf. n ° 3.1). 

(Noter qu'ici le cas r : 1, k = 2 n'est plus exclu.) 

La d6monstration est analogue ~ celle du th.19, ~ cela pr6s que l'on 

doit utiliser des s6mies d'Eisenstein de niveau p, cf. Kloosterman [14] 

et Siegel [26]. Pour plus de d6tails, voir l'exemple 2) de l'Appendice 

plac6 ~ fin de ce §. 

5.3. La fonction z~ta p-adique du corps K 

Soit k un 616ment pair de X tel que rk @ 0. Nous allons associer 

k une forme modulaire p-adique g~, de poids rk, par passage ~ la limite 

partir des formes gk dun ° 5.2. Le proc6d6 est le m@me que celui 

utilis6 au n ° 1.6 dans le cas de Q. On choisit une suite d'entiers pairs 

k i > 4 tels que Ikil ~ ~ et k i ~ k dans X. Si u est un entier p-adi- 

que, on a 

k. k. 
lim.u I : 0 si u - 0 (mod.p), et lim.u I : u k 

i ~  i ~  
sinon, 

la convergence 6tant uniforme en u. On en conclut que 

lim.an(gk ) = ~ (Na) k-1 (n ~ 1) 
I -~ ~ i X~a 



Ser-66 256 

o~ la sommation porte sur les couples (x,a), avec a ideal de O K premier 

p, x ~ d-!a, x >> 0 et Tr(x) = n; de plus, la convergence est uni- 

forme en n. Appliquant alors le cor.2 au th.l' dun ° 1.5, on en d~duit 

que les gk. ont une limite gk qui est une forme ' modulaire p-adique de 
1 

poids rk, ind~pendante de la suite k i choisie. Le terme constant de g~ 

sera not~ 2 -r ~ ~K(1 - k), de sorte que l'on a 

ao(g k)~ = 2-r~[(1 - k) = 2 -r lim.~K(1 - k i), 
i ~ ~ 

an(g ~) = ~ ~ (Na) k - l ,  n ~ 1. 
Tr(x)=n alxd 
x e d -1 (a,p)=l 
x >> 0 

ainsi d6finie sera appel6e la fonction z@ta p-adique du La fonction ~K 

corps K; elle prend ses valeurs dans Qp. 

THEOREME 20. Si k est un entier pair ~ 2, on a 

~$(i ~ ~ - k) = %K,S(I - k) : ~K(1 - k) ~ (1 - Npk-1). 
p e S 

(Rappelons que S est l'ensemble des id~aux premiers p qui divisent p.) 

' dun ° precedent. D'apr~s le th 19', En effet, revenons ~ la s~rie gk 

cette s~rie est une forme modulaire sur Fo(p) de poids rk, donc aussi 

une forme modulaire p-adique de poids rk, of. n ° 3.2, th.10. Comme 

( an(g ~) = an(g k) pour n > 1, on en d~duit que ao(g ~) = a ° gk ), d'o~ le 

th$or~me. 

Remarque 

II est imm~diat que ~ est continue sur l'ensemble des I - k, avec k 

pair et rk ~ 0. Le th.2O en fournit donc une caract~risation : c'est 

le prolongement par continuit~ de la fonction 

m~--b ~K,S(m), 
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d6finie sur l'ensemble des entiers impairs < 0. (En partieulier, lors- 

que K est ab61ien sur Q, ~ coincide avec la fonction z@ta p-adique de 

K au sens de Kubota-Leopoldt, cf. [11], p.62, puisque cette derni6re a 

la m@me propri6t6.) 

En fait, 6~ est m@me analytique. De fagon plus pr6cise, d6composons 

k 6 X en (s,u), avec s 6 Zp, u 6 Z/(p-1)Z, de sorte que la condition 

rk ~ 0 signifie simplement que s ~ 0 ou ru ~ 0. Ecrivons ~(1 - k) sous 

la forme ~(1 - s, 1 - u). On a alors : 

THEOREME 21. Soit u. un ~l~ment pair de Z/(p-1)Z, p ~ 2. 

(a) Si ru ~ 0, la fonction s~--~ ~(I - s, 1 - u) appartient ~ l'alg~- 

bre d'Iwasawa A = Zp[[T]] d u §4. 

(b) Si ru = 0, la fonction s: ~ ~(1 - s, 1 - u) est de la forme 

h(T)/((1 + T) r - i), avee h 6 A. 

THEOREME 21' S i p = 2, la fonction s, * ~K(1 - s) est de la forme 

2rh(T)/((1 + T) r - 1), avec h e A. 

(Noter que, pour p = 2, ~(1 - s) est d~fini pour s e 2Z2, s ~ 0.) 

Posons k = (s,u). Sin > 1, la fonction s, , an(g ~) est somme de fonc- 

tions de la forme s, )(Na) k-l, o~ Na est une unit~ p-adique. En d~com- 

posant Na ~ la fa~on habituelle (cf. n ° 4.5) en ~(Na) (Na>, on a 

(Na) k-1 = Na -1 ~(Na) u (Na) s, 

qui montre que s~ ~ an(g ~) appartient ~ l'alg~bre L dun ° 4.1. Les ee 

th~or~mes 21 et 21' r~sultent alors des ths.17 et 18 du §4, appliques 

la famille (g~). 
COROLLAIRE 1. S i ru ¢ 0 e t p ~ 2, la fonetion s, ~ ~(1 - s, 1 - u) est 

holomorphe (au sens strict) dans un disque s trictement plus grand que 

le disque unit6. 

En effet, le th.21 (a), combin6 au th.13 dun ° 4.3, montre que la fone- 

tion en question est donn6e par une s6rie de Taylor 
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[ cnsn Vp(e n) , avec ~ n . 

n=O 

Une telle s6rie converge dans un disque strictement plus grand que le 

disque unit6. 

COROLLAIRE 2. __Si ru = 0, la fonction s ~-~ ~K(1 - s, 1 - u) est m6romor- 

phe (au sens strict) dans un disque strictement plus srand que le disque 

unit6; si elle n'est pas holomorphe, elle a pour unique pSle le point 

s = 0, et e'est un pSle simple. 

Cela se d6montre de la m@me mani6re, en tenant compte du d6nominateur 

(1 + T) r - 1 = u rs - 1, o~ u est un g6n6rateur topologique de U 1 (resp. 

de U 2 sip = 2); on v6rifie en effet que u rs - 1 peut s'6crire sous la 

forme s/¢(s), o[ ~ est une s6rie de Taylor convergeant dans un disque 

strietement plus grand que le disque unit6. 

COROLLAIRE 3. Soient a e t b des entiers positifs. On suppose que a 

esr pair ~ 2, ra ~ 0 (mod.(p-1)), et b ~ 0 (mod.(p-1)). Les diff6ren- 

ces successives 6 n de la suite a n : ~K,S(1 - a -nb) satisfont alors 

aux consruences 

n -i 
a n s 0 (mod.p n) __et i=1~ CinSi p ~ 0 (mod.nIZp), cf. n ° 4.4. 

(Le fait que a n e 0 (mod.p n) est une g6n6ralisation des congruences 

de Kummer.) 

Vu le th.20, on a a n = ~(1 - a - nb, 1 - a). Le corollaire r6sulte 

de i~, et des ths.21 et 14. 

5.4. Compl6ment : calcul de ~(1 - k, 1 - u) pour k entier ~ 1 

On suppose u pair et p ~ 2. Le cas o~ k ~ u (mod.(p-1)) est r6g16 

par le th.20 : on a ~(1 - k, 1 - u) = ~K,S(1 - k). On va voir qu'il Y 

a un r6sultat analogue dans le cas g6n6ral, la fonction z~ta 6tant rem- 

plac6e par une fonetion L. 
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De fagon plus pr6cise, soit e un homomorphisme de (Z/pZ) ~ dans C ~ tel 

que e(-1) = (-1) k. Si a est un id6al premier ~ p, posons ~K(a) : e(Na); 

la fonction c K d6finit un caract6re du corps de nombres K; l'ensemble 

des id6aux premiers o~ ce caract6re est ramifi6 est un sous-ensemble S 

de S. Nous aurons besoin de la fonction L(s,e K) de eK' ainsi que de la 

fonction Ls(S , e K) d6duite de L(s, e K) par suppression des facteurs non 

premiers ~ p; on a : 

Ls(s, e K) = ~ (1 - eK(P)Np-S)-i 
p e S 

= L(s, e K) ~ (1 - cK(P)Np-S). 
p e S-S 

Choisissons maintenant un plongement o du corps Q(~p_l )dans Qp, cf. 

n ° 3.4, de sorte que c devient x~ ~ x ~, avec ~ e Z/(p-1)Z. 

SK )o THEOREME 22. On a LS(1 - k, = ~K(1 - k, 1 - u), o_~ u = k + ~. 

(Pour u, k et o donn6s, il existe un set un seul tel que u : k + e; 

le th.22 fournit done bien un proc6d6 de calcul de ~(1 - k, 1 - u).) 

Consid6rons la s6rie fk,e donn6e par : 

ao(fk, e) = 2 -r LS(1 - k, eK) , 

an(fk, e) = [ eK(a) Na k-l, n ~ 1, 
x,~ 

o~ la sommation porte comme ci-dessus sur les (x, a), avec a premier 

p, x e d-la, x >> 0 et Tr(x) = n. La s6rie fk,e est une forme modu- 

laire sur Fo(p) de type (rk, r) au sens dun ° 3.4, cf. Appendiee, Exem- 

ple 3). D'apr6s le th.12 dun ° 3.4, il en r6sulte que la s6rie p-adique 

fo est une forme modulaire p-adique de poids rk + r~. Or, sin ~ 1, 
k,g 

on a 
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an(f ~ ~) = [ eK(a)° (Na) k-I = [ ~(Na) ~ (Na) k-1 
x~a x~a 

(Na) k+e-1 : : an(gk+ ) , cf. n ° 5.3. 
x~a 

Comme gk+a et fo ont m@me poids, et que ce poids est non nul, les for- 
k,g 

o On a done mules ci-dessus entra~nent gk+~ = fk,e" 

2 -r LS(1 - k, EK)O = ao(f~, ~) : a o(gk+ ) = 2-r~K(1 - k- e), 

d'o~ le th6or~me. 

Rem~rque 

Ii r6sulte de i'6quation fonetionnelle des s6ries L que l'on a 

L(I - k, e K) ~ 0. Vu la formule liant Let L S on en conclut que 

%~(1 - k, 1 - u) est nul si et seulement si k : 1 et s'il existe 

p E S - S e tel que eK(p) = 1. (L'existence d'un tel z@ro pour ~K m'a 

6t6 sugg6r6e par J.Coates - voir aussi [4], th.l.1.) 

5.5. Compl~ment : une propri6t6 de p6riodicit@ de ~K 

On suppose p ~ 2. Soit K(pp) le corps obtenu en adjoignant ~ K les 

raeines p-i~mes de l'unit6, et posons b = [K(pp) : K]. Du fait que K 

est r~el, best pair, et divise p-l. 

THEOREME 23. On a ~ (1 - s, I - u) = ~ (I - s, I - u') si u' s u 

(mod.b). 

Notons Yb le sous-groupe de Z/(p-I)Z engendr6 par b, et identifions 

Yb ~ un sous-groupe de X. Ii s'agit de prouver que ~(I - k) = ~(1-k') 

si k' s k (mod.Yb). 

Si a est un id~ai de K premier ~ p, on v~rifie (soit directement, soit 

par la th6orie du corps de classes) que Na b s I (mod.p), i.e. que w(Na) 

appartient au noyau de z ~-~ z b dans (Z/pZ) ~. II en r~sulte que, si 

k' s k (mod.Yb) , on a (Na) k' (Na) k, d'o~ an(gk,) = an(g ) pour n ~ I. 

On a d'autre part p - 1 = ab, o~ a est le degr6 du corps K n Q(~p); il 
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en r~sulte que a divise r : [K:Q], et, sit e Yb' on art : 0. Les s~r- 

ies gk et gk' ont donc m~me poids rk. Vu les formules ci-dessus, on a 

donc gk = gk'' d'o~ le th~or~me. 

Remarque 

Notons Q(~) le corps engendr~ sur Q par toutes les racines pn-i~mes 

de l'unit~ (n : 1,2, ) Le degr~ de K N Q(~) est de la forme a pm 

avec m > 0. On peut montrer (par un argument analogue ~ celui du th.23) 

que, pour tout u, la fonction 

s ~-~ ~K(1 - s, 1 - u) 

appartient au corps des fractions de Zp[[Tm]] , o~ T m 

Si ru ~ 0, cette fonction appartient m~me ~ Zp[[Tm]] . 

m 

: (I + T) p - i. 

5.6. questions 

I) Comportement de ~(1 - s, 1 - u) pour s = 0 

d'abord ru ~ 0, de sorte que ~(i - s, 1 - u) est d~fini Supposons 

en s = 0. Peut-on calcuier ce nombre (en termes de logarithmes p- 

adiques d'unit~s de K(~p), par exemple) ? C'est le eas lorsque K est 

ab~lien sur Q, en vertu d'un r~sultat de Leopoldt ([11], §5). 

Lorsque ru = 0, on aimerait savoir sis : 0 est effectivement un p61e. 

II para[t probable que ce n'est le casque si au : 0, o~ a est le degr~ 

de K A Q(~p)~ cf. n ° 5.5; cela r~sulterait en tout cas des conjectures 

faites dans [19] ~ n ° 3.7 et dans [4]. 

Lorsque au = 0 (ou u : 0, cela revient au m~me d'apr~s le th.23), on 

esp~rer que le r~sidu de ~(1 - s, 1 - u) en s : 0 est li~ au r~gu- peut 

iateur p-adique de K par la m~me formule que dans le cas ab~lien ([ ii] , 

loc.cit.); en outre, on devrait pouvoir remplacer le d~nominateur 
m 

(i + T) r - 1 du th.21 par (I + T) p - 1, o~ pm est la plus grande puis- 

sance de p divisant le degr~ de K A Q(B), cf. n ° 5.5. 
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2) G6n6ralisations 

Le eas trait6 ieiest seulement eelui des fonctions z@ta. Ii y a cer- 

tainement des r6sultats analogues pour les fonetions L (ab61iennes 

d'abord, puis non ab61iennes). Ii devrait @tre possible de les d6montrer 

en utilisant des formes modulaires p-adiques sur d'autres groupes que 

SL2(Z), cf. Katz [12]. Pour obtenir des r6sultats vraiment satisfaisants 

(eten particulier pour se d6barrasser des p61es parasites, cf. ci-des- 

sus), il sere sans doute n6cessaire de travailler sur le groupe modulaire 

du corps K (et non plus de Q), i.e. d'utiliser les fonctions 

Fk(U, Zl,... , z r) et non pas seulement les fonetions d'une variable ob- 

tenues en faisant z I = ... = z r. Le groupe Z ~ (ou son sous-groupe U 1) 
P 

serait remplac6 par le groupe de Galois G d'une certaine extension 

ab61ienne de K (non n6cessairement cyclotomique); l'espace X serait rem- 

plac6 par l'espace des caract6res p-adiques de G, et l'alg6bre A par 

Zp[ [ G] ] . 

3) Relations avec la th6orie d'Iwasawa 

Du point de vue d@velopp6 dens [10], [11], les 616ments de A apparais- 

sent, non pas comme des fonctions, mais comme des relations entre 616- 

ments de certains modules galoisiens. Pour un corps K ab61ien sur Q, on 

a des relations canoniques, les "relations de Stickelberger" qui con- 

duisent aux fonetions z&ta et L p-adiques (Iwasawa [10]). Dens le cas 

g6n6ral, on ne dispose que de relations d6finies ~ multiplication par 

un 616ment inversible pr6s (ce qui permet de parler de leurs z6ros, ef. 

Coates-Lichtenbaum [4]). Ii est probable que ees relations (ou fonc- 

tions) sont essentiellement les m@mes que celles eonsid6r6es ici; il 

serait int6ressant de le d6montrer. 

4) Corps non totalement r6e!s 

Si K n'est pas totalement r6el, on a ~K(1 - n) = 0 pour tout entier 

n > 2; ce fair pourrait laisser croire que K ne poss6de pas de fonction 

z@ta p-adique "int6ressante". Cependant, pour K = 9(i), Hurwitz [9] a 

d6fini des nombres rationnels qui jouissent de propri6t6s analogues 
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celles des nombres de Bernoulli; les r6sultats de Hurwitz, ainsi que 

d'autres plus r6eents ([5] ~ [17]), laissent penser que les nombres en 

question eonduisent, eux aussi, ~ des fonctions analytiques p-adiques. 

Peut-~tre existe-t-il, plus g6n6ralement, une th6orie p-adique des fono- 

tions L ~ Gr~ssencharaktere de type (Ao) , au sens de Weil [ 28] ? 

Appendice 

S6ries d'Eisenstein de niveau f 

Notations 

On se donne un id6al f ~ 0 de OK, le conducteur. 

ble des diviseurs premiers de f, et l'on 6crit 

On note Sf l'ensem- 

f : N pf(P), avec f(p) > 1. 

pesf 

Si ~ e K ~, on dit que a est con~ru ~ i (mod.f), et on ~erit ~ ~ I 

(mod?f), si Vp(a - 1) > f(p) pour tout p e Sf, o~ Vp d6signe la valuation 

discr6te attach6e ~ p. 

Soient aet b deux id6aux fractionnaires de K, premiers ~ f. On dit 

que aet b appartiennent ~ la m@me classe (mod.f) s'il existe ~ e K ~, 

>> 0, ~ ~ 1 (mod~f), tel que a soit le produit de b par l'id6al 

principal (~). Le groupe des classes d'id6aux (mod.f) sera not6 Cf; 

e'est un groupe fini. 

Fonction z@ta d'une classe 

Soit c e Cf. On lui associe la fonction z~ta "partielle" 

CK,c(S) : [ Na -s, 
a 6 c 
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o~ la sommation porte sur tousles id6aux de O K appartenant ~ la classe 

c. Cette fonction se prolonge en une fonction m6romorphe dans tout C~ 

et ses valeurs aux entiers n6gatifs sont des hombres rationnels (Siegel 

[26], p.19). 

Plus g~n~ralement, soit I une fonction sur Cf ~ valeurs complexes; on 

identifie I de fagon ~vidente ~ une fonction sur les id~aux fraction- 

naires premiers ~ f. On pose 

{K,ICs) : [ l(c) ~K,c = (a [ l(a)Na-S' 
c e cf , f ) : l  

!ci encore, cette fonction se prolonge ~ tout C; ses valeurs aux en- 

tiers n@gatifs sont des combinaisons Q-lin6aires des l(c). (Ii y a par- 

fois int6r~t ~ consid6rer des fonctions I ~ valeurs, non plus dans C, 

mais dans une Q-aig~bre E - par exemple un corps p-adique - et ~ d6finir 

~K,k(1 - k) • E comme la somme des l(c) ~K,c(1 - k).) 

Nous dirons que Iest paire si 

l((~)a) = ~(a) pour tout aet tout ~ ~ 1 (mod~f), 

et que Iest ~ si 

~((~)a) = sgn(N~)l(a) pour tout a e t  tout ~ ~ 1 (mod~f). 

Forme modulaire d~finie par une foncti9 n 

On se donne un entier k > I, et une fonction I sur Cf comme ci-dessus. 

On suppose que Iet k ont m~me parit6; on exclut les cas (k = 1, f = O K ) 

et (k = 2, r : i, f = OK) , cf. [ 19], p.48. 

On associe ~ k,l la s6rie formelle Gk,l = n=O~ an(Gk,l)q n d6finie par : 

ao(Gk,l) = 2-r ~K,l(l - k) 

an(Gk, ~) : [ k(a) Na k-I n > i 
x , a  

o~ la sommation porte sur les couples (x,a) tels que a soit un ideal de 

O K premier ~ f, x e d-la , x >> 0 et Tr(x) = n 
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Soit d'autre part f le g~n~rateur > 0 de l'id~al f n Z de Z. Notons 

~) telles que y Fo(f) le sous-groupe de SL2(Z) form~ des matrices (y 0 

(mod.f) et Fl(f) le sous-groupe de Fo(f) form~ des matrices (~ ~) telles ' 

que ~ ~ ~ ~ 1 (mod.f). 

THEOREME 24 (Kloosterman-Siegel). 

(i) La s~rie Gk, l d~finie ci-dessus est une forme modulaire de poids 

rk sur Fl(f). 

(ii) Si ($ ~) appartient ~ Fo(f) , °n a 

Gk,lJrk (~ ~) : Gk,16 y 

o_~ 16 est d~finie par la formule 16(a) = sgn(6) rk l((6)a). 

Remarque 

La d~finition de 16 peut aussi se presenter de la mani~re suivante : 

on a un homomorphisme naturel p : (Z/fZ) ~ ~ Cf obtenu en associant ~ un 

~l~ment ~ 6 (Z/fZ) ~ l'id~al principal (x) engendr~ par un ~l~ment posi- 

tif x de ~. Comme 6 est inversible mod.f, on peut done parler de 

p(6) e Cf, et la d~finition de 16 donn~e ci-dessus ~quivaut simplement 

16(c) : l(p(B)c) pour tout c e Cf. 

Exemples 

1) Prenons f = (1), I = 1, et k pair > 2 (resp. > 4 sir = 2). La 

s~rie Gk, l n'est autre que la s~rie gk dun ° 5.2; comme f = 1, on en 

d~duit que gk est une forme modulaire sur le groupe SL2(Z) : on retrouve 

le th.19. 

2) Prenons f = (p), I : 1 et k pair ~ 2. On a f = p. La s~rie Gk, I 

est ~gale ~ la s~rie g~ dun ° 5.2. Comme 16 = I pour tout 6 premier 

p, on en d~duit que g~ est une forme modulaire sur Fo(P). 

3) Les notations ~tant celles dun ° 5.4, prenons f = (p), et choisis- 

sons pour I la fonction a ~ gK(a) = e(Na); prenons k > 1 tel que 
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e(-1) : (-1) k, ce qui assure que k et ~ ont mgme parit6. La s6rie Gk, ~ 

co[ncide avec la s6rie fk,e introduite dans la d6monstration du th.22 

dun ° 5.4. Comme on a 16 = s(~)rl, on en d6duit que fk,s est une forme 

modulaire de type (rk, e r) sur F (p). 
o 

D6monstration du th.24 

Je me bornerai ~ indiquer comment on le d6duit des r6sultats de Siegel 

[26]. Choisissons des repr6sentants bl,...,b h des 616ments de Cf, et 

posons a i : bid-if-1. A chaque ai, Siegel attache une certaine forme 

modulaire ¢i = Ca.' cf. [26], p.48, formule (98). Posons : 
1 

h 

i:1 

D'apr~s [26], p.49, ¢~ est une forme modulaire de poids rk sur un cer- 

tain sous-groupe de congruence de SL2(Z). Son terms constant (avec les 

notations de [26], loc.cit.) est 

ao(¢l) = [ k(bi)Qk(a i) = CK,I(1 - k), 
i 

cf. [26] ~ p.48 et 19. 

D'autre part, un calcul sans grande difficult6, bas6 sur les formules 

(101) de [26], p.48, montre que l'on a 

an(¢k) = 2 r an(Gk, ~) pour n > 1. 

On en d~duit que Gk, ~ : 2-r¢~. 

Si maintenant M = (~ ~) est un 616ment de F (f), on v6rifie facilement 
y o 

que ¢~alM = sgn(B) rk ~a" Or, on peut 6crire 

¢1 : [ k(6bi)¢6a.' 
l i 

puisque les 6b i sont des repr6sentants de Cf. On en d6duit : 

CxlM : sgn(6)rk l ~ X(Bbi) ~a.1 : ~X6' ce qui 6tablit (i) et (ii). 
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