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Introduction

Soient K un corps de nombres algébriques totalement réel, et gy sa fonc-
tion z&ta. D'aprés un théoréme de Siegel [ 24}, ;K(l ~ k) est un nombre
rationnel si k est entier =2 1; il est # 0 si k est pair. Lorsque K est
abélien sur Q, on peut écrire ce nombre comme produit de "nombres de

Bernoulli généralisés™"

EK(l - k) =1 L(x, 2 - k) =1 (-~ bk(x)/k), cf. [ 18],
X X
ou x parcourt 1l'ensemble des caractdres de Q attachés 3 K. Cela permet
de démontrer des propriétés de congruence reliant les cK(l - k) pour di-
verses valeurs de k, et d'en déduire par interpolation une fonction z&ta

p-adigue pour le corps K, au sens de Kubota-Leopoldt (cf. [7], [10],
{11}, [161).

Dans ce qui suit, je me propose d'étendre une partie de ces résultats au
cas d'un corps totalement réel quelconque (non nécessairement abélien
sur Q). La méthode suivie est celle de Klingen [13let Siegel [ 251, [26].

Elle consiste & utiliser le fait que QK(l - k) est le terme constant

d'une certaine forme modulaire sur SLQ(Z) dont les autres termes se cal-
culent par des formules simples (ce sont des combinaisons linéaires d'ex-
ponentielles en k). Tout revient donc 3 transférer les propriétés de ces
termes au terme constant lui-méme. On est amené, pour ce faire, a défi-

nir les "formes modulaires p-adigues", limites de formes modulaires au

sens usuel (sur le groupe SLZ(Z))g de telles formes intervenaient déja,
au moins implicitement, dans les travaux d'Atkin sur les coefficients
c¢(n) de l'invariant medulaire j, cf. [2]. L'étude de ces formes fait

l'objet des §§ 1, 2 et 3; elle repose de fagon essentielle sur le théoréme
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récent de Swinnerton-Dyer [ 27] donnant la structure de l'algébre des
formes modulaires (mod.p). Les principaux résultats sont les suivants

a) Une forme modulaire p-adique a un poids qui est, non plus un entier,
mais un élément d'un certain groupe p-adique X = Zp x Z2/(p - 1)Z, cf.
n®i.4.

b) si

_ n
£= ] a(faq
n=0

est une forme modulaire p-adique de poids # 0, il existe des formules
donnant ao(f) en termes des an(f), n=1, cf. n®2.3.

c) Toute forme modulaire (au sens usuel) sur le groupe To(p) est une
forme modulaire p~adique, cf. §3.

Dans l'application aux fonctions z&ta, on rencontre des familles(fs)de
formes modulaires p-adiques dépendant (ainsi que leur poids) d'un para-
métre p-adique s. L'étude de ces familles fait l'objet du S4. Le cas
le plus important est celui ol les fonctions s+ an(fs)’ n=1, ap-

~

partiennent 3 1l'algdbre d'Iwasawa A du n°4.1; on en déduitr alors des pro-

8

priétés analogues pour la fonction §+> ao(fs), cf. n°° 4.6 et 4.7.

Une fois ces résultats établis, leur application & l'interpolation p-
adique de Ly ne présente pas de difficultés; c'est l'objet du 85, La
fonction z8ta p-adique de K est définie au n° 5.3; ses principales pro-

priétés sont données par les ths. 20, 21, et 22. De nombreuses questions

restent ouvertes; on en trouvera une bréve discussion au n®5.6.
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§1. Formes modulaires p-adiques

1.1. Notations

a) Congruences

La lettre p désigne un nombre premier; on note vp la valuation du corps
p-adique Qp, normée de telle sorte que vp(p) = 13 un élément x de Qp est
dit p-entier s'il appartient & ZP, i.e. si vp(x) > 0.

8i £ = ] anqn € Qp[{q]] est une série formelle en une indéterminée q,

on pose
v_(f) = inf.v_(a_J.
p P n

Ainsi, vp(f) 2 0 signifie que f € Zp[[q]]. Lorsque vp(f) > m, on écrit
aussi f = 0 (mod.pm).

Soit (fi) une suite d'éléments de QP[[q]]. On dit que fi tend vers f
si les coefficients de fi tendent uniformément vers ceux de f, i.e. si

vp(f - fi> - 4 oo,

b} Séries d'Eisenstein

Si k est un entier pair > 2, nous poserons

- T n _ 2niz
G = = by /2k + Z 0p_1(n) q (q = e ),
n=1l
2k 2k 5 n
E, = -6 =1-£& §7 o _.(n) g,
k b, k B & %kt
ol b désigne le k-iéme nombre de Bernoulli et Gk-i(n) = 7 a1 oss
d|n

k =4, Gk et Ek sont des formes modulaires de poids k (relativement au
groupe SLZ(Z))‘
¢) Les séries P,Q,R

On pose, avec Ramanujan,
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P=E,= 1-24]0,(n)q"

n
Q= E, = 1+ 240 ] 0,(n) q

n
R=E; = 1-5047o0.(n)q.

Les séries Q et R engendrent l'algébre graduée des formes modulaires
toute forme modulaire de poids k s'écrit de fagon unique comme polyndme

isobare de poids k en Q et R. Par exemple

3 2
2 LY + R
Eg = Q% E QR, Eyp = 4 691250 » Eqy = QR

"
1

Y =g 1 (1 - qn)2u = 3 T(n)qn.
=1 n=1

La série P n'est pas une forme modulaire au sens habituel. Toutefois
nous démontrerons plus loin (cf. n° 2.1) que c¢'est une "forme modulaire
p-adique" de poids 2.

d) Exemples de congruences

D'aprés Kummer, bk/Zk est p-entier si et seulement si k n'est pas divi-
sible par P - 1; on a alors vp(Gk) = 0. De plus, si k' = k {mod.(p - 133},
on a bk/Zk = bk,/Zk‘ (mod.p); comme la congruence analogue pour Gk-l(n)

est évidente, on en conclut que
Gk = Gk' (mod.p) si k' 2k 20 (mod.(p - 1)).

(Plus généralement, il semble que toute congruence sur les nombres de
Bernoulli puisse &tre étendue en une congruence sur les Gk‘)
Lorsque k, par contre, est divisible par p - 1, le théoréme de Clausen-

von Staudt montre que vp(bk/k) = - 1 - vp(k). On a donc Vp(k/bk) > 1,

dtol

E. =1 (mod.p) si k 0 (mod.(p - 1)),

i
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Plus précisément

1 (mod.p™ &3 X m-1

nt
1}

0 (mod.(p -~ 1)p ) sip # 2

2

1 (mod.2™) &> kx = 0 (mod.2™

]
I

).

m

1.2. L'algdbre des formes modulaires (mod.p)

Si k € Z, notons Mk l'ensemble des formes modulaires

de poids k, dont les coefficients a, sont rationnels et p-entiers. Si

f e Mk’ la réduction f de f modulo D appartient & l'algdbre Fp[{qll des

~

séries formelles & coefficients dans FP = Z/pZ. L'ensemble des séries

ainsi obtenues sera noté ﬁk' On pose
M= 7 M
k’
k€ Z

c'est une sous-algébre de Fp[[q]], appelée algébre des formes modulaires
(mod.p). La structure de M a &té déterminée par Swinnerton-Dyer [27].
Rappelons briévement le résultat (pour plus de détails, voir [ 20] ou

[271)

(i) Le cas p =* 5

On a vu (n°® 1.1) que Ep_1 = 1 (mod.p), autrement dit Ep—l = 1. La
e s . . . P
multiplication par Bp-l applique Mk dans Mk+p~1’ et l'on en déduit des
inclusions
M M1 € ore S Mnp-1y © 00t

Si a € 2/(p~1)Z, notons M®* la réunion des ﬁk’ pour k parcourant a., L'un

des résultats de Swinnerton-Dyer est que M est somme directe des ﬁa,
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pour o € Z/(p~1)Z; en d'autres termes, M est une algébre graduée, de
groupe des degrés Z/(p-1)Z; on a M* = 0 si o est impair, i.e. non divi=~

sible par 2 dans Z/(p-1)Z. De plus, M s'identifie au quotient de l'alge-

bre de polyndmes FP[Q,R] par l'idéal principal engendré par A -1, on

K(Q,R) est le polyndme isobare de poids p - 1 obtenu par réduction

£

{mod.p) & partir du polyndme A tel que E = A(Q,R). (En termes imagés,

p-1
la relation Ep-l = 1 est "la seule relation" entre formes modulaires
{mod.pJ).)

Cette description de M montre que M (resp. sa sous-algébre M) est
l'algebre affine d'une courbe algébrique Y (resp. Y°) qui est lisse sur

PP; on trouvera une interprétation "géométrique" de Y et de ¥Y° dans [ 20},

p.416-05; notons seulement ici que M et M° sont des anneaux de Dedekind,

puisque Y et ¥Y° sont lisses.

Exemples
- Pour p = 11, on a EP_1 = QR, d'ou
~ ~ 5 _§ 5.5
M= F11{Q,R]/(QR - 1) et M = Fli[Q ,RYI/Z(QTRT - 1),

Les courbes Y = Spec(ﬁ) et Y° = Spec(ﬁ°) sont des courbes de genre O,

~

ayant chacune deux points 3 1'infini, rationnels sur Fll'

3 2
- Pour p = 13, on a Ep - 441 Q + 250 R , dlol

-1 691

~ 3 2 Yo -
M= F IQ,RI/(Q° + 10R® - 11) et M = F,,[Q°].

La courbe Y (resp. Y°) est une courbe de genre 1 (resp. de genre 0),

~

ayant un seul point & 1'infini, rationnel sur F13.

(ii) Le cas p = 2,3

~

On a alors Q = R = 1. On en déduit facilement que M s'identifie i

l'algébre de polyndmes FP[Z], engendrée par la réduction (mod.p) de A.

v jyd ~ japd - A » 1 - . -
On a Mk_2 ¢ M et méme Mk-? = Mk si k n'est pas divisible par 12. On

convient que M° = M,
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1.3. Congruences (mod pm) entre formes modulaires

THéORiME 1. Soit m un entier > 1. Soient f et f' deux formes modulaires

3 coefficients rationnels, de poids k et k' respectivement. On suppose

gue £ # 0 et que
vp(f - f') = vp(f) + m.

On a alors :

k' = k (mod.(p-l)pm-l) gi p =3
k' 2k (mod.2™?) si p= 2.
Quitte & multiplier f par un scalaire, on peut supposer que vp(f) =0,

auquel cas l'hypothése équivaut 3
£'' = £ (mod.p™).

En particulier, les coefficients de f et de f' sont p-entiers, et 1l'on

~

af=7f"#0. si p > 5, on voit gue f et £ appartiennent 3 la méme
composante M de l'algeébre M (cf. n° 1.2), autrement dit, on a k' = k
{mod.(p-1)); la méme congruence subsiste si p = 2 ou 3, puisque k' et k
sont pairs. Le th.1 est donc démontré pour m = 1.

Supposons maintenant m > 2. Soit h = k' - k, Quitte 3 remplacer f'

par

f'E n
(p-U)p

avec n assez grand, on peut supposer que h 2 4, La série d'Eisenstein
Eh est alors une forme modulaire de poids h; comme h est divisible par
p-1, on a Eh =1 (mod.p). Posons r = vp(h) + 1 sip#=>3et

r = vp(h) + 2 sip = 2. Il nous faut montrer que r > m. Supposons gque

r <m. On a f.Eh - f' = £ - f' + f(Eh - 1),



199 Ser-9

Or £ - £' = 0 (mod.p™) et E,-1=20 (mod.p"), cf. n® 1.1. On en con-
dm:wefﬁh—f'zo (md@% et que

-r _ £ty = =D _
P (f.Eh £f'y = p f(Eh 1) (mod.p).

Or, d'aprés le théoréme de Clausen-von Staudt, on a

p_r(Eh - 1) = A¢, oYU ¢ = E oy

n -
_1(n)q , et vp(k) = 0.
La congruence ci-dessus équivaut donec &

f¢ = g (mod.p),

ou g est la forme modulaire A-ip-r(f.E -~ f'), qui est de poids k'.

h
Comme f # 0, cecil peut s'écerire 5 = E/E et montre que $ appartient au
corps des fractions de ﬁ; de plus, E et f ont méme poids (mod.(p-1)); on

en déduit que & appartient au corps des fractions de Me. oOr, on a

¢ - ¢F =y, avec P = P ch*l(n)qn,
(pyn)=1

et on vérifie facilement que

h-1 ¢y o,(ma™, ou 6 =g d/dq (ef. [27]).
n=1

Pour tirer de 13 une contradiction, distinguons deux cas
(i) p = 5.

On a alors
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dlou ¥ € ﬁ°, vu les propriétés de l'opérateur 6 (cf. [20], [271). L'équa-
tion $ - 5 = 5 montre que $ est entier sur ﬁ°, donc appartient a ﬁ°,

puisque M® est intégralement clos; cela contredit le lemme de [ 20],

p.416-11.

(i) p = 2 ou 3.
On a alors @ = K, comme le montrent les congruences donnant T(n) modulo
6. Or M = FP[Z], et l'équation X - xP = % est &videmment irréductible

sur le corps FP(Z). On obtient encore une contradiction.

Remarques

1) Le fait que $ ne puisse pas appartenir au corps des fractions de
Mo peut aussi se démontrer par un argument de filtration, généralisant
celui de [ 201, loc.cit.

2) Il serait intéressant de décrire géométriquement le revé&tement cy-
clique de degré p de la courbe Y° (ou de la courbe Y) défini par 1'équa-

~

tion X - XP = Y.

i.4. Formes modulaires p-adiques

a) Le groupe X

Soit m un entier > 1 (resp. # 2 si p = 2). Posons
X = 2/(p-1p™ 2 = 2/p" 2 x 2/ (p-1)Z i p £ 2
et x =2/2"% si p=o2.

Lorsque m = ¢, les Xm forment de fagon naturelle un systéme projectif

nous désignerons par X la limite projective de ce systéme. On a

Z_ x Z/(p~132 si p # 2
X = lim. X_ = P
A z, si p = 2,

ol ZP est l'anneau des entiers p-adiques. Le groupe X est un groupe de

Lie p~adique compact de dimension 1. L'homomorphisme canonique Z - X
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est injectif; nous l'utiliserons pour identifier Z 3 un sous-groupe dense
de X.

I1 y a souvent intér&t 3 considérer les &léments de X comme des carac-
téres (p-adiques) du groupe Z; des unités p-adiques. De fagon plus pré-
cise, soit VP le groupe des endomorphismes continus de Z;, muni de la
topologie de la convergence uniforme. On vérifie facilement que l'appli-
cation naturelle de Z dans Vp se prolonge en un homomorphisme continu
€ : X~ Vp. Cet homomorphisme est injectif si p = 2, et bijectif si

p# 2, Sik€X, etve ZP’ on note VK 1e transformé de v par 1l'endo-

morphisme €(k) de Zp. $i 1'on écrit k = (s,u), avec s € Zp,

p-1 _

u € Z/(p~-1)Z, et si 1l'on décompose v en v V,s avec vy =letv, = 1
k _ .k k _ us
(mod.p), on a v = ViV, ViV

Un élément k € X est dit pair s'il appartient au sous-groupe 2X, i.e.
si (-1)k = 1. Lorsque p # 2, cela signifie que la seconde composante u
de k est un élément pair de Z/(p-1)Z; lorsque p = 2, cela signifie que
k appartient a 2Z,.

b) Définition des formes modulaires p-adiques

Une forme modulaire p-adigue est une série formelle

- T n
£ nZO anq ’

[374

coefficients a, € QP, possédant la propriété suivante

~

(%) Il existe une suite fi de formes modulaires 3 coefficients ration-

nels, de poids ki’ telle que lim.fi = f.

(Rappelons, cf. n® 1.1, que lim.fi = f signifie que vp(fi - £} tends
vers + «, i.e. que les coefficients des fi tendent uniformément vers ceux

de f.)

Remarque. La définition ci-dessus est la définition originale donnée
dans [21]. On en trouvera une interprétation '"géométrique" (ainsi qu’'une

généralisation) dans le texte de Katz [12].
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c) Poids d'une forme modulaire p-adique

A
THEOREME 2. Soit f une forme modulaire p-adique # 0, et soit (fi) une

suite de formes modulaires de poids (ki)’ 3 coefficients rationnels,

ayant pour limite f. Les ki ont alors une limite dans le groupe
X

= lim. X_j; cette limite dépend de f, mais pas de la suite (f.) choisie.
- m 1 Planteleonondhothort

Par hypothése, on a Vp(fi - fj) -+ + %3 d'autre part, les vp(fi) sont
égaux & vp(f) pour i assez grand. En appliquant le th.1, on en déduit
que, pour tout m 2 1, l'image de la suite ki dans Xm est stationnaire;
cela signifie que les ki ont une limite k dans X. Le fait que cette
limite ne dépende pas de la suite choisie est immédiat.

La limite k des ki est appelée le poids de f; c'est un &lément pair de
X. On convient que 0 est de poids k, gquel que soit k € 2X. Avec cette
convention, les formes modulaires p-adiques de poids donné forment un
Qp—espace vectoriel (et méme un espace de Banach p-adique pour la norme
définie par vp).

Si des formes modulaires p-adiques fi’ de poids ki € 2X, tendent vers
une série formelle f, celle-ci est une forme modulaire p-adique. De
plus, si f # 0, les ki ont une limite k dans X, et f est de poids k;
cela se déduit du th.2, en approchant les fi par des formes modulaires

au sens usuel.

Exemple. Si p = 2,3,5, ona Q £ 1 {mod.p), d'ob

m
= 1im.Q¥ - 1,

m = <

P =

ce qui montre que 1/Q est modulaire p-adique, de méme que la série
1/3 = AXQ3, qui est de poids 0. Il n'est d'ailleurs pas difficile de
démontrer que (pour p = 2,3,5) une série f est modulaire p-adique de

poids 0 si et seulement si elle s'écrit sous la forme
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€ [ ' = i
avec bn Qp et vp(bn) + + =, et l'on a alors vp(f) 1nf.vp(bn).
Plus généralement, on aurait pu définir 1l'algébre des formes modulaires
p-adiques de poids 0 comme l'algébre "de Tate" de la droite projective
privée des disques ouverts de rayon 1 centrés aux valeurs "supersingu-

liéres™ de j; c'est le point de vue adopté par Katz [12].

1.5. Premiéres propriétés des formes modulaires p-adigues

Si f est une forme modulaire p-adique, on a vp(f) £ - =, i.e. il existe
une puissance pN de p telle gque pr € ZP[[q]]; cela résulte de la défini-
tion, et du fait analogue pour les formes modulaires usuelles. De plus,

le th.1 reste valable

’ -
THEOREME 1'. Soit m un entier > 1. Soient f et f' deux formes modulaires

p-adiques, non nulles, de poids k, k' € X respectivement. Si

(f - £*') 2 (f) +
vp ) vp m,

k et k' ont méme image dans Xm.

On écrit f (resp. f') comme limite de formes modulaires usuelles fi

(resp. fi) de poids L3 {resp. ki). Pour i assez grand, on a
v _(f.) = (£f) = (£%)= v _(f})
pi’ T Up vplfh)= vplf
- £ i
et vp(fi fi) > vp(f) + i,
ce qui, d'aprés le th.1, montre gque ki et ki ont méme image dans Xm; le

théoréme en résulte.

COROCLLAIRE 1. Soit f = ay +ta gt ...t anqn + ... une forme modulaire

p-adique de poids k € X. Soit m un entier = 0 tel gue 1'image de k dans

Xm+1 soit # 0. On a alors
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(En d'autres termes, si les a, sont p-entiers pour n > 1, il en est de

" m
méme de p ao.)

Si a, = 0, il n'y a rien 3 démontrer. Sinon, la fonction constante

fr o= a, est de poids 0, et l'on a

v (f -~ £') = inf. v_(a ).
P n>1 P D

Comme les poids de f et f' ont des images différentes dans X le th.1'

m+1?
montre que vp(f) +m+ 1> vp(f - £'), d'ol le résultat cherché puisque

Vp(ao) > vp(f).

Remarque. Lorsque k n'est pas divisible par p-1, i.e. n'appartient
pas au sous-groupe Zp de X, on peut prendre m = 0 dans le corocllaire
précédent, et l'on en déduit que, si les a  sont p-entiers pour n = 1,
il en est de méme de ag

COROLLAIRE 2. Soit

une suite de formes modulaires p-adiques, de poids k(l). Supposons gue

(a)} les aél), n 2 1, tendent uniformément vers des a, € Qp;

(b) les k(l) tendent dans X vers une limite k # 0.
(i)
o

Alors les a

ont une limite a, € Qp, et la série

n
f=za + a + ... + a L
[¢] 1q nq

est une forme modulaire p-adique de poids k.

Vu 1'hypothdse lim.k‘1’ # o

(i)

, on peut supposer qu'il existe un entier
m tel que tous les k aient une méme image non nulle dans Xm. D'autre
part, vu (a), il existe t € Z tel que vp(aéi)) > t pour tout n = 1, et
tout i. D'aprés le cor.1, on‘a donc vp(aéi)) > t - m pour tout i. Les

aél) forment donc une partie relativement compacte de Qp. Si (ij) est
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(i:)
une suite extraite de (i) telle que a, ] converge vers un élément a  de

la séri
Qp s ie

(i)

= 14 - n
f = lim.f Ta,taq+ ... taqg o+ ...

est évidemment modulaire p-adique de poids k. De plus, si (i%) est une
. . (i
autre suite extraite de (i) telle que a, 3 converge vers aé, la série

fr = aé ta;q ot ... 4 anqn + ... est également modulaire p-adique de

poids k, et il en est de méme de f - f' = a, - aé. Comme a, - aé est

aussi de poids 0, ce n'est possible que si a, = aé. Ainsi, a, ne dépend
(i)
o)

pas du choix de la suite (ij), ce qui montre bien que a est une suite

convergente.

1.6. Exemple : séries d'Eisenstein p-adiques

Soit k € X. Si n est un entier > 1, nous noterons o;_l(n) l'entier p-

adique défini par
(n) =} gk 1,

la somme étant étendue aux diviseurs positifs d de n qui sont premiers 3

pP. Cela a un sens, puisqu'un tel élément d est une unité p-adique, ainsi
que dk-l, ef. n® 1.4, a).

Supposons maintenant que k soit pair. Choisissons une suite d'entiers
pairs ki 2 4 gui tende vers 1l'infini au sens usuel (ce que nous écrirons

]ki| + = ), et qui tende vers k dans X; c'est évidemment possible. On

a alors

llm'cki-l(n) = 0,_4(n) dans Zp;

en effet d * tend vers 0 si d est divisible par p (puisque Ikil - o0)

1

et tend vers dk- sinon (puisque k; = k dans X). De plus, la convergence
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est uniforme en n. Or les 0y -1{n) sont les coefficients d'indice > 1
i

de la série d'Eisenstein

k.

G = - bk-/Zki + Z
i i n=

ok__l(n)qn,
1 i

et le terme constant de cette série est - b /2ki, qui est égal, comme

1

k
on sait, & %;(1 - ki)' Appliquant alors le cor.2 au th.1', on en déduit

que, si k # 0, les Gk ont une limite G; qui est une forme modulaire p-
i

adique de poids k

~

. c;_l(n)qn, ol

(0]
*
E1]

o
+
ne-1 §
)

1]
(SIS

lim. z(1 - ;).
1. -

oo

n

Il est clair que cette limite ne dépend pas du choix de la suite k;; nous

ltappellerons la série d'Eisenstein p-adique de poids k; son terme con-

stant a, sera noté %c*(l - k), de sorte que l'on a

G, = ig*(l - k) + ] o (n)q" (k € X, k pair # 0).
2 L k-1
n=1
Cela définit une fonction C* sur les éléments impairs de X - {1}; 1le
cor.2 au th.1' montre que cette fonction est continue (en fait, la série

G; elle-m@me dépend continfiment de k). Nous allons voir que ;* est es~

sentiellement la fonction z&ta p-adique de Kubota-Leopoldt [16]. De

facon plus précise:

THEOREME 3. (i) Sip # 2, et si (s,u) est un élément impair # 1 de

X = ZP X Z/{p-1)%Z on a

1 -u

;*(s,u) = Lp(s; © Y,

Qé Lp(s; x) désigne la fonction L p-adique d'un caractére y (Iwasawa

[11), p.29-30) et w désigne le caractére défini dans [11], p.18.

(ii) Si p = 2, et si s est un élément impair # 1 de X = Z,,
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on a g (s) = L,(s5 x°), of. [11], p.29-30.

Notons ' la fonection

l—u)

(s,u) —s Lp(s; w si p # 2

I Lp(s; X°) sip = 2.

Il résulte de [11], loc.cit., que L' est continue, et que

k

(1 - x) = (1-p5Y g1 - si k€23, k> 2.

Si k€ 2X, k # 0, et si (ki) est une suite convergeant vers k comme

ci~dessus, on a

k.-1
21 - k) = limg'(1 - k) = lim.(1 - p T )zl - k).
i = e i = e
ki—l
Mais, comme |k,| tend vers + =, on a lim.(1 - p )y = 1, dfol
i = eo
£'(1 - k) = lim.z(1 - k) = £ (1 - k),
i = oo 1
ce qui démontre bien que 7' = C*.

Exemple

Supposons que p £ 3 (mod.#) et p # 3. Prenons pour k 1'élément

(1,251) de Zp x Z/(p-1)Z. On peut montrer que

c* - %—h(-p) +
n

e~z 8

I &,
1 din
ol h(-p) est le nombre de classes du corps Q(v-p).

Remarques

1) Lorsque k est un entier pair > 2, on vient de voir que
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X1 -1 = (1 -5 it - 1)
c'est la valeur en 1 - k de la fonction z&ta "débarrassée de son p-idme
facteur”. On a en outre

k-1

=6, -p G, v, cf. n° 2.1,

k
2) La fonction z* n'est pas définie au point s = 1 : elle a un pdle
simple en ce point [ 7], [11], [18].
3) Lorsque k est divisible par p-1, on a vp(;”(l - k)) < 0, de sorte

gque la série

oo

* * % 2 *
E = 26,/0 (1~ X) =1+ ——— ] of ()"

k C*(i - k) n=1

; £ 1 {(mod.p). Plus précisément, si

l'image de k dans Xm est nulle, on a

est & coefficients p-entiers, et E

E,L 20 (mod.pm).

En particulier, E; tend vers 1 lorsque k tend vers 0; cela conduit &
*
poser EO = 1.
4) Lorsque k n'est pas divisible par p-1, il est congru mod.(p-1) &

un entier a compris entre 2 et p-3, et l'on a
t*(1 -1 = - b /a (mod.p),

en vertu des congruences de Kummer. En particulier, si p est régulier,

on a c*(l - k) 0 (mod.p), et la fonction C* ne s'annule nulle part.
Par contre, si p est irrégulier, il peut se faire que ¥ (1 - 1) =0

pour certaines valeurs de k; la série G; correspondante est alors '"para-

bolique" : son terme constant est nul.
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§2. Opérateurs de Hecke

2.1. Action de TK’ U, V, 6 sur les formes modulaires p-adigues

Si

est une série formelle 3 coefficients dans Qp’ on pose

oo

FU= ] ad® et £v= ] adP.
n=g P n=0 U

Si £ est un nombre premier # p, et si k € X, on pose

ad

n + zk-l Z 481'1‘
n
n=0

f‘k T2 ® nZO 2ot

Lorsque k est sous-entendu, on écrit f]Tz au lieu de f[k Tpe

THEOREME 4. 81 f est une forme modulaire p-adigue de poids k, il en est

de méme de f|U, f|V et des £l T, (£ premier # p).

< s . n :
Choisissons une suite fi = ¥ a, ;94 de formes modulaires (au sens usu-
?

el), 3 coefficients rationnels, telle que

lim. f. = f.
1

i

Quitte 3 remplacer fi par fiE ;» ©n peut supposer que les poids ks
{(p-D)p

des f, sont tels que |k ,| = <. Pour tout nombre premier £, on sait (cf.
par exemple [3], [22]) que le transformé fiITK de fi par l'opérateur de

Hecke T[ est une forme modulaire de poids ki, donnée par la formule
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kKae=1
_ n i 2n
£50Tg = Tapy,3 0 + 8 Faj,;a.
kil k-1
On a 1im. ¢ =z si & # p (car alors £ est une unité p-adique),
i > oo
k.-1
et lim. £ % =0 si £ = p (puisque |k;] = ). On en conclut que les
i > &=

fi{’l’z tendent vers f}T2 si £ # p, et vers f|U si £ = p; cela montre bien
que les séries fITz et f]U sont des formes modulaires p-adiques, de poids

lim, ki = k. Appliguant ce résultat 3 fi’ on voit que fi[U est modu-
i—)co

laire p-adique de poids ki; comme fiITp est aussi modulaire de poids ki’

1-k.
on en conclut que filv = p l(filTp - fi[U) est modulaire p-adique de

poids ki; comme f|V = 1lim. fi]V, il en résulte bien que f|V est modu-

i > oo
laire p-adique de poids k.
Remargue. On peut également définir les opérateurs de Hecke Tm pour

tout entier m premier 3 p, au moyen des formules usuelles. Ces opéra-

teurs commutent entre eux, commutent 3 U et V, et 1l'on a

TT =TT =T si (myn) = 1,
mn n'm mn
T, T T AR si £ est premier et n > 1,
£ 20 zn+1 Zn—l
Exemples
* _ k=1, % * A%
On a 6. |T, = (1 + &7 )6 et G |U =6
Si k est un entier pair > 2, un calcul immédiat montre gque
¢ -c - e v =c l1- "
kT %k TP k 13 :
On en déduit
. k=1,4=1 _ % k~1.% m{k=~1) %, m
6, = Gk|(1 -p v =G + P kav + u.. + D Gk[V + .
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Pour k = 2, cette formule montre que G, = - P/24 est somme d'une série

2

convergente de formes modulaires p-adiques de poids 2. On en conclut

que P est une forme modulaire p-adique de poids 2.

THEOREME 5. Soit f = ) anqn une forme modulaire p-adique de poids k.

(a) La série

8f = q df/dq = ! n a

est une forme modulaire p-adigue de poids k + 2.

(b) Pour tout h € X, la série

£IR, = ) n a_q
(n,p)=1

est une forme modulaire p-adique de poids k + 2h.

Soit (fi) une suite de formes modulaires, 3 coefficients rationnels,
telle que lim. fi = f, et soit ki le poids de fi. On sait (cf. [20],
[271) que efi = kini/12 + g ol g; est une forme modulaire de poids
ki + 2, Puisque P est modulaire p-adique de poids 2, 11 en résulte que
efi est modulaire p-adique de poids ki + 2, et en passant a la limite

cela montre bien que 8f est modulaire p-adique de poids k + 2.

Choisissons maintenant une suite d'entiers positifs he telle gque

h. - h dans X et Ih.] = .
i i

h.
Vu ce qui précéde, B8 *f est modulaire p-adique de poids k + 2h;. Comme

h.
9 *f tend vers f]Rh lorsque i = *, on voit bien que f[Rh est modulaire

p-adique de poids k + 2h.

Remargue
On a les formules : (8f)[U = po(£f|u), f!RhLU =0,

8(E|V) = plofy|v, (O |, ,, T, = £ 8(F], Tp), £]viR, = 0,
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et (F|R )] T =P (£l TR
h''k+2h "2 k 27 "n
pour tout £ premier # p.
Exemples
Pour h = 0, on a
m
£IR = 1im. o P"VP £ (1 -Uuv) = T a_q”.
o] m = = (n,p)=1
Pour h = (0, E%E) € Zp x Z/(p~1)4, p > 3, on a :

n

m
f|Rh = lim. P71 /2¢ . ) (%) a_ q

m = n

2.2, Une propriété de contraction

Les opérateurs de Hecke Tz et Tp laissent stable l'espace Mk des formes
modulaires de poids k & coefficients p-entiers. Par réduction {(mod.p)
ils opérent donc sur ﬁk; comme Tp = U (mod.p), on en conclut que U

opére sur ﬁk’ donc aussi sur les espaces
(o € Z/(p-1)Z, cf, n® 1.,2).

En fait, U "contracte" les M De facon plus précise, nous allons démon-

"
trer le théoréme suivant, en rapport étroit avec des résultats d'Atkin

[2], Koike [15] et Dwork

THEOREME 6.

(i) 8i k> p + 1, U applique ﬁk dans ﬁk" avee k' < k.

(ii) La restriction de U 3 ﬁp—i est bijective.

Lorsque p = 2 ou 3, on a M= PP[Z], et ﬁk est l'espace des polyndmes

en A& de degré < k/12. Utilisant la formule (gPf)|U = g. (£lU)  (mod.p),
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on vérifie que Zi}U =0 si 1% 0 {(mod.p) et Zi[U = ¥*'? sinon. oOn
en conclut que U applique ﬁk dans ﬁk" avec k' = [k/p], d'ou le théoréme
dans ce cas.

Supposons maintenant p 2 5, Si f est un élément d'un ﬁa, notons w(f)
la filtration de f (cf. [20]1, [27]), i.e. la borne inférieure des k tels
que f € ﬁk'
LEMME 1.

(a) On a w(6f) < w(f) + p+l, et il y a égalité si et seulement si

w(f) £ 0 (mod.p).

(b) On a w(fl) = i w(f) pour tout i > 1.

L'assertion (a) est démontrée dans {27], Lemme 5 et dans {20}, cor.3
au th.5.

Pour prouver (b), on peut supposer f # 0, i.e. w(f) # - =, Ecrivons
alors f comme polyndme isobare F(a,ﬁ) en a,ﬁ, de poids k = w(f). Le
polyndme F n'est pas divisible par le polyndme A du n°® 1.2 ([271, loc.
cit.). Comme A est sans facteur multiple, il en résulte que Fi n'est
pas non plus divisiblé par K, d'old le fait que fi = Fi(a,ﬁ) est de fil~
tration ik,

LEMME 2.
(i) On a w(f|U) < p + (w(£) - 1)/p.

(ii) Si w(f) = p~-1, on a w(f|U) = p-1.

On a 1'identité
(£]VP = £ - eP7Yf  pour tout f e F llqll.
Si 1'on pose k = w(f) et k' = w(f|U), le lemme 1 montre que

w((£)WP)Y = pk' et w(ePTlE) <k + p? - 1.
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On en conclut que pk' < Sup(k, k + pZ - 1) = k + pQ - 1, ce qui démontre
(iy.
Supposons maintenant que k = p-1. Si 1l'on calcule 92f au moyen de la

formule 126 = kP + § (cf. [27] pour la définition de la dérivation 3),
on trouve que 12262f = Qf + 32f, d'ol 92f € ﬁp+3. La filtration h de
82f est donc - «, 4 ou p+3. Dans le premier cas, on aurait 82f = 0,
d'ou ap’if = 0 et f serait égal 3 (f]U)p, ce qui est absurde, puisque la
filtration de f n'est pas divisible par p. Dans le cas h = U4, 8°f se-
rait multiple non nul de Q, ce qui est également absurde puisque son
terme constant est nul., On a donc nécessairement w(62f) = p+3. Appli-

quant le Lemme 1, on en conclut que
w(elezf) = p + 3 + i(p+1) pour 0 < i < p-3.
(Observer que p + 3 + i(p + 1) n'est pas divisible par p si i < p-u.)

En particulier, on a w(eP ley = P+ 34+ (p- 3)(p+1) = p(p - 1), d'ou

w((£|HOP) = p(p~1), et w(£]U)

1

p-1.

Le théoréme 6 est maintenant immédiat. L'assertion (i) résulte du
Lemme 2 (i), compte tenu de ce que p + (k - 1)/p est <k si k > p + 1.
D'autre part, si f est un élément non nul de ﬁp—l’ on a, soit w(f) = 0,
et f est une constante, d'old f|U = f # 0, soit w(f) = p-1 et le Lemme 2
(ii) montre que w(f|U) = p-1, d'ol f|U # 0; ainsi, la restriction de U

a Mp__1 est injective, donc bijective, puisque Mp—l est de dimension finie.

Le th.6 entrafne aussitdt le résultat suivant

COROLLAIRE. Soit « un é€lément pair de Z/{(p-1)Z, p > 5.

~ ~0

(i) On peut décomposer M* de facon unique en M* = 5%e N, de telle

sorte que U soit bijectif sur 3% et localement nilpotent sur N*. On a

5% c ﬁj’ ol j € o est tel que 4 < j < p+1l; en particulier, 5% est de

dimension finie.

(ii) Pour a = 0, ona j =p - 1 3345 = M
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Lorsque p = 2 ou 3, on a une décomposition analogue de M = Fp[z} en

M=35eN , avec S = ﬁo = Pp et N = g.ﬁ; 1'endomorphisme U est 1l'iden-

tité sur §, et est localement nilpotent sur N.

Remarque
Lorsque a # 0, 11 peut se faire que S% soit distinct de ﬁj’ i.e. que
la restriction de U & ﬁj admette 0 pour valeur propre; c'est le cas pour

o =3 =16 et p = 59. On a toutefois S = ﬁj dans chacun des cas sui=~

o = 2, j = p+l; les seules valeurs propres de U sur ﬁp+1 sont en effet
*1, ¢f. n°® 3.3, cor. au th.11.

o = 3 = 4, 6, 8, 10, 1u; ﬁj est alors réduit aux multiples de la sé-
rie d'Eisenstein Ej, et celle-ci est invariante par U.

Pour o = j = 12 (et p # 11), les valeurs propres de U sur ﬁj sont 1
et 1(p). On a donc 5% ¢ ﬁj si et seulement si t(p) = 0 (mod.p);

d'aprés M.Newman, c'est le cas pour p = 2u411.

2.3. Application au calcul de terme constant d'une forme modulaire p-

adigue

Si f est une série formelle en g, nous conviendrons de noter an(f) son
n-idme coefficient; nous dirons que f est parabolique si son terme con-
stant ao(f) est nul.

Soit f une forme modulaire p-adique de poids k € X. Nous allons voir
que, si k £ 0, ao(f) peut se "calculer" en fonction des an(f), n = 1.

Commencons par un cas particulier simple

THfORﬁME 7. S8i f est une forme modulaire p-adique de poids k # 0, et si

Pp=2,3,50u7, 0na

(%) ao(f) =

N

X1 - x¥) lim. a NEIN
n > p

Comme p est régulier, on a C*(l - X) # 0, cf. n® 1.6, et la série 4

Eisenstein p-adique G; a un terme constant # 0. On peut donc écrire f
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comme somme d'une forme parabolique et d'un multiple de G;. On est ainsi

ES

ramené 3 démontrer le th.7 dans les deux cas suivants

a) f = Gz.
On a alors a (f) = %c*(i - k) et a (f) = G;_l(pn) = 1; la formule est

s P
évidente.

b) f est paraboligue.
On doit prouver que a n(f) tend vers 0. Comme a n(f) = al(fIUn), il

. P p
suffit de prouver

LEMME 3. Si f est parabolique, et p € 7, on a

lim. £{U" = 0.
n -+
Quitte 3 faire une homothétie sur f, on peut supposer que vp(f) = 0,
Soit f la réduction (mod.p) de f, et soit a l'image de k dans Z/(p-1)Z;

ona f € M* Utilisons la décomposition M* = 8% ¢ N* fournie par le
corollaire au th.6. Du fait que p < 7, l'entier j correspondant est
< 8, et % est simplement l'ensemble des multiples de Ek; il en résulte

que N® est 1l'ensemble des &léments paraboliques de M. On a donc f € N,

et il existe un entier m > 1 tel que £|U™ = 0, i.e.

v_(£]u™) > 1.

(£

Appliquons ce résultat & la forme parabolique % flUm. On en déduit qu'il
existe un entier m’ = 1 tel que

m+m?

v_(f|uU y = 2.
p

D'ol, par une récurrence évidente, le fait que vp(f}Un) tend vers 1!

infini avec n, ce qui démontre le lemme (et le th.7).

Remarque

Lorsque p & 11, la formule (%) reste valable pourvu gque l'on ait
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kK =4, 6, 8, 10, 1% (mod.(p - 1)); la démonstration est la méme. Le

cas p = 11, f = A montre qu'une hypothdse sur k est nécessaire.

Nous allons maintenant établir une formule analogue 3 (%), valable

pour tout k divisible par p-1.

THFOREME 8. Il existe un polynéme H en U et les Tl’ d coefficients en=-

tiers, tel gue, pour tout k € X divisible par p-1, on ait :

(i) E;}H = o(k) E:, avec c(k) inversible dans Zp,

(i)  1im. £|H" = 0

n > >

pour toute forme modulaire p-adigue f de poids k qui est paraboligue.

(Noter que H ne dépend pas de k, mais que son action sur f en dépend;
lorsque l'on désire mettre ce fait en évidence, on écrit f}k H au lieu

de f|H.)

COROLLAIRE. Pour toute forme modulaire p-adique f, de poids k # 0, avec

Xk =0 (mod.(p - 1)), on a

(*%) a (f) = %g*(l - 1K) lime e 0O a (£]HD).

n > o

En effet, il suffit de vérifier la formule (%*) lorsque f = E; et lors~-
que f est parabolique; dans le premier cas elle résulte de (i), et dans
le second de (ii).

(On notera que, pour k fixé, al(f|Hn) est combinaison Zp—linéaire des

am(f), m > 1; la formule (*%) donne donc bien un procédé de calcul de

ao(f) en fonction des am(f).}

Démonstration du théoréme 8

Sip=2, 3, 5, 7o0onprend H=1U, c¢f. th.7. On peut donc supposer
que p = 11. Tout revient & construire un polyndme H en U et les TZ’ a
coefficients dans Pp’ tel que

(iy! 1%% = ¢, avec ¢ # 0 dans FP.

(iiy! f'héflﬁ est localement nilpotent sur 1'ensemble P° des &léments
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paraboligues de M,

En effet, si l'on dispose d'un tel ﬁ, on prend pour H un polyndme &
coefficients entiers dont la réduction (mod.p) est égale & H. Comme

* * * k-1,.%
Ek[U = E et Ek]T£ = (1 + &7 DE, on a

*

*
Ek|H = c(k) Ep,

avec c(k) € Zp;

de plus, l'image de c{k} dans Fp est égale 3 ¢, ce qui montre que c(k}
est inversible dans Zp’ d'oll (i). Le fait que (ii)' entraine (ii) se

démontre par l'argument utilisé pour le th.7.

Construction de H

Faisons opérer U et les Tl sur l'espace vectoriel s° = cf. cor.

Moo
au th.6. Ces opérateurs commutent entre eux et respectent la décompo-
sition de Mp—i en Fp & Pp-l’ ou Pp-l

paraboliques. Les valeurs propres de U et TZ sur le sous-espace ﬁo = F

désigne le sous-espace des formes

P
sont respectivement 1 et 1 + L

Par contre

LEMME 4. Il n'existe pas d'élément f # 0 de §p~1 tel que

1

£lu = £ et £|T, = (1 + & OF

pour tout £ premier # p.

En effet, supposons qu'un tel f existe, et écrivons-le f

"
1~ 8
2]
WD

On a par hypothése

a = a_,

pn n )an si n ¥ 0 (mod.d),

i
—~
[y
+
[a)

1

apn )arl -z an/e si n £ 0 (mod.f).

Ces formules permettent de calculer par récurrence a, 3 partir de a .
- * - ’ = e ~
On trouve a, = alo_l(n) = ay Op_z(n), i.e. £ = a, ¢, ol
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¢ = § o__. (mq".
nz1 P72

1

Mais, d'aprés le lemme de [ 20], p.416-11, la série $ n'appartient pas &

~0 . ..
M7; on obtient donc une contradiction.

Le lemme suivant est €lémentaire

LEMME 5. Soient k un corps commutatif, Y un k-espace vectoriel de di-
mension finie, (Ui)i e 1 une famille d'endomorphismes de Y, et (A;). ¢ 1

une famille d'éléments de k. On suppose que les Ui commutent entre eux,

- . s P -
et qu'il n'existe aucun élément y # 0 de Y tel gue Uiy = xiy pour tout

i€ I. Il existe alors un polyndme F € k{(Xi)i c I} tel que

F(UD, ¢ ) =0 et F(O; ¢ ) # 0.

Appliquons ce lemme aux endomorphismes U et TZ de l'espace Y = ﬁp-i’

et aux scalaires 1 et 1 + 2'1, cf. lemme %. On en déduit l'existence

d'un polyndme F en U et les Tz dont la restriction 3 P est nulle, et

p-1
qui ne s'annule pas sur Fp' Le polyndme H = U.F répond alors 3 la ques-

tion. En effet, il vérifie évidemment (i)'. D'autre part, on a
P° = P 8 ﬁo, et F est nul sur P -1 tandis que U est localement nil~

P
p-1 P
potent sur NO, cf. cor.au. th.6; comme U et F commutent, il en résulte

que U.F est localement nilpotent sur 50, ce qui aché&ve la démonstration.

Exemples
p<i11 : H=U et c(k) = 1;
Y SO P
p =13 : H=UWU + 5) et c(k) = 6; H = U(T2 - 2) et co(k) = 2 -1
- - _ k-1
p =17 : H = U(T2 + 5) et c(k) = 2 + 6.

Passons maintenant au cas d'un poids non divisible par p-1. Faute de
P

mieux, je me bornerai 3 un théoréme d'existence

Ve
THEOREME 9. Soit k un &lément pair de X, non divisible par p-1. Il ex-

. . ‘22
igste une suite (Am,n)m,n > 1 d'éléments de Zp telle que

a) pour tout n, on a Am . 0 pour m assez grand;
3

b) si l'on pose
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un(f) = Z Xm,n am(f),

on a

(%% ) ao(f) = 1lim. un(f)

n = e

pour toute forme modulaire p-adique f de poids k.

(Précisons que les coefficients Am 0 dépendent du poids k choisi.)
3
Notons M(k) le Qp~espace vectoriel des formes modulaires p-adiques de

poids k.

LEMME 6. Soit Y un sous-espace de dimension finie de M(k). Il existe

des éléments (Xm)m > 1 de Zp’ nuls sauf un nombre fini d'entre eux, tels

que

ao(f) z

He~1 §

Am am(f) pour tout f evy.

m=1

Soit Yo le sous—zp—module de Y formé des éléments f tels que Vp(f) 2 0,
Il est facile de voir que Yo est un Zp-module libre de rang r = dim.V.
Soit fl""’fr une base de Yo' On peut trouver r indices

Mys «+vy M 2 1 tels que

r

det(ami(fj)) Z 0 (mod.p).

Sinon en effet il existerait des cj € Zp’ non tous divisibles par p,

tels que

.) 2 0 {(mod.p) pour tout m > 1;

[
—~
TR 2= 104
(2]
h

T
si 1'on pose f= ] c.f.

le cor.1 au th.1' du n® 1.5 montrerait que vp(f) = 1, contrairement au
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fait que les cj ne sont pas tous divisibles par p. Ceci étant, il est

clair que les formes linéaires ap sesedn forment une base du dual du
i T

Zp—module YO, et comme a, est une forme linéaire sur YO, on peut écrire

a, sous la forme

T
a = ] A, a , avec Ay €2,

d'ol le lemme.

Soit maintenant M(k)o l'ensemble des f € M(k) tels que vp(f) = 0. si
a est l'image de k dans Z/(p-1)Z, on a M(k)o/pM(k)o c M* (il y a méme
égalité), et par suite l'ensemble M(k)o/pM(k)O est dénombrable. Il en

résulte que l'on peut trouver dans M(k) une suite croissante
vV, ¢V, c ... CcV_<cC
n

de Qp-sous—espaces vectoriels de dimensions finies dont la réunion est
dense dans M(k). Pour chacun des Vn’ le lemme 6 montre qu'il existe une
combinaison Zp—iinéaire u, des am(m = 1) telle que ao(f) = un(f) pour
tout £ € V. Comme la famille des u_ est équicontinue, le fait qu'elle
converge vers a_ sur une partie dense de M(k) entraine qu'elle converge

partout, et l'on a donc bien

ao(f) = lim. un(f) pour tout f € M{X).

n " «

Remarques

1) La démonstration ci-dessus peut aussi s'exprimer en disant que le

Zp-module engendré par les am(m 2 1) est faiblement dense dans la boule

unité du dual de l'espace de Banach p-adique M(k).

2) Dans le cas archimédien (i.e. pour les formes modulaires usuelles

-

de poids k > 0), le probléme consistant 3 exprimer ao(f) 3 partir des

~

a,(f), n >1, a une solution trés simple, due d Hecke : on forme la
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série de Dirichlet

0e(s) = ] a (£) n’ %,

on la prolonge en une fonction méromorphe dans €, et 1l'on prend sa valeur

¢f(o) au point s = 0 : clest - ao(f).

§3., TFormes modulaires sur Fo(p)

Le but de ce § est de justifier le principe suivant, bien connu ex-

Périmentalement : toute forme modulaire sur Fo(p) est p-adiquement sur

w

SLZ(Z). La méthode suivie est due & Atkin; elle repose sur les proprié-
tés des coefficients des séries d'Eisenstein. Une autre méthode, basée
sur un théoréme de Deligne ([ 6], §7), est exposée dans Katz [12] et

Koike [ 15].

3.1. Rappels
a) HNotation

Soit f une fonction sur le demi-plan de Poincaré H = {z|Im(z) > 0};

ab
(c d

on définit une fonction f| vy sur H par la formule

soient v = ) une matrice réelle de déterminant > 0, et k un entier;

k/2 k az + b>

(cz + &) > T 3

(f[ky)(z} = det(y) £( .
On a (fiky)!ky’ = flkyy’ et flky = f si vy est une homothétie > 0.

Lorsque k est sous-entendu, on écrit £|y au lieu de f]ky.

b) Formes modulaires sur Fo(p)

Le groupe Fo(p) est défini comme le sous-groupe de SLZ(Z) formé des
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matrices (2 2) telles que ¢ = 0 (mod.p); il est d'indice p + 1 dans

SLQ(Z); il est normalisé dans GL,(Q) par la matrice W = (g -é).

Soit k un entier. Une forme modulaire de poids k sur I (p) est une

fonction holomorphe f sur H telle que

(i) fIkY = f pour tout y € I (p);

(ii) f est holomorphe aux pointeg de Po(p).

En fait, Po(p) n'a que deux pointes, i® et 0, qui sont permutées par
W. La condition (ii) équivaut donc d& la suivante

(ii') Les fonctions f et f]kw ont des développements en gérie

f = HEO anqn, f]kw = Z b_q

_ 2miz
(g = e s a € C, b € c)

gui convergent pour tout z € H (i.e. pour tout q tel que [q]| < 1).

Si f est modulaire, il en est de méme de f|W, et f1w2 = f.
Lorsque k est < 0, ou impair, toute forme modulaire de poids k est

nulle. Dans ce qui suit, nous supposerons donc k pair > 0.

c¢) Trace d'une forme modulaire sur To(p)

Soit f une forme modulaire de poids k sur Foﬁp). Choisissons des rep-

résentants Y15 cees Yp+1 de 1l'espace homogéne Fo(p)\SLQ(Z), et posons
ptl
Te(E) = ] £l vs-
j=1 J

On vérifie immédiatement que Tr(f) ne dépend pas du choix des Yj’ et que
c'est une forme modulaire de poids k sur SLQ(Z); on l'appelle la trace

de f. Nous aurons besoin de gon développement en série

LEMME 7. 8i f =] aq” et f£[,W=7]baq", ona

-k 1-k/2
Te(e) = Jaqt e p P Db = fep (], |u.
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i _ﬁ), 1 <3 <p, et vy = 1.

p+l
Le terme f]ky donne f. Pour calculer les autres termes, posons
p+l

g = f|kw, et écrivons Yj(l < j < p) sous la forme WBj, ol

On choisit pour représentants Yj = (

B: = (1gp jép). On a

J
P P
I flove = 1 gl Bss
:EE RN H T
c'est la fonction
P .
Z > p-k/z Z g(E—i—l).
j=1 P

P
JogEEd) = pigludz).

D'oll le lemme.

Remarques

1) Le calcul ci-dessus s'applique plus généralement aux fonctions
modulaires de poids k, non nécessairement holomorphes; la seule diffé-
rence est que les séries considérées peuvent avoir des exposants néga-

tifs,

»

2) Le lemme 7, appliqué 3 f|k W donne

1-k/2

Tr(f], W) = £l W+ p flu,

ce qui montre que f|U est une forme modulaire de poids k sur Iy (p).

Si de plus f est modulaire sur SL,(Z), on a f|, W = pk/z |V comme on

le voit en écrivant W = (2 —é)(g g) et en remarquant que f est invariant

0"1 [P
par (1 O). D'ou

k/2 1-k/2 £] 1-k/2 fIk

T

Te(f], W) = p £lv + p U=p D
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On a ainsi ramené l'opérateur de Hecke Tp 3 l'opérateur Tr.
3) Supposons k 2 4, Les formes modulaires f de poids k sur Fo(p)
telles que Tr(f) = Tr(f[k W) = 0 ne sont autres que les combinaisons

linéaires des "new forms" d'Atkin-Lehner [3].

d) Propriétés de rationalité et d'intégralité

Soit jp = 3]V la fonction z = j(pz). On sait que le corps des fonc-
tions modulaires (de poids 0) sur Fo(p) est le corps C(J, jp) et que j
et jP sont 1iés par une équation absolument irréductible a coefficients
dans Q. En d'autres termes, la courbe complexe Yc compactifiée de
H/T_(p) provient par extension des scalaires d'une courbe Y définie sur
Q, caractérisée par le fait que son corps des fonctions rationnelles est

Q(3, jp). Si F est un sous-corps de C, on peut donc parler d'une fonction

(ou d'une forme différentielle) sur Y, qui est rationnelle sur F. Ceci

s'applique en particulier aux formes modulaires de poids k, identifiables

3 des formes différentielles de poids k/2 par f +—» f(dq/q)k/z. Comme

j et jP ont des développements en série & coefficients rationnels, on

e . . n :
vérifie facilement qu'une forme modulaire f = } a g est rationnelle sur

F si et seulement si ses coefficients a, appartiennent & F. De plus, le

corps de rationalité de f]w est le méme que celui de f; cela résulte de

ce que l'automorphisme W de Yc est rationnel sur Q.

I1 résulte de ceci que les formes modulaires de poids k sur Fo(p) ont
une base formée de fonctions rationnelles sur Q. En fait, il existe méme

une base formée de fonctions dont les coefficients a, gont entiers; ce

résultat, nettement moins évident, peut se démontrer, soit en utilisant
l'existence d'un modéle de Y sur Z pour lequel q est une uniformisante

& 1'infini (Igusa, Deligne), soit en se ramenant au fait que les valeurs
propres des opérateurs de Hecke sont des entiers algébriques (Shimura
{22], p.85, th.3.52). Une conséquence de ceci est que, si f = Z anqn
est une forme modulaire 3 coefficients rationnels, les dénominateurs

des a, sont bornés. (On notera que, si les coefficients a,  de f sont

entiers, il n'en est pas nécessairement de méme des coefficients b de
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f]k W : les bn sont rationnels, mals peuvent avoir pour dénominateurs

des puissances de p.)

3.2. Passage de Fo(p) 3 SLz(Z)

THEOREME 10. Soit f = 7 anqn une forme modulaire de poids k sur To(p).

Supposons que les coefficients a, soient rationnels. Alors f est une

forme modulaire p-adigue de poids k {(au sens du n® 1.4).

(En d'autres termes, f est limite de formes modulaires £ sur SLZ(Z)
dont les poids km tendent vers k dans l'espace X du n® 1.4.)

Choisissons un entier pair a 2 4, divisible par p-1. Posons

_ _a
a aJa W= Ey P Ealv’

ol E_ est la série d'Eisenstein de poids a, c<f. n® 1.1. Il est clair
que g est une forme modulaire de poids a sur Fo(p), cf. n® 3.1. De

plus

1+a/?2

LEMME 8. On a g = 1 (mod.p) et g|a W =0 (mod.p ).

(Précisons que, dans ces congruences, on considére g et gla W comme
des séries en g, & coefficients rationnels.)
Le fait que g = 1 ({(mod.p) provient de ce que Ea 2 1 (mod.p).

D'autre part, on a

/2 a/?

E_ = p B |V - ED.

a
W~ p 3

a}a

Comme E_ = 1 = EaIV (mod.p), on en déduit bien que g|a W est congru &

1+a/2).

0 (mod.p
Passons maintenant 3 la démonstration du th.10. L'hypothése faite

sur f signifie que f est rationnelle sur Q, et il en est de mé&me de

flk W, cf. n® 3.1. Si m est un entier > 0, la fonction fgpm est une

forme modulaire sur Fo(p), de poids ko= k+ apm, et rationnelle sur Q.
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m
Sa trace fm = Tr(fgp ) est donc une forme modulaire sur SLZ(Z), 3 coef-

ficients rationnels, et de poids km. Comme les km tendent vers k dans
X, le théoréme sera démontré si 1l'on prouve que lim.fm = £, i.e. que
vp(fm - f) tend vers 1'infini avec m. Or cela résulte du lemme plus
précis suivant

m .3
LEMME 9. On a vp(fm -~ £f) = Inf(m + 1 + vp(f), P+ 1+ vp(fIkW) ).

(Noter que, si f # 0, vp(f) et vp(f{k W) sont finis, puisque les

séries f et f|k W ont des coefficients a dénominateurs bornés, cf. n°

3.1.)

m m
Ecrivons f - f sous la forme £, - £gP ) + £(gP - 1). D'aprds le

m
lemme 8, on a g ¥ 1 (mod.p) d'ol gp =1 (mod.pm+1), et
pm
v_(f( - 1)) = + 1+ v _(£).
p -8 m p
D'autre part, le lemme 7 montre que
pm 1-km/2 pm
£ - fg' =p (fg |k W) |u,
m
P m
1Ty - - .
d'ol vp(fm fg™ ) > 1 -k /2 + vp(f]k W) + p vp(g]a W)

en appliquant le lemme 8, on en déduit
™ m m
- > -
vp(fm fgt ) 1 (k + ap )/2 + vp(flk W) + p (1 + a/2)
>p™+ 1+ v (F]_ W) - k/2.
P k
Le lemme 9 résulte de ces formules et de l'inégalité évidente

m m
- - P P
vp(fm f) = Inf(vp(fm fg¥ ), vp(f(g 1)),
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Remarque
Nous avons supposé f holomorphe aux deux pointes i= et 0. Il suffirait

en fait que f soit holomorphe en i» et méromorphe en 0. La démonstration

est la méme que ci-dessus; on remarque que la forme g s'annule en 0,
m
donc que fgp est une forme modulaire pour m assez grand, et l'on a ici
m
encore f = lim.Tr(fgp ).

Ainsi, si l'on pose

on peut appliquer le th.10 3 la fonction £ = 3|U = ] c(pn) qn, qui a
un pdle d'ordre p 3 la pointe 0. On en conclut que j|U est une forme

medulaire p-adigue de poids 0; on retrouve - sous une forme plus faible -

un théoréme de Deligne ([8], §7).

3.3. Réduction (mod.p) des formes de poids 2 sur T,(p)

Le th.10 montre que la réduction (mod.p) d‘'une forme modulaire sur
T (p), & coefficients p-entiers, est une forme modulaire (mod.p) sur
SLz(Z), au sens du n® 1.2. Dans le cas du poids 2, on peut donner un

résultat plus précis

THEOREME 11. On suppose p # 3. Soit f une forme modulaire de poids 2

sur I (p), 38 coefficients rationnels p-entiers.

(a) On a fIz W= - £|U; c'est une forme 3 coefficients p-entiers.

(b) La réduction T de £ (mod.p) appartient & l'espace ﬁp+1 du

n° 1.2.

(¢) Inversement, tout élément de M est réduction (mod.p) d'une

p+1l

forme modulaire de poids 2 sur I' (p), 3 coefficients p-entiers.

(En d'autres termes, il y a identité entre

réduction (mod.p) des formes modulaires de poids 2 sur Fo(p)
et

réduction (mod.p) des formes modulaires de poids p+1 sur SLZ(Z)')
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L'assertion (a) est bien connue (Hecke [8], p.777). On la démontre
en remarquant que toute forme de poids 2 sur SLZ(Z) est nulle, et que
l'on a donec Tr(fl2 W) = 0; or d'aprds le lemme 7, Tr(fl2 W) est égal 3
£, W+ £]U.

Démontrons (b) et (c¢) en supposant d'abord p # 5. Posons

- L(p-1)/2 _ p-1
p-1 " P p¥ T EL 41V
cf. démonstration du th.10. La fonction fg est une forme modulaire de
poids p+1 sur Fo(p), 3 coefficients p-entiers; sa trace Tr(fg) appartient
a Mp+1' De plus, le lemme 9 du n® 3.2, appliqué a m = 0 et k = 2,

montre que vP(Tr(fg) - f) =21, i.e. que
f =z Tr(fg) (mod.p),

d'od f € ﬁp+1’ ce qui démontre (b) pour p > 5. Soit maintenant N le

sous~espace vectoriel de M formé des fonctions telles que f. La di-

p+1

b

mension de N est égale & la dimension de l'espace des formes modulaires
de poids 2 sur Fo(p), i.e. 1 + g(¥) ou g(Y) désigne le genre de la courbe
Y définie par Fo(p). La valeur de g(Y) est bien connue (cf. par exemple
Hecke [8], p.810) : si l'on écrit p = 12a + b, avec b = 1,5,7,11, on a

g(¥Y) =a ~ 1, a, a, a + 1 respectivement. D'autre part, on sait que

[k/12] si k 2 (mod.12)
dim.Mk = (k pair = 0)
1+ [k/12) si k # 2 (mod.12).

Hi

~

On en déduit gque dim.ﬁp*l = 1+ g(¥) = dim.N, d'ol le fait que N = Mp+1,

ce qui démontre (c) dans le cas p » 5.

Reste le cas p = 3. L'espace M, a pour base 5 = 1. D'autre part, on

4
a g(¥) = 0, et les formes de poids 2 sur F0(3) sont simplement les mul-

tiples de la série d'Eisenstein E; = P - 3P|V, cf. Hecke [8], p.817.
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Comme E; =P = 1, les assertions (b) et (c) sont évidentes.

COROLLAIRE, Les valeurs propres de U sur §P+1 sont égales 3 *1.

En effet, le th.11 montre que ?}Uz = ?}wz = T pour tout f € ﬁp+1'

Remarque. Cette démonstration a également été obtenue par Atkin.

Exemples
1) Pour p = 11, 17, 19, le genre de Y est 1. Il existe une unique

forme parabolique de poids 2 sur Fo(p)

- 2 -
fp = agq * a,qt ..., avec a, = 1.

La série de Dirichlet correspondante ) an/nS est essentiellement la fonc-
tion z&ta de Y ([ 22], p.182). D'aprés le th.11, fp est congru (mod.p)
& une forme parabolique de poids 12, 18, 20 sur SL2(Z); on en déduit

les congruences

pel . = 3 g 2
f11 z A {(mod.11); f17 = RA (mod.17); f19 = QA (mod.19).

La premidre de ces congruences peut aussi se déduire de l'identité

fll =q T (1 - qn)2 (1 - qlln)z, cf. [ 22), p.ug.
n=1

2) Pour p = 23, 31, le genre de Y est 2. Le nombre de classes du
corps Q(v-p) est 3. Soit x un caractére d'ordre 3 du groupe des classes

d'idéaux de corps, et posons

g, = 1 x(a) g7" = 9 ;

2 3 6
Na qQ-g° -9  +q + ... (p = 23)
q - q2 - qS - g ot ... (p = 312

la sommation étant é&tendue tous les idéaux entiers a. I1 n'est pas

a
difficile de voir que g, = %(8 - 8,), ol ©

1 2 (resp. 6,) est la série

1 2
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théta associée 3 la forme binaire m? + mn + E%i n? (resp. & la forme
2m2 + mn + E%l nz). I1 en résulte (cf. [8], p.478-u479) que gp est une
forme modulaire de poids 1 sur To(p), de "Nebentypus" au sens de Hecke
(cf. n° 3.4 ci~aprés). Son carré est une forme de poids 2, commengant
par le terme q2. Appliquant le th.11, on en dé&duilt les congruences

2 2 2,2

2 -
€53 = A (mod.23) et 831 = QA (mod.31),

d'ol, en extrayant les racines carrées,

g3 = A (mod.23) et 834 = Q4 (mod.31).
La premidre de ces congruences peut aussi se déduire de 1'identité
23n

(1 - qn)(l -q )3
1

[T =

g23=q
n

elle est due & Wiltonj voir la-dessus [ 27], p.34.

3.4. Formes de "Nebentypus" sur T (p)
On suppose p 2 3. Soit & un caractére (mod.p), i.e. un homomorphisme
du groupe multiplicatif (Z/pZ)* dans C*. Si n est un entier de réduction

mod.p égale & 5, on pose

e{n) =0 si n=20 et e(n) = e(m) sinon.

~

On étend ¢ 3 Fo(p) par

e(y) = et = e si y =

Cela a un sens puisque ad £ 1 (mod.p).

Soit k € 4., Une fonction f sur H est appelée une forme modulaire de
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type (k, €) sur I, (p) si elle est holomorphe sur H et vérifie les deux
conditions
(i) f[ky = e(y)f pour tout vy € I_(p);

(ii) f est holomorphe aux pointes de Fo(p).

7

Lorsque € = 1 ("Haupttypus" de Hecke [8}, p.808), on retrouve la no-
tion de forme modulaire de poids k, au sens du n°® 3.1; le cas € # 1 est
celui appelé "Nebentypus" par Hecke.

Si f # 0, onak#»20, et e(-1) = (—1)k; autrement dit, k est pair si
€{-1) = 1 et impair si e(~1) = -1.

Une telle forme f a un développement en série

nZO ®n qn’

avec a € C. Notons up-l le groupe des racines (p-1)-iémes de 1. Nous

allons voir que, si les a, appartiennent au corps Q{u Y, la série f

p-1
"est" une forme modulaire p-adique (ce qui généralisera le th.10). De

)

fagon plus précise, on sait que p se décompose complétement dans Q(up_1

en idéaux premiers de degré 1

Pys -++s P, avec T = $(p - 1) = [Q(up-l) : Ql.

Choisissons un de ces idéaux premiers, ce qui définit un plongement ©

de Q(up~1) dans le corps p-adique Qp; comme le groupe des racines (p-1)-
iémes de 1'unité de QP g'identifie canoniquement 3 (Z/pZ)* ("représen-

tants multiplicatifs"), on voit que ¢ définit un isomorphisme de u

p-1
sur (Z/pZ)“, et tout isomorphisme est obtenu ainsi (en choisissant con-
venablement pi). En composant e : (Z/pZ)* - “p—l et o : up_1 - (Z/pz)*

on obtient un endomorphisme de (Z/pZ)*, qui est nécessairement de la

forme x v xa, avec o € Z/(p-1)Z. Avec ces notations, on a

THéORﬁME 12. Soit f = Z anqn une forme modulaire de type (k, €) sur

r,(p), telle gue a € Q(up—l) pour tout n. Alors la série




233 Ser-43

£ = Z a’ qn’ 3 coefficients ag € Qp,

est une forme modulaire p-~adique de poids k + a.

~

(Précisons que o est identifié 3 1'élément (0, a) du groupe des poids
X = Zp x Z/(p-1)%, et k + a & (k, k+a). On peut supposer f # 0, d'ol

e(~1) = (—1)k, et il en résulte que k + a est un élément pair de X.)

Lorsque ¢ = 1, f est combinaison Q(up_l)—linéaire de formes modulaires
de poids k (au sens du n°® 3.1) 3 coefficients rationnels, et le th.12
résulte du th.10; nous pouvons donc supposer £ # 1.

Commengons par un cas particulier

LEMME 10. Si k > 1, et e(-1) = (-D¥, 1a série

oo

G(e) = 2L~k &)+ [ (] e dH "
n=1 dln
est une forme modulaire de type (k, €) sur Po(p). Ses coefficients ap-
partiennent 3 Q(up_l), et 1l'on a
o _ ¥
Gk(e) = Gh’

ol G; est la série d'Eisenstein p-adique de poids h = k + o, au_sens du

n® 1.6.

Le fait que Gk(e) soit de type (k, &) résulte de la détermination par
Hecke des séries d'Eisenstein de niveau p (cf. [8], p.u61-486, ainsi que
1'Appendice du §5). De fagon plus précise, avec les notations de [8],
loc.cit., on vérifie que Gk(e) est égale, a un facteur scalaire prés,

3 la fonction

x et 6, (230,X,p)3

)
A € (Z/D8)

ab

. b
e d} = Gk(z;o,dl,p) si (2 d) € Po(p), on en

comme Gk(z;O,A,p)lk (
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a b
c d

montre bien que Gk(e) est de type (k, €). Ses coefficients appartien-

déduit, par un calcul immédiat, que Gk(€)|k ( ) = e(d) Gk(e), ce qui

nent au corps engendré par les valeurs de €, qul est contenu dans
Q(up-i)' Montrons maintenant que Gk(e)O est égale 3 G;.
n-iéme coefficient ai de Gk(s)g est égal 3 ] e(d)? dkni, la sommation

Sin=>1, le

portant sur les diviseurs d de n qui sont premiers 3 p. Ecrivons d dans

QP sous la forme w(d) (d), avec ou(d)p'1 = 1, et (&> = 1 (mod.p), cf.

Iwasawa [11], p.18. On a alors e = w@® = g

, vu la définition de

a. D'ou

ce gui est bien le n-iéme coefficient de G

K+o

;. Dlautre part, L(1 - k, e)°
est égal & =~ bk(wa)/k = Lp(l -k, w ), avec les notations de [ 11],

§83. Vu le th.3 du n° 1.6, on a donc

L1 - k, 99 = £%(1 - k, 1 - k - a) = £°(1 - h)}

le terme constant de Gk(s)0 est égal & celui de el

ne ce qui achéve la

démonstration du lemme.
Revenons maintenant au th.12. Choisissons une suite d'entiers kn > 1

tendant vers o dans X, et tels que kn - o € (p~1)X pour tout n. Posons

ol A, est le terme constant de la série G (et

n
duit fgn est une forme modulaire sur I, (p) de type (k + kn’ 1); il en

), cf. lemme 10. Le pro-

résulte, comme on l'a dit plus haut, que fogi est une forme modulaire

p-adigue de poids k + kn. D'autre part, d'aprés le lemme 10 appliqué &

-1 o _ ¥ 5 _ N
kn et € 7, on a g, = Ehn, ou hn = kn a. Comme hn tend vers 0 dans

X, 11 en résulte que gi tend vers E; = 1, d'ou lim.fcgg = 19, ce qui
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montre que £ est modulaire p-adique de poids k + o = lim.{(k + kn) et

achéve la démonstration.

Remarque
Sous les hypoth&ses du th.12, on peut démontrer que f}k W est de type
(k, s"l), et que ses coefficients appartiennent a Q(up_i); on a

£l W2 = e(-Df.

§4., TFamilles analytiques de formes modulaires p-adiques

4.1. L'algébre d'Iwasawa (p # 2)

a) Notations
Si n > 1, on note Un le sous-groupe de Z; formé des entiers p-adiques

u tels que u = 1 (mod.pn). On sait que
U, = llm.(Ul/Un)

est isomorphe & Zp' $i s € Zp et u € U15 on définit de fagon évidente
u® e Ul’ cef. n® 1.4, al.

On note F l'algébre des fonctions sur Zp’ 3 valeurs dans Zp. 81
u € Ul’ on note fu la fonction s —»u®. Les fu(u € Ul) engendrent un
sous-zp-module L de F, qui est une sous-algdbre. D'aprds le théoréme
d'indépendance des caractéres (Dedekind), les fu forment une base de L,
et l'on peut identifier L & 1l'algébre Zp[Uil du groupe U,. Un élément

de L s'écrit donc, de fagon unique, sous la forme

s 3 f(s) = 1 AU s avec A, € Zp’
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les A, étant presque tous nuls.

b) L'algébre T

On définit T comme l'adhérence de L dans F, pour la topologie de la
convergence uniforme. Notons d'ailleurs que les éléments de L sont
équicontinus : si f €L et n > 0, on a

s = s! (mod.pn) => f(s) = f(s") (mod.pn+1

.
La méme propriété est donc vraie pour L; de plus, sur L, la topologie
de la convergence uniforme coincide avec celle de la convergence simple

sur un sous-espace dense, et cette topologie fait de L un espace compact.

c¢) L'algébre A
. . N o .
C'est l1l'algébre ZP[[Ulll = lim. Zp[Ul/Un], cf. {10}, [11). On sait
qu'elle est isomorphe 3 l'algébre Zp[[T]] des séries formelles en une
indéterminée T. L'isomorphisme s'obtient en choisissant un générateur

topologique u = 1 + 1 de U avec vp(ﬁ) = 1, et en associant 3 1'élément

1,
v 212
fu de Zp[Ull 1'élément 1 + T de Zp{[T}].
L'anneau A est un anneau local régulier de dimension 2; il joue un
r8le essentiel dans les travaux d'Iwasawa sur les classes d'idéaux des

extensions cyclotomiques (le groupe U, intervenant alors comme un groupe

1
de Galois). On notera que A est compact pour la topologie définie par

les puissances de son 1déal maximal; lorsqu'on identifie A & Zp{[T]I,

cette topologie devient celle de la convergence simple des coefficients;

~

le groupe topologique A est donc isomorphe & un produit infini de groupes
Z_.
P

d) Identification de T i A.

Les algdbres L et A contiennent toutes deux L = Zp[U1] comme SOus~

algébre dense. Il s'impose de les comparer

LEMME 11. Il existe un unigue isomorphisme d'algébres topologiques
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dont la restriction 3 ZP[U1] goit 1'identité.

L'unicité de ¢ résulte de ce que Zp[Ul} est dense dans A. Pour en
montrer l'existence, identifions comme ci-dessus A & Zp[[T]] au moyen
du choix d'un générateur topologique u de Uye Sif = )y an'I‘n est un élé-

ment de A, on définit e¢(f) comme la fonction
s> £(u% - 1) = J an(uS -,

ce qui a un sens car w$ - 1=z 0 (mod.p). Il est clair que £ est un
homomorphisme continu de A dans F, et que a(fu) = fu; il en résulte que

€ est 1'identité sur L; par continuité, on a donc e€(A) = L. Le fait que
€ soit injectif est immédiat; comme A est compact, c'est un homéomorphis-

me.

Remarques
1) Dans ce qui suit, nous identifierons A 3 T au moyen de e. Comme
N

on vient de le voir, cela revient 3 passer d'une série en T & une fonc-

tion de s par le "changement de variables"
T=u®-12z=vs + ...+ v's™/nt + e ol v = log(u).

2) Il y a une troisiéme interprétation de A, due 3 B.Mazur, qui est
souvent utile : c'est l'algébre des "distributions™ (ou "mesures") a

valeurs dans Zp sur l'espace U On appelle ainsi toute fonction

1
U > u(U), définie sur les ouverts compacts de Uys simplement additive,
et a valeurs dans ZP; une telle mesure se prolonge par continuité en une

forme linéaire
£ r— JU flu)uu)
1

sur l'espace des fonctions continues sur U, & valeurs dans ZP. Si 1l'on

1

-~

associe 3 y la fonction S+ Jh u® uw,
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on obtient un &lément de A; tout élément de A s'obtient ainsi, de manié&re

unique; les éléments de L correspondent aux mesures discrétes.

e) Zéros d'un élément de A

Tout é&lément £ # 0 de A = Zp[[T]] a une "décomposition de Weierstrass"
canonique
f = p“(TA + atlT)"1 e+ a) WD,
avec A, u =0, vp(ai) # 1, et u inversible dans A. En particulier, le
nombre de zéros de f(s) est fini et < .

Comme application, signalons :

LEMME 12. Soit fl""’f s++» une suite d'éléments de A. On suppose

n

que lim.fn(s) existe pour tout élément s d'une partie infinie S de ZP.

Alors les fn convergent uniformément sur Zp verg une fonction f appar-

tenant 3 A.

Sinon, vu la compacité de A, on pourrait extraire de la suite (fn)
deux suites convergeant vers des éléments distincts f' et f" de A. Lla
fonction f' - f" s'annulerait sur S, donc aurait une infinité de zéros,

5

contrairement 3 ce que l'on vient de voir.

(La famille A se comporte comme une "famille normale” au sens de Mon-

tel.)

4.2. L'algébre d'Iwasawa (p = 2)

P * P .
On définit encore Un comme le sous-groupe de Zp formé des entiers 2-

adiques u tels que u = 1 (mod.2™. On a

z¥ U, = {t1y x U

P 1 2



239 Ser-49

et U2 est isomorphe a Zz; siu € Ui’ on note w(u) sa composante dans
{#1} et (u) sa composante dans U2, cf. [11], p.18.

On définit les algébres L et A au moyen du groupe U, (et non plus du

groupe Ul)‘ De fagon plus précise, L est l'algébre engendrée par les
fonctions fu P S us, avec u € UQ. On montre, comme au n° 4.1, que

1l'adhérence L de L s'identifie & l'algdbre d'Iwasawa
A = 22[[U2]] = lim. ZZ[U2/Un]'

Ici encore, cette algébre est isomorphe & ZQIIT]], l'isomorphisme s'ob-

tenant en choisissant un générateur topologique u de U2 et en associant

3 1'élément fu de ZZ[UZ] 1'élément 1 + T de Z2[[T]], cf. [11], p.69.
Les autres résultats du n® 4.1 se transposent de maniére évidente au

cas p = 2.

4,3, Caractérisation des éléments de A par leurs développements en série

~

Nous allons voir que les fonctions f appartenant & A peuvent &tre

caractérisées comme des séries de Taylor convergentes

f(g) =

e~ 8
]

w

o)

dont les coefficients a, vérifient certaines congruences. Pour écrire
commodément ces congruences, définissons des entiers Cin (1 <1i<m

par l'identité

n .
121 o YT =YY - (Y - 2) ... (Y -0+ 1) =l 4.

On a alors

4 A
THEOREME 18. Pour qu'une fonction f € F appartienne 3 A, il faut et il

suffit qu'il existe des entiers p-adiques b (n = 0,1,...) tels que
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a) f(s) = § bnpnsn/nl pour tout s € Zp,
n=0
n
b) VP(iZ1 e; bs) > vp(n!) pour tout n > 1.

(8i p = 2, on doit modifier a) en remplacant " par )

Remarques
s

1) Comme Cip = 1, la condition b) équivaut 3 dire que chacun des
bn est congru (mod.n!zp) 3 une certaine combinaison Z-linéaire des bj’
j < n.

2) On a
n ' _ R:g .
vp(bnp /nty 2 n vp(n!) P4 np_1 si p # 2
n .
v2(bn4 /n!) = 2n - vz(n!) > n si p = 2.
I1 en résulte que la série entiére donnant f converge dans un disque p-

adique strictement plus grand que le disque unité; a fortiori, elle con-

verge sur Zp, ce qui donne un sens a& aJ.

Démonstration du th.13

Je me borne au cas p # 2; le cas p = 2 esgt analogue.

(i) Le développement
T = vs + ... + v's/n! + ey avec vp(v) = 1,

donné au n° 4.1 montre que T, ainsi que ses puissances, a un dévelop-
pement en série du type a). Par linéarité et passage 3 la limite, on
voit qu'il en est de m&me de toute fonction f de A. De plus les coef-
ficients b = bn(f) de f dépendent continfiment de f. On en conclut que

l'application fr—» (bn(f)) est un isomorphisme du groupe compact A sur

un certain sous-module fermé S, du Zp-module produit § = (ZP)N des suites
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(b ) . Tout revient donc & montrer que §, coincide avec le sous-
n=0

module Sb de S défini par les congruences b).

(ii) Tout élément u de U, s'écrit explpy); avec y € ZP. On en con-

1
clut que
u® = explpys) = § y"p"s™/nt,
n=0
i.e. que bn(fu) = yn. Or la suite (yn) appartient & Sb‘ On a en effet

Te; v =yly - Dty - n+ 1) =0t (),

et l'on sait que (i) est un entier p-adique; cela montre bien que } cinyn

est divisible par n! dans Z_.

by

Par linéarité et passage 3 la limite on conclut de 13 que 8, est con-

~

tenu dans Sy. Il reste a voir que SA est égal 3 Sb; vu ce qui précéde,

~

cela équivaut d dire que les suites de la forme (y"), avec y € Zp, en-
gendrent un sous—zp~module dense de Sb'

(iii) Soit m > 1 et sodent bys «..s b € Zp satisfaisant aux congru-
ences b)) pour n € m. Nous allons montrer qu'il existe f € A tel que
bi(f) = b, pour 0 € i < m, ce qui achévera la démonstration.

On procéde par récurrence sur m, le cas m = 0 étant évident. Vu 1l'hy-
pothése de récurrence, il existe g € A tel que bi(g) = b, pour i<€<m- 13
tout revient & trouver h € A tel que bi(h) = 0 pour i €m~ 1 et
bm(h) s bm - bm(g}. On est donc ramené au cas ou les b. sont nuls pour
i €m-=-1; vu la congruence b) il en résulte que bm est de la forme

m! z, avec z € ZP. On prend alors pour f le mondme z(p/v)me, avec les

notations de (i); il est clair qu'il répond & la question.

COROLLAIRE. Soit f € A, et solent bn les coefficients correspondants.

On a b =b p -1 {mod.p) pour tout n > 1.

En effet, cette congruence est évidente lorsque la suite (bn) est de

la forme (yn), avec y € Zp, et le cas général s'en déduit par linéarité
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et passage a la limite. (Bien entendu, on peut aussi utiliser b).)

Remarque

Signalons une autre propriété de stabilité de l'algébre A

. df . af .
si f €A, ona s €ph si p# 2 et s € YA si p = 2.

2 af _ af
Cela résulte de la formule - v{1l + T)ET'

4,4, Caractérisation des éiéments de A par des propriétés d'interpo-

lation
1 € = =
Soient S50 84 Zp et f € F. Posons a, an(f) f(sO + nsl) pour
n=20, 1, ... et désignons par 60, 61, ey én, +.. les différences suc-
cesgives de la suite (an)
Go = ag 61 =a; - oags 62 =a, - Za1 + ao, .
g i ,n
§ = (-1)" () a .
n 1% i n-1i

THEOREME 14. Posons
h:1+vp(51) si p#2 et h=2+vy(s) si p=2.

8i f €4, ona

a) 8_ =0 (mod.pnh

n ) pour tout n = 0,

n .
b) VP(iZ1 c; 8;P thy 5 Vp(n!) pour tout n = 1.

(On rappelle que c;, est le coefficient de Y' dans le polynbme
Y(Y - )oY = n + 1), cf. n® 4.3.)

Il suffit de considérer le cas ol f(s) = u® avec u € U (resp. avec

1
u € U2 si p = 2); le cas général s'en déduira par linéarité et passage
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3 la limite. On a alors
s ns s s
=y © 1 ., 0 N o
a =u u et 8 =u {u 1.
$1 h
Or u - 1 est de la forme p 'y, avec y € Zp. On a donc vp(&n) # nh, ce
qui prouve a). L'assertion b) provient de ce que
? -ih o i s
izl c;n8;P =u(f e, v) =ulyly - Doy -n+ D)
86y
= ! = 1
n! u (n) = 0 {(mod. n.Zp).
- -nh =
COROLLAIRE. Posons e = 6 p - Onae = ©nap-1 (mod.p) pour tout
n=1.

La démonstration est la méme que celle du corollaire au th.13.

En fait, les congruences de th.14 caractérisent les éléments de 1'al-
gébre d'Iwasawa A. De fagon plus précise, prenons s, =0 et s, = 1,
de sorte que a, = f(n), et que les 6n sont les coefficients d!'interpolia-

tion usuels; on sait (critdre de Mahler, cf. [1]) que, si f est continue,

les Gn tendent vers 0, et gue l'on a

f(s) = g $ (2) pour tout s € ZP.

THfOREME 15. Soit f une fonction continue sur Zp’ 3 valeurs dans Qp’

et soient & = ) (-1)1(?)f(n~i) ses coefficients d'interpolation. Pour

que f appartienne 3 A, il faut et il suffit gue

aj 6n =z 0 (mod.pn) pour tout n > 0,

n .
b)Y wv_( c. &.p° 1) 2 v_(aD) our tout n 2 1.
P iél in°iP P pour’ rout

(si p = 2, on doit remplacer pn par 4" dans a), et p par 4™t dans

b).)
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La nécessité résulte du th.14%. Prouvons la suffisance, en nous bor-
nant au cas p ¥ 2 {le cas p = 2 est analogue). Soit Sb l'ensemble des

suites (bn) d'entiers p-adiques tels que
1
Vp(z Cinbi) = vp(n.) pour tout n = 1.

On a vu au n® 4.2 que les suites de la forme (yn), avec y € Zp, engen-
drent un sous-module dense de Sb pour la topologie produit., Par hypo-

thése, la suite (dnp—n) appartient & S Pour tout entier m on peut

b
donc choisir des éléments ki, y; de Zp’ en nombre fini, tels que

-n _ n
§p = ) Ajy; pour tout n <m.

=
Posons fm(s) = 3 Ai(i + pyi) .

On a fm € A (et méme fm € L); de plus les formules ci-dessus montrent
que les coefficients d'interpolation de fm sont les mémes que ceux de

Y

f jusqu'd l'indice mj; on a donc fm(n) = f(n) pour n €< m, et la suite
(fm) tend vers f pour la topologie de la convergence simple sur l'ensem-
bel N des entiers = 0. Comme N est dense dans Zp, cela entraine que

f = lim.fm, cf. n® 4,1 b), et par suite on a bien f € A.

4,5, Exemple : coefficients des séries d'Eisenstein p-adiques

Considérons la série

* 1, % oy #* n .
G = 58 (1 - k) + nzl 01 (n) q (k € X, k pair # 0)

définie au n® 1.6. Ecrivons k sous la forme k = (s,u), avec

g € ZP, u € Z/{p~1)Z, u pair (si p # 2), s pair (si p = 2).
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Les coefficients de G = &* sont
k S,u

?
* _ 1. %
a (G ) = 50 (1 -8, 1- u)

) = 0;_1(n) = 7 a*? si a1,

dln
(d,pl)=1

Décomposons 1'unité p-adique d en w(d) (d), avec
w(d)P-l = 1, (d) € U1 si p # 2,

w(d) =41, (@Y evu

]
™
el
"
N

2

On a alors

k 1

) = Ja @ ok s T at w@¥a® (o2 1),

On en conclut que, pour u et n fixés (avec n > 1) la fonction

* )

sH— a_ (G
n( S,u

~ >

appartient 3 l'algébre L du n°® 4.1, et a fortiori & son adhérence A,

(Noter que, si u = 0, cette fonction n'est définie que pour s # 0; si

P = 2, elle n'est méme définie que pour s € 2Z s # 0.)

29
On a un résultat analogue, mais beaucoup moins évident, pour le terme

»
constant ao(Gs,u)

THEOREME 16 (Iwasawa).

a) 8i u est un €lément pair # 0 de Z/(p-1)Z, la fonction

*

= 1% 4o -
s,u) = 58 (1-s, 1-w)

s > ao(G

appartient 3 l'algébre A.
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b) Si u = 0, la fonction

(1-s, 1

=N

*
S bomed ao(Gs,u) =

est de la forme T-lg(T), ol g est un élément inversible de A.

os

(Dans Db), on a identifié A 3 ZPIITlls cf. n77 h.1 et L4.2.)

Cet énoncé est simplement une reformulation des principaux résultats
de [10], compte tenu de ce que c*(i-s, 1-u) = Lp(l—s; wu), cf. n® 1.6,

th.3 (i). Voir aussi [11], §6.

Remargues

1) Dans le cas u # 0, le th.16, combiné avec le th.14 a) redonne

les classiques congruences de Kummer (cf. Fresnel [7] et Shiratani [23])};

le th.14 b) donne des congruences supplémentaires, peut-&tre nouvelles.
2) Dans le cas u = 0, le th.16 montre que la fonction
s — ZC*(l—s, 1)-1

appartient 38 A et est divisible par T {elle a un "zéro simple” en T = 0).

Il en résulte que les coefficients an(E: O) de la série
b

* 2 G*

E =
$:0  *(i_g, 1) 890

~

appartiennent &8 A et sont divisibles par T si n > 1.

L.6, TFamilles de formes modulaires p-adiques (poids non divisible par

p -1
Considérons une forme modulaire p-adique fs dépendant d'un paramétre
s € Zp et de poids k(s) € 2X. On suppose que k(s) est de la forme
(rsy, u), avec r € Z et u € %/(p-1)Z indépendants de s. On suppese en
outre gque u est # 0 (ce qui entraine p # 2, 3); le cas u = 0 sera traité

au n® suivant.
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THEOREME 17. Supposons que, pour tout n =2 1, la fonction s+ an(fs)

~

appartienne 3 l'algébre d'Iwasawa A. Il en est alors de méme de la

fonction s s ao(fs).

de poids -rs,

. Lo - . . . *
Nous allons utiliser la série d'Eisenstein p-adigue E s

normalisée de telle sorte que son terme constant soit 1, cf. n® 1.6.

Ecrivons~la sous la forme

X =]

n =
s T e (s)g", avec eo(s) = 1.

0

On a vu au n° précédent que les coefficients de E: appartiennent a Aj;
il en est donc de mé&me des en(s); on a de plus en(O) = 0 sin > 1 puis~

*
que Eo = 1.

La fonction fé = fsgfrs est une forme modulaire p-adique de poids

(0,u) indépendant de s. Ses coefficients sont donnés par

am(fé) = em(s)ao(fs) +

) em—i(S)ai(fs)'
i

Ho~3s

1

D'aprés le th.9 du n® 2.3, appliqué 3 k = (0,u), il existe une suite

1@ ) d'élé = &
m,n —— €léments de Zp, avec xm’n 0 pour m assez grand (dé

pendant de n), telle que
] - e 1
a (fl) = lim. ) Am,n am(fs).

Comme fS et fé ont méme terme constant, ceci peut se récrire
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aglfy) = lim. ([ Ap cep(sda (£ +  F Ay e, s(s)a;(£.)).
n =+ % n m,i » 1

Posons gn(s) =3 Xm 0 em(s). Les fonctions g, appartiennent & A, qui
m 2

est compact. Quitte & remplacer la suite (n) par une sous-suite, on
peut donc supposer que les gn(s) convergent dans A vers un élément g;
comme gn(O) = 0 pour tout n, on a g(0) = 0. La formule ci-dessus peut

alors se récrire

(1 - g(s))ao(fs) = nlim; bn(s),
avec b (s) = m,iz> , Apn Cmei (8785 ().

Vu l'hypothése faite sur les ai(fs), les fonctions bn appartiennent &
A pour tout n., Comme ces fonctions convergent simplement vers la fonc-

tion
s — (1 - g(s))ao(fs),

on en déduit que cette derniére fonction appartient & A, cf. n® 4.1,
lemme 12. Mais le fait que g(0) = 0 entrafine que g appartient 3 1l'idéal
maximal de A, et 1 - g est inversible dans A. On en conclut bien que

s = ao(fs} appartient & A.

4.7. TFamilles de formes modulaires p~adigues {(poids divisible par p-1)

Considérons, comme au n°® précédent, une forme modulaire p-adique fS
dépendant d'un paramétre s. Nous supposons maintenant que fs est définie
pour tout s # 0 de Zp (resp. pour tout s # 0 de 222 si p = 2), et que
son poids k(s) est de la forme rs = (rs,0) ol r est un entier non nul.

Convenons de dire qu'une fonction sur ZP - {0} (resp. sur 22, - {oh

appartient 3 A si elle est la restriction d'une fonction de A,

THﬁORﬁME 18. Supposons que, pour tout n = 1, la fonction s+ an(fs)
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appartienne 3 A, Il en est alors de méme de la fonction

5 —> Zc*(i - rs, 1)“1

ao(fs).

Identifions A & ZP[[T]] comme d'habitude. D'aprés le th.16, la fonc-
tion s +——> 25*(1 - B, 1)_1 est de la forme T.h(T), ol h est un élément
inversible de A, Comme s> rs correspond a 1 + T+ (1 + T)T, on en
conclut que la fonction s +— ZC*(l - IS, 1)_1 est de la forme

((1 + TF - 1)g(T), avec g inversible dans A. D'ol

COROLLAIRE. La fonction s+—» aO(fS) appartient au corps des fractions

de A; on peut l'éerire c(T)/((1 + )Y - 1), avec ¢ € 4.

Remarque

Si g est la plus grande puissance de p qui divise r, on peut mettre
(1 + Y - 1 sous 1la forme u(T)((1 + T)3 - 1), ol u est un élément in-
versible de A. On peut donc récrire la fonction s +» ao(fs) comme une

fraction d(T)/((1 + % - 1), avec d € A.

Démonstration du th.18

Choisissons un polyndme H en U et les T[’ 3 coefficients entiers, qui

satisfasse aux conditions du th.8 du n° 2.3 : pour tout k € Zp, on a

(i) Ezlk H = e(k) E; avec c(k) inversible dans ZP,

(ii) lim. f[k B = 0 pour toute forme modulaire p-adique f de poids k
n -+

qui est parabolique.
D'aprés le cor. au th.8, on a

* -1 . - n
2z (1 - rs, 1) a {(f ) = 1im. c{rs) a,(f Y
’ 0o "8 n > e 1 sgrs ?

-

et tout revient & montrer que les fonctions
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s — clrs)™ et s v>a (f | _H
1 "s'rs

my

appartiennent 38 A (en effet, on sait qu'une suite de fonctions de A qui
converge en tout point d'une partie infinie de Zp converge uniformément
vers une fonction de A, ¢f. n® 4.1, lemme 12). Or on a le résultat

suivant

LEMME 13. Soit R un polyndme en U et les TZ’ 34 coefficients dans 2

o’
Il existe une famille de fonctions kv cij(R,k)i 5> 00 appartenant 3
’ =

sous-algébre L de A (cf. n® 4.1) et telles que, pour tout i » 0, on ait

aj cij(R,k) = 0 pour j assez grand, pour j = 0 si 1 > 1, et pour

> 18ii= 03

b) a;(f|, R) = ] cj4 Rk aj(f) pour toute série formelle p-adique f,
3

et tout k € ZZP.

Lorsque R est égal a8 U, ou & 1l'un des TZ’ le lemme résulte des formules
donnant flU et f}k Tps cf. n® 2.1. Le cas général s'en déduit en remar-

quant que, si l'énoncé est vrail pour deux polyndmes R1 et RZ’ il l'est
aussi pour R,R, et R, + R,.

172 1 2
Revenons 3 la démonstration du th.18. On a

a (£ |, HD =

n
rs Clj(H s S) aj(fs),

Vi~

1

et cette formule montre bien qué s — al(fS[ ) appartient a A.

rs
On a d'autre part c(k) = ao(E;:lk H) = COO(H,k), ce qui montre que

k+> c(k) appartient & L, et il en est de méme de s > c(rs). De plus,

d'aprés (i), les valeurs prises par c(rs) sont des unités p-adiques.

8i 1'on écrit s +» c{rs) comme une série en T, le terme constant de cette

série est inversible dans Zp; la série elle-méme est donc inversible dans

N

A= Zp{[T]], et 1l'on en conclut que s re ctrs) ™ appartient & A quel que

s0it n, ce qui achéve le démonstration du théordme.
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Remarque

Dans les ths.17 et 18, il n'est pas nécessaire de supposer fs définie
pour tout s € Zp {ou tout s # 0); il suffit de se donner les fs pour
s appartenant d une partie infinie S de ZP, et de faire 1'hypothése
suivante : pour tout n = 1, la fonction s+ an(fs) est la restriction

~

& S d'une fonetion appartenant 3 A.

§5. Fonctions zé&ta p-adiques

5.1. Notations

La lettre K désigne un corps de nombres algébriques totalement réel
de degré r sur Q : X ®QR est isomorphe & RY. L'anneau des entiers de
K est noté Oys sa différente (par rapport 3 Z) est notée d et son dis-
criminant d.

Si x (resp. a) est un élément (resp. un idéal) de K, on note Nx (resp.
Na) sa norme, qui est un &lément (resp. un élément positif) de Q; par

exemple d = Nd. On note Tr(x) la trace de x.

Un élément x de K est dit totalement positif si o(x) > 0 pour tout

plongement o : K > R. On écrit alors x >> 0; on a Tr(x) > 0.
La fonction z&ta de K est définie par la formule

Le(s) = I Na™® = 1 (1 - Np~

s>—1

ol a (resp. p) parcourt l'ensemble des idéaux # 0 (resp. des idéaux pre-
miers # 0) de 0,. Cette formule vaut pour R(s) > 1. On prolonge g, en
une fonction méromorphe sur C, ayant pour seul pdle (simple) le point

s = 1. La fonction
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r
s/2 _-rs/2 s
d m F('Q-) CK(S)
est invariante par s =+ 1 - s ("équation fonctionnelle"). On en déduit
que, si n est un entier > 1, on a
;K(l -n) =0 si n est impair (le cas r = 1, n = 1 excepté)

CK(l -n} #0 si n est pair.

De plus, d'aprés un théoréme &noncé par Hecke ([ 8], p.387) et démontré

par Siegel [ 24], les ;K(i - n), n > 1, sont des nombres rationnels.

5.2, Formes modulaires attachées 3 K

Soit k un entier pair » 2. Définissons une série formelle 81

b n
g = 1 ap(g) 4
n=0

par les formules

2 o T -
a (g = 27 ¢, (1 - 1),

k-1
a (g) = Tr(i):n I (Na) (n > 1),
o1 alxd
x € d
x>0

oll X parcourt les éléments totalement positifs de c;i“1 de trace n, et a
les idéaux de 0K contenant xd. (Il revient au méme de dire que 1l'on
somme sur les couples (x,a) tels que a soit entier, x € d_la, x >> 0

et Tr(x) = n; c'est une somme finie.)

THéORﬁME 19 (Hecke-Siegel). Mis & part le cas r = 1, k = 2, la série

g, est une forme modulaire sur SLQ(Z) de poids rk.
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(Pour » = 1, 1i.,e. X = Q, on a g = Gk’ d'ol la nécessité d'exclure
k = 2, cf. n° 1.1.)

Si u est un idéal fractionnaire de K, on trouve dans Siegel [25], p.93,
la définition d'une certaine fonction

Fk(u, Zyseeens zr), Im(zi) >0,

qui est une série d'Eisenstein du corps K, au sens de Hecke (8], p.381-

4043 c'est une forme modulaire de poids k par rapport au groupe SLZ(OK)
opérant sur le produit H' de r demi-plans de Poincaré. Si l'on restreint

Fk(u, Ziserrs zr) 3 la diagonale H de HY, on obtient une fonction
@k(u,z) = Fk(u, Zyeass ZJ)s

qui est une forme modulaire de poids rk, au sens usuel. Les coeffici-~
ents de ¢k(u,z) sont donnés dans [ 25], p.94, formule (19). Les fonctions
Fk(u, Zyseees Zr) et @k(u,z) ne changent pas lorsqu'on multiplie u par

un idéal principal. Posons alors
@k(z) = 3 @k(u,z),
u

ol 4 parcourt un ensemble de représentants des classes d'idéaux de K.

Les formules (18) et (19) de [ 25] donnent

a (8,) = e a (g.) >1, ol _ o7 (n)k)
n' ¥k k%n ‘8 pour n L k=137/ °*

ainsi que

"

ao(ék) gK(k),

et l'éguation fonctionnelle de g permet de récrire cette derniére for-

mule sous la forme



Ser-64 254

- ~-r - =
ao(®k) = e 2 cK(l k) ).

X e s ey

On a donc g * eilék, ce qui montre bien que g, est modulaire de poids
rk.

COROLLAIRE.

(i) 8irk 2 0 (mod.(p-1)), ;K(l - k) est p-entier.

i

(ii) 8i rk 0 (mod.(p~1)), on a

vp(CK(l - ky)y = - 1 - vp(rk) (p # 2)

Vp(CK(l -k))>»r -2 - vp(rk) (p = 2).

Cela résulte du cor.1 au th.1' du n® 1.5, compte tenu de ce que les
coefficients an(gk) sont entiers pour n = 1. (Voir aussi [20], th.6 et

th.6'.)

Remarqgues

1) Le corollaire ci-dessus fournit une estimation du dénominateur de
CK(l - k). Cette estimation est assez grossiére : elle ne fait inter-
venir K que par l'intermédiaire de son degré r; pour k = 2, elle est

moins bonne que celle donnée par la formule
- = tE-
;K( 1) = caract.d'E-P. de SLz(DK)’

cf. [ 191, n® 3.7, prop.2%-30.
2) Nous aurons besoin plus loin d'une variante du th.19, dans laquelle
on modifie g, en gardant uniquement les termes '"premiers 3 p". De fagon

plus précise, soit S l'ensemble des idéaux premiers de 0, qui divisent

K
P, et posons

e gf8) =g (s) I (1 -NpT%) = m (1 - NS
L] p €S p €S
= Na™®.

(a,pl=1
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Définissons une série formelle gk par les formules

-r

' - P o _ ~ k-
ao(gk) 2 CK,S(l k) = 2 CK(l k) I (1 Np

pes

k-1
et a (g!y = ] (Na) (n> 1),
n ~k Xsa

ol la sommation porte sur les couples (x,a), avec a entier premier 3 p,
x € d-ia, X >> 0 et Tr{x) = n.

On a alors

L4 3 Pa . . .
THEOREME 19'. La série gi est une forme modulaire sur I (p) de poids

rk {(cf. n® 3.1).

(Noter qu'ici le cas r = 1, k = 2 n'est plus exclu.)
La démonstration est analogue 3 celle du th.19, & cela prés que l'on
doit utiliser des séries d'Eisenstein de niveau p, ¢f. Kloosterman [ 14]

et Siegel [26]. Pour plus de détails, voir l'exemple 2) de l'Appendice

placé & fin de ce §.

5.3. La fonction zéta p-adigque du corps K

Soit k un élément pair de X tel que rk # 0. Nous allons associer 3

k une forme modulaire p-adique g;, de poids rk, par passage & la limite
d& partir des formes g, du n® 5.2. Le procédé est le méme que celuil
utilisé au n° 1.6 dans le cas de Q. On choisit une suite d'entiers pairs
k; > 4 tels que lki] > = et k; = k dans X. Si u est un entier p-adi-
que, on a

Ky i o x

lim.u =0 si u &0 ({(mod.p), et lim.u = u sinon,
i = o i = =

la convergence étant uniforme en u. On en conclut que

y = T Xl (n>1),
X,a

lim.a
i = oo

n(gk‘
i
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ol la sommation porte sur les couples (x,a), avec a idéal de OK premier
3 p, x € d-la, x >> 0 et Tr(x) = n; de plus, la convergence est uni-

forme en n. Appliquant alors le cor.2? au th.1' du n° 1.5, on en dé&duit

que les g, . ont une limite gz qui est une forme modulaire p-adique de
i
poids rk, indépendante de la suite ki choisie. Le terme constant de g;

sera noté 2-rg;(1 - k), de sorte que l'on a

N _ . A,mD . _
ao(gk) = 2 ;K(l k) = 2 ilim;cx(l ki),
a (gp) = I ik, n > 1.

Tr{x}=n a|xd
xed? (a,p)=1
x >> 0

La fonction C; ainsi définie sera appelée la fonction z8&ta p-adigue du

corps K; elle prend ses valeurs dans Qp'

A
THEOREME 20. 8i k est un entier pair > 2, on a

1

* _ _ _ _ k-
Tl = k) = Cx,s(l - k) =g (1 -k) I (1-Np).

pES
(Rappelons que S est l'ensemble des idéaux premiers p qui divisent p.)
En effet, revenons & la série gi du n° précédent. D'aprés le th.18',
cette série est une forme modulaire sur Fo(p) de poids rk, donc aussi
une forme modulaire p-adique de poids rk, ¢f. n® 3.2, th.10. Comme
* P * -
an(gﬁ) = an(gk) pour n 2 1, on en déduit gue ao(gi) = ao(gk), d'olu le

théoréme.

Remarque

I1 est immédiat que ;; est continue sur l'ensemble des 1 - k, avec k
pair et vk # 0. Le th.20 en fournit donc une caractérisation : c'est

le prolongement par continuité de la fonction

m +—=p CK’S(m) s
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définie sur l'ensemble des entiers impairs < 0. (En particulier, lors-
que K est abélien sur Q, C; coincide avec la fonction z&ta p-adique de
K au sens de Kubota-Leopoldt, cf. [11], p.62, puisque cette dernisdre a
la méme propriété.)

En fait, g; est m@me analytique. De fagon plus précise, décomposons
k € X en (s,u), avec s € ZP, u € Z/(p-1)Z, de sorte que la condition
rk # 0 signifie simplement que s # 0 ou ru # 0. Ecrivons c;(l - k) sous

la forme c;(l - s, 1 ~u). On a alors

THEOREME 21. Soit u,un élément pair de Z/(p-1)Z, p # 2.

~

(a) Siru# 0, la fonction s+ C;(l - s, 1 - u) appartient 3 l'algé-

bre d'Iwasawa A = zp[[T]] du §4.

(b)Y Siru = 0, la fonction s+—> c;(l - s, 1 ~ u) est de la forme

h(T)/((1 + T) - 1), avec h € A.

THéORﬁMB 21'., 8ip = 2, la fonction s+ C;(l - 8) est de la forme

2PR(T)/ (1 + TOYF - 1), avec h € A.

{Noter que, pour p = 2, c;(i - 5) est défini pour s € 222, s # 0.)

Pogsons k = (s,u). Si n > 1, la fonction s+ an(g;) est somme de fonc-

tions de la forme sv——*(Na)k—i, ol Na est une unité p-adique. En décom-

posant Na 3 la fagon habituelle (cf. n® 4.5) en w(Na) (Na’), on a

way®? = et s (Nad S,

ce qui montre que s t—> an(g;) appartient 3 l'algébre L du n° 4.1. Les
théorémes 21 et 21' résultent alors des ths.17 et 18 du 84, appliqués a

la famille (g;).

COROLLAIRE 1. S8iru # 0 et p # 2, la fonction s »—;c;(i - s, 1 - u) est

holomorphe (au sens strict) dans un disque strictement plus grand que

le disque unité.

En effet, le th.21 (a), combiné au th.13 du n® 4,3, montre que la fonc-

tion en question est donnée par une série de Taylor
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> -2
LS avec vp(cn) e

ne~-1 8
0
3

Une telle série converge dans un disque strictement plus grand que le

disque unité.

COROLLAIRE 2. Si ru = 0, la fonction s +» c?(l - 5, 1 - u) est méromor-

phe (au sens strict) dans un disque strictement plus grand gue le disque

unité; si elle n'est pas holomorphe, elle a pour unique pdle le point

s = 0, et c'est un pdle simple.

Cela se démontre de la méme maniére, en tenant compte du dénominateur
(1 + ™ - 1= - 1, ol u est un générateur topologique de U, (resp.
de U2 si p = 2); on vérifie en effet que bt oo peut s'éerire sous la

forme s/¢(s), ol ¢ est une série de Taylor convergeant dans un disque

strictement plus grand que le disque unité.

COROLLAIRE 3. Soient a et b des entiers positifs. On suppose que a

est pair » 2, ra £ 0 (mod.(p-1)), et b = 0 (mod.(p-1)). Les différen-

ces successives 6n de la suite a = Ty S(l - a - nb) satisfont alors
2
dux congruences
n it -i
= = 1 (o]
6,50 (mod.p) et izi c;.84P =0 (mod.n.Zp), cf. n® 4.k,

(Le fait que §, =0 (mod.p™) est une généralisation des congruences
de Kummer.)

Vu le th.20, on a a = c;(l - a-nb, 1 - a). Le corollaire résulte

de 13, et des ths.21 et 14.

5.4. Complément : calcul de Ci(l - k, 1 - u) pour k entier > 1

On suppose u pair et p # 2. Le cas o k = u (mod.(p-1)) est réglé

par le th.20 : on a c;(l -k, 1 -wu) = (1 - k). On va voir qu'il y

x,s

a un résultat analogue dans le cas général, la fonction zé&ta étant rem-

placée par une fonction L.
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De fagon plus précise, soit ¢ un homomorphisme de (Z/pz)”E dans €% tel
que e(~1) = (~1)k. Si a est un idéal premier & p, posons EK(a) = e(Na);
la fonetion €y définit un caractdre du corps de nombres K; l'ensemble
des idéaux premiers ol ce caractére est ramifié est un sous-ensemble Se
de S. Nous aurons besoin de la fonction L(s,eK) de €y ainsi que de la
fonction Ls(s, EK) déduite de L(s, eK) par suppression des facteurs non

premiers & pj; on a

-s.-1
Lo(s, €,) = I (1~ e (pINp~S)
S > FK p€s K
- _ -s
= L(s, eK) I (1 eK(p)Np ).

p € S—Se

Choisissons maintenant un plongement ¢ du corps Q(up_l) dans Qp, cf.
n® 3.4, de sorte que e devient x+— x”, avec a € Z/(p-1)Z.

THEOREME 22. On a Lot - X, eK><j = ;;(1 -k, 1-w, ol u-=k+ a.

(Pour u, k et o donnés, il existe un € et un seul tel que u = k + «;

le th.22 fournit donc bien un procédé de calcul de c;(l -k, 1 - u).)

Considérons la série fk e donnée par
1
- -r -
ao(fk,e) = 2 Lo(1 - k, EK),
) k-1
ap(fy ) = I egla) Nao7o, n>1,

X, a

ol la sommation porte comme ci-dessus sur les (x, a), avec & premier &
p, X € d*ia, X >> 0 et Tr(x) = n. La série fk,e est une forme modu-
laire sur To(p) de type (rk, ¢") au sens du n° 3.4, cf. Appendice, Exem-
ple 3). D'aprés le th.12 du n® 3.4, 1l en résulte que la série p=-adique
o

fk ¢ ©st une forme modulaire p-adique de poids rk + ra. Or, si n 2 1,
5

on a
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a (£ )= ] e @ ot s ] owao® !
3 X,d X,a
= 7 akterl a (gr, ),  cof. n® 5.3,
X, a

Comme Bi+q Ot fi ¢ ont méme poids, et que ce poids est non nul, les for-
4

mules ci-dessus entrainent g;+a = f On a donc

o}
kye”’

277 Lg(1 -k, g7 = ao(fi,g) = algp,,) = 27TER(1 - k - @),

d'oli le théoréme.

Remargue

Il résulte de 1'équation fonctionnelle des séries L que l'on a
L(1 - k, EK) # 0. Vu la formule liant L et LS on en conclut que
c;(l - ks, 1 - u) est nul si et seulement si k = 1 et s'il existe
pES - S€ tel que eK(p) = 1. {(L'existence d'un tel zéro pour C; m'a

été suggérée par J.Coates - voir aussi [4], th.1.1.)

5.5, Complément : une propriété de périocdicité de c;

On suppose p # 2. Soit K(pp) le corps obtenu en adjoignant & K les
racines p-idmes de l'unité, et posons b = [K(up) : KI. Du fait que K

est réel, b est pair, et divise p-1.

/
THEOREME 23. On a £3(1 - s, 1 - u) = Z}(1 - s, 1 - u') si u'

1
fos

{mod.b).

Notons Yb le sous=-groupe de Z/(p-1)Z engendré par b, et identifions
Yy 3 un sous~groupe de X. Il s'agit de prouver que g;(i - k) = C;(1~k‘)
si k' = k (mod.Yy ).
8i a est un idéal de K premier 3 p, on vérifie (soit directement, soit
b

par la théorie du corps de classes) que Na = 1 {(mod.p), i.e. que w(Na)

appartient au noyau de z P—?Zb dans (Z/pZ)*. Il en résulte que, si

k'

L

1
k (mod.Y ), on a (Na)®' = (Na)k, dtol an(g;,) = an(g;) pour n > 1,

On a d'autre part p - 1 = ab, oll a est le degré du corps K 0 Q(up); i1



261 Ser-71

en résulte que a divise r = [K:Q), et, si t € Yb’ on art = 0, Les sér-
ies g; et g;, ont donc méme poids rk. Vu les formules ci-dessus, on a
donc g; = g;,, d'ol le théoréme.
Remarque

Notons Q(u) le corps engendré sur Q par toutes les racines p'-idmes
de 1l'unité (n = 1,2, ...). Le degré de K N Q(y) est de la forme a pm,
avec m ® 0. On peut montrer (par un argument analogue 3 celui du th.23)

que, pour tout u, la fonction
*
S t—b cK(l - s, 1-w

m
appartient au corps des fractions de Zp{[Tm]], ol Tm = (1 +DF - 1,

Si ru # 0, cette fonction appartient méme 3 Zp[[Tm]].

5.6, Questions

1) Comportement de c;(i ~ 8, 1 - u) pour s = 0

Supposons d'abord ru # 0, de sorte que c;(l - s, 1 - u) est défini
en s = 0. Peut-on calculer ce nombre (en termes de logarithmes p-
adigues d'unités de K(up), par exemple) ? Clest le cas lorsque K est
abélien sur Q, en vertu d'un résultat de Leopoldt ([ 11], §5).

Lorsque ru = 0, on aimerait saveir si s = 0 est effectivement un pdle.
I1 parait probable que ce n'est le cas que si au = 0, ol a est le degré
de K N Q(up), cf. n® 5.5; cela résulterait en tout cas des conjectures
faites dans [19], n® 3.7 et dans [4].

Lorsgue au = 0 {ou u = 0, cela revient au méme d'aprds le th.23), on
peut espérer que le résidu de C;(l - s, 1-u) ens = 0 est 1ié au régu-
lateur p-adique de K par la méme formule que dans le cas abélien ([ 11},
loc.cit.); en outre, on devrait pouvoir remplacer le dénominateur
(1 + Y - 1 du th.21 par (1 + T)pm - 1, ou pm'est la plus grande puis~-

sance de p divisant le degré de K N Q(u), cf. n® 5.5.
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2) Généralisations

Le cas traité ici est seulement celui des fonctions zé&ta. Il y a cer-
tainement des résultats analogues pour les fonctions L (abéliennes
d'abord, puis non abéliennes). Il devrait &tre possible de les démontrer
en utilisant des formes modulaires p-adiques sur d'autres groupes que
SLZ(Z), cf. Katz [12]. Pour obtenir des résultats vraiment satisfaisants
(et en particulier pour se débarrasser des pdles parasites, cf. ci-des-
sus), il sera sans doute nécessaire de travailler sur le groupe modulaire
du corps K (et non plus de @), i.e. d'utiliser les fonctions
Fk(u, Zyseres zr} et non pas seulement les fonctions d'une variable ob-
tenues en faisant zy = ... =z, Le groupe Z; (ou son sous-groupe Ul)
serait remplacé par le groupe de Galois G d'une certaine extension
abélienne de K (non nécessairement cyclotomique); l'espace X serait rem-

placé par l'espace des caractdres p-adiques de G, et 1l'algdbre A par

Zp[[G]]-

3) Relations avec la théorie d'Iwasawa

Du point de vue développé dans [101, [11)], les éléments de A apparais-
sent, non pas comme des fonctions, mais comme des relations entre élé-
ments de certains modules galoisiens. Pour un corps K ab&lien sur Q, on
a des relations canoniques, les "relations de Stickelberger" qui con-
duisent aux fonctions z&ta et L p-adiques {(Iwasawa [10])., Dans le cas
général, on ne dispose que de relations définies 3 multiplication par
un élément inversible prds (ce qui permet de parler de leurs zéros, cf.
Coates~Lichtenbaum [4]). Il est probable que ces relations (ou fonc~-
tions) sont essentiellement les mémes que celles considérées icij; 1l

serait intéressant de le démontrer.

4} Corps non totalement réels

Si K n'est pas totalement réel, on a CK(i - n) = 0 pour tout entier
n 2> 2; ce fait pourrait laisser croire que K ne posséde pas de fonection
zéta p-adique "intéressante". Cependant, pour K = Q(i), Hurwitz [9] a

défini des nombres rationnels qui jouissent de propriétés analogues &
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celles des nombres de Bernoulli; les résultats de Hurwitz, ainsi que
d'autres plus récents ([5], [17]), laissent penser que les nombres en
question conduisent, eux aussi, & des fonctions analytiques p-adiques.
Peut-&tre existe-t~-1il, plus généralement, une théorie p-adique des fonc-

~

tions L 3 Grdssencharaktere de type (Ao), au sens de Weil [ 28] 2

Appendice

Séries d'Fisenstein de niveau §

Notations
On se donne un idéal 4 # 0 de OK’ le conducteur. On note 85 l'ensem-

ble des diviseurs premiers de 4, et l'on écrit

§ = n pf(p), avec f(p) =2 1.
P686

Si o € K*, on dit que o est congru 38 1 (mod.4), et on écrit o = 1
(mod>{), si Vp(a - 1) = £(p) pour tout p € Sé’ ol Vp désigne la valuation
discréte attachée a p.

Soient a et b deux idéaux fractionnaires de K, premiers & §. On dit
que a et b appartiennent 3 la méme classe (mod.4§) s'il existe a € K“,
@ >> 0, a =1 (modif), tel que a soit le produit de b par 1'idéal
principal (a). Le groupe des classes d'idéaux (mod.§) sera noté 653

c'est un groupe fini.

Fonction z8ta d'une classe

Soit ¢ € Cé' On 1lui associe la fonction z&ta "partielle”

. -5
;K’c(s} = } Na °,
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ol la sommation porte sur tous les idéaux de 0y appartenant d la classe
c. Cette fonction se prolonge en une fonction méromorphe dans tout C,
et ses valeurs aux entiers négatifs sont des nombres rationnels (Siegel
[26], p.19).

Plus généralement, soit A une fonction sur C6 d valeurs complexes; on
identifie A de fagon évidente 3 une fonction sur les idéaux fraction-

naires premiers & §. On pose

Lg,a(s) = ) Aed gy = ) A(a)Na™ ",
§

~

Ici encore, cette fonction se prolonge & tout €; ses valeurs aux en-
tiers négatifs sont des combinaisons Q-linéaires des A(c). (Il y a par-
fois intérét & considérer des fonctions A 3 valeurs, non plus dans C,
mais dans une Q-algébre E - par exemple un corps p-adique - et 3 définir
gK,A(l - k) € E comme la somme des A{c) cK,c(l - X))
Nous dirons que X est paire si
AlCada) = ada) pour tout a4 et tout a = 1 (modX§),

et que X est impaire si

A((a)a) = sgn(Na)r(a) pour tout @ et tout o = 1 (modi§).

Forme modulaire définie par une fonction X

On se donne un entier k 2 1, et une fonction A sur C6 comme ci-dessus.

)

On suppose que A et k ont méme parité; on exclut les cas (k = 1, § = 0

K
et (k = 2, r =1, { = OK), cf. [18]1, p.u8,

On associe & k,A la série formelle Gk y ] a (Gk A)qn définie par
’ n=0 1 ?
- -r —
a (Gk,k) = 2 ;K,A(l k)
_ k-1
an(Gk,A) = I A(a) Na , n=>1,
Xyd

ol la sommation porte sur les couples (x,a) tels que a soit un idéal de

0y premier & §, x € dla, x> 0 et Tr(x) = n.
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Soit d'autre part f le générateur > 0 de 1'idéal § N Z de Z. Notons
Fo(f) le sous~-groupe de SLz(Z) formé des matrices (3 g) telles que v £ 0
(mod. ), et Tl(f) le sous-groupe de T (f) formé des matrices ($ S) telles

que a £ & = 1 (mod.f).

THEOREME 24 (Kloosterman-Siegel).

(i) La série Gk A définie ci-dessus est une forme modulaire de poids
3

rk sur Pi{f).

(11) si (§ ®) appartient & I (£), on a

8 . g ,

Gk,xlrk y 87 T k,AG

od A, est définie par la formule A (a) = sgn(8)™F A((&)a).

Remargue

La définition de Ag peut aussi se présenter de la maniére suivante
on a un homomorphisme naturel p : @/f2)* - C5 obtenu en associant 3 un
élément £ € (Z/f2)* 1'idéal principal (x) engendré par un &lément posi-
tif x de £. Comme 6§ est inversible mod.f, on peut donc parler de

p(8) € C,, et la définition de A, donnée ci-dessus équivaut simplement 3
§ § 4
Aé(c) = A(p(8le) pour tout c € Cé‘

Exemples

1) Prenons § = (1), X = 1, et k pair > 2 (resp. = 4 si r = 2). La
série Gk,x n'est autre que la série 1 du n® 5.2; comme £ = 1, on en
déduit que g est une forme modulaire sur le groupe SLZ(Z) : on retrouve
le th.19.

2) Prenons § = (p), A = 1 et k pair # 2. On a f = p. La série Gk,x
est égale 3 la série g% du n® 5.2. Comme Ag = A pour tout § premier &
P, on en déduit que gi est une forme modulaire sur Fo(p).

3) Les notations étant celles du n® 5.4, prenons § = (p), et choisis-

sons pour A la fonction a - eK(a) = ¢{Na); prenons k 2 1 tel que
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e(-1) = (-1)k, ce qui assure que k et X ont méme parité. La série Gk A
b

coincide avec la série fk ¢ introduite dans la démonstration du th.22
2

du n® 5.4. Comme on a AG = €(8)7A, on en déduit que fk ¢ est une forme
E]

modulaire de type (rk, e’y sur Fo(p).

Démonstration du th.24

Je me bornerai i indiquer comment on le déduit des résultats de Siegel

[ 26]. Choisissons des représentants bl""’b des éléments de Cé’ et

h
posons a, = bid-lé_l. A chaque as Siegel attache une certaine forme

modulaire ¢i =4, cf. [26], p.u48, formule (98). Posons

1

¢A = A(bi) ¢i.

e~

i=1

D'aprés [ 26], p.49, ¢X est une forme modulaire de poids rk sur un cer-
tain sous-groupe de congruence de SL2(Z). Son terme constant (avec les

notations de [ 26], loc.cit.) est
a (9,) = ) AbIQ (ar) = CK’X(:L - k), cf. [26], p.48 et 19.
i

D'autre part, un calcul sans grande difficulté, basé sur les formules

(101) de [ 28}, p.48, montre que l'on a

T
= = .
an(¢A) 2 an(Gk,A) pour n 1
PR _ . r
On en déduit que Gk,A = 2 ¢A'
Si maintenant M = ($ g) est un élément de Fo(f), on vérifie facilement
que g, M = sgn(G)rk ¢, Or, on peut écrire

0y = 1 A0,
i i
puisque les Gbi sont des représentants de Cﬁ' On en déduit

NI sgn(8)7F | ACSb) 9, = SV qui établit (i) et (ii).
1 1
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