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Los objetivos del libro de F. William Lawvere y Stephen H. Schanuel,
Matemdticas Conceptuales: Una primera introduccion a las categorias,
estan enunciados claramente al comienzo de la Sesién I: “En éste libro
pretendemos explorar las consecuencias de una concepcién nueva y funda-
mental de la naturaleza de las matematicas, la cual ha conducido a métodos
mejores para comprender y utilizar los conceptos matemadticos”. Se trata,
pues, de transmitir una nueva manera de pensar, diferente de la habitual,
la que estd basada en una teorla de conjuntos rigida, mientras que esta
nueva manera estd concebida para poder captar mejor nociones dinamicas,
a la vez con una gran economia de conceptos y elegancia en los métodos.
La edicién castellana es una traduccién del original inglés (Cambridge Uni-
versity Press), llevada a cabo por Francisco Marmolejo Rivas, con gran
cuidado y en consulta frecuente con los autores.

Como todo punto de vista nuevo, éste requiere que el lector se sumerja
en el estudio de casos sencillos pero que ya reflejan todos los aspectos en
los cuales esta concepcidn difiere de las anteriores. No se trata de olvidar
lo conocido si es que se lo conoce, sino mas bien de verlo de una manera
distinta, lo que requiere de parte del lector un poco de humildad y una
gran dosis de confianza en los autores, quienes consiguen admirablemente
su objetivo. La manera m&s recomendable de leer este libro, segiin mi
parecer, es del principio al fin, admitiendo que al asi hacerlo, se encon-
trard a ratos con pasajes supuestamente triviales, y otras veces con trozos
aparentemente bastante més dificiles. Solamente asi podra el lector captar
el hilo conductor y adquirir gradualmente las nociones importantes, las que
reaparecen en distintas formas a lo largo del libro.

Trataré ahora de dar una idea, necesariamente esquematica, del con-
tenido del libro, haciendo notar sus puntos salientes.

La nocién basica es la de “Ca,tcgori’a,”, la que a,qui‘ se identifica con la de
“universo matematico”. Normalmente, la teoria de conjuntos serd, para
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la mayor parte de los lectores, el inico universo matematico con el que se
hayan topado hasta ahora. No es cuestion de abandonarla sino de verla
como un ejemplo mas de la nocién de categoria, ya que hay otros y bien
distintos de ella. Sin embargo, para hacer el libro accesible a lectores intere-
sados con poca formacién mateméatica (acaso sean fildsofos), los ejemplos
que se dan se construyen a partir de los conjuntos, y ellos bastan para
ilustrar todos los aspectos que los autores desean desarrollar.

La nocién principal en una caLegori,a es la de “morfismo”, la que puede
imaginarse como un proceso para pasar de un objeto a otro objeto de la
Categori’a. Un ejemplo 1til para captar la nocién de morfismo esta dado por
el andlisis que hizo Galileo del vuelo (irregular) de un ave, imaginando que
el ave no solamente se desplaza en un mismo plano en cualquier direccion,
sino que también sube y baja. Un morfismo del espacio al plano es la
proyecién de la sombra del ave en vuelo, pero este morfismo no basta para
captar el vuelo del ave, ya que no indica las alturas variables a las que
vuela. Un segundo morfismo, que va del espacio a la Ii’noa, y que asigna el
nivel, completa esta descripcion. Este es un caso particular de la nocién de
espacio producto (por ejemplo un cilindro como producto de un disco y un
segmento de lfnea) v de sus dos proyecciones (“vertical” y “horizontal”), las
que juntas bastan para determinar el vuelo del ave en un cierto intervalo de
tiempo (éste serd otro morfismo, del tiempo al espacio, el que se “compone”
con las proyecciones ).

Pero antes de pasar a examinar productos y otras nociones mas compli-
cadas, se trata de comprender a fondo las peculiaridades de diversos tipos
de morfismos, como las identidades, y crucialmente la naturaleza de la com-
posicién de morfismos. No todo lo que se discute en esta parte es como
para pasar por alto, particularmente las nociones de morfismos que son 6
bien secciones 6 bien retracciones son muy interesantes. Esta claro que no
es lo mismo elegir un representante de una clase de objetos con una cierta
propiedad, que asignar una propiedad a un objeto de la clase de todos los
objetos considerados. Los autores dan una gran variedad de ejemplos de la
vida diara para ilustrar estos conceptos importauLilsimos.

Es interesante observar que los problemas de encontrar secciones o de
encontrar retracciones de un morfismo dado son problemas “de divisién”,
por analogi’a‘ con los nimeros. Pero, citando a los autores, “los conjuntos
abstractos, (si bien) son poco mas que nimeros, ésta pequena diferencia es
suficiente para permitirles tener estructuras fructiferas que los nimeros no
pueden tener”.

La idea de morfismo f : A — B puede encapsularse de dos modos dis-
tintos. Una manera es ver a A como parametro y a f como parametrizando
los elementos de B. Analogamente, el morfismo puede verse, de manera
geométrica, como asignando una figura de tipo A en B. Una manera dis-
tinta de ver el morfismo f : A — B es la de dar una clasificacién de los
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elementos de A de acuerdo con una cierta propiedad en B. Estas interpreta-
ciones y otras permiten reproducir la teorla de cardinalidad de conjuntos
de Cantor completamente en términos de morfismos.

El broche de oro de las secciones anteriores (Artil(:ulos Iy II) se encuentra
en el Articulo II1, en el que se trata de explicar, en términos ya adquiridos
(como el concepto de retraccién), los teoremas de punto fijo de Brouwer.
Por ejemplo, “todo endomorfismo continuo de un disco tiene un punto fijo”
se transforma, por un teorema de retraccién, en “si no hay una retraccién
continua del disco a su frontera, entonces todo morfismo continuo del disco
en si mismo tiene un punto fijo”, lo que a su vez se transforma (de manera
contrapositiva) en “dado un endomorfismo continuo del disco en sl mismo
sin puntos fijos, se puede construir una retraccién continua del disco a su
frontera”. La demostracion de esto ultimo es sumamente sencilla. Pero
este tipo de demostracién viola un principio constructivista y de la légica
intuicionista, y por lo tanto no es universalmente aceptado. Si bien por
un lado, la demostracién misma del teorema (o los teoremas) de punto
fijo de Brouwer valen en toda Ca,tcgori’a, cuyos objetos tengan algin tipo
de “cohesién” y cuyos morfismos la preserven, por otro lado, hay muchas
categorfas interesantes en las que el teorema no es verdadero (y esto se
debe a que la lgica interna de dichos universos matematicos no es clasica
sino intuicionista).

Ahora st que el lector estarda (quizds) mejor dispuesto y motivado para
continuar el estudio del resto del libro. La tercera parte, sobre todo, sobre
conjuntos estructurados, encierra muchas sorpresas. He aquf que hay cat-
egorias, muy utiles por otra parte, que son bien diferentes de la categorfa
de los conjuntos, si bien se construyen enteramente a partir de ella. Estos
son los ejemplos de conjuntos “dindmicos”, 6 sea que ademas de puntos
poseen una estructura interna que relaciona pares de puntos, no siempre
distintos, no siempre todos los puntos. Se tiene entonces, la categorfa de
los conjuntos X con un endomorfismo « dado, cuyos morfismos deberan
preservar (6 commutar, 6 ser compatible con) dichos endomorfismos dados.
Se podra también considerar dos “subcaLegorias de ésta, aquella donde los
tnicos endomorfismos « : X — X que se consideren son los idempotentes
(o sea ax = a), y otra donde se restringe uno a los morfismos invert-
ibles. Los graficos que representan dichos conjuntos tienen caracteristicas
diversas y es divertido estudiarlos. Otro ejemplo es la ca egori’a‘ de todos
los graficos, la que contiene a las anteriores como subca‘tegori/as. Aquf es
dénde aparece, por primera vez en el libro, la nocién de “functor” entre dos
Categori’as. No se trata solamente de asignar, a un par (X, a), donde X es
un conjunto y « un endomorfismo de X, su grafico que consiste en el con-
junto F de todas la “flechas” * — «a(z), y de los dos morfismos “salida” y
“llegada” de F en X, sino de asignar también, a cada morfismo f : (X, &)
— (Y, ) (lo que significa simplemente que f : X — Y y que se satis-
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face la ecuacién Bf = fa), un morfismo de grificos correspondientes. Hay
muchisimos functores de intefes en matematicas, pero el que se acaba de
dar estd completamente descripto en el libro y no requiere ninguna nocién
que no haya sido introducida previamente. A esta altura ya pueden intro-

ducirse de manera més formal (y que quizds resulte un tanto repetitivo,
pero necesario) la nocién de conjunto con estructura y la de morfismo que
preserva la estructura.

Asi se llega de manera natural a los monoides y sus acciones. Se discute

en este contexto las “propiedades positivas” que son preservadas por los
morfismos, y las “propiedades negativas” que son reflejadas por ellos. Entre
las propiedades por ast decir positivas se encuentra la accesibilidad de un
elemento  de X por la dindmica «, y entre las por asi decir negativas se

encuentra la propiedad de que z no sea un punto fijo (de la dindmica « de
X).

Antes de continuar con la descripcién de los aspectos fascinantes de este
libro, nos detenemos a considerar los problemas que se dan a cada paso, ast
como las clases (no ficticias) con alumnos (tampoco ficticios, ni siquiera sus
nombres lo son) de diferente formacién y poca o distinta base matematica.
Si bien es cierto que a pocos de estos problemas se les da una solucién
inmediata, en el caso de gran parte de ellos dicha solucién se encuentra en
el lugar menos pensado del texto, o séa que lo mejor para encontrar las
soluciones, aparte de pensarlas uno mismo, es seguir con la lectura. Otro
aspecto en el que este libro difiere de otros mas convencionales, y que se
relaciona con lo que acabo de escribir, es que trata de ensefiar a pensar y no
solamente a encontrar soluciones. Para ser justos, estas virtudes solamente
podran apreciarse al concluir la lectura o el estudio del libro, de manera
que es posible que se le escapen al lector apresurado.

Un estudio serio sobre categorias de “procesos” no es algo facil; lo que
aqui se intenta es nada mas que mostrar algunos de sus aspectos. Por
ejemplo, como describir los subsistemas estables de un conjunto dindmico
(X, @); hace falta un conjunto €2 con infinitos valores “finitos” 0,1,2,3,.....
y un valor oo, con una dinamica interna que envian+1lan y que hace de
0y de oo estados en reposo.

El problema de Galileo mencionado anteriormente involucraba un con-
junto producto, y sus proyecciones, y estd dado por una propiedad univer-
sal. Lo mismo ocurre con un objeto terminal 1 (si existe), y otras construc-
ciones, cada una de las cuales posee una dual (cambiando el sentido de
las flechas). El tener a la vez “sumas” y “productos” sugiere preguntarse
si vale en general una ley distributiva, como para los nimeros. Esta se
expresa mediante un morfismo candnico (A x B)+ (Ax C) — Ax (B+C),
y la distributividad consiste en que dicho morfismo sea un isomomorfismo
(o sea, invertible). De manera andloga puede uno preguntarse si el mor-
fismo candnico 0 — A x 0, donde 0 es el objeto inicial (si existe), es un
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1somorfismo. Tales categori’as7 donde ambos morfismos son isomorfismos,
se denominan “distributivas”. Curiosamente (o no) todos los ejemplos con-
siderados hasta ahora son Categori’as distributivas, pero he aquf uno, igual-
mente natural y facil de explicar, que no lo es: la Categoria de los conjuntos
“punteados” (X, z), cuyos morfismos f : (X, z) — (Y, y) consisten de aque-
llas funciones f : X — Y tales que f(z) = y. Por ejemplo, la suma (o
mejor dicho, el coproducto) de dos conjuntos punteados necesariamente
fuerza la identificacién de los dos puntos elegidos.

La nocién de “punto” de un objeto A de una Catcgorfﬂ con objeto ter-
minal 1 (nada mds que una notacién) se define como un morfismo 1 — A.
Mientras que la nocién de morfismo A — 1 es trivial (hay uno sélo), la
de punto de A no lo es. Esto nos lleva a considerar puntos de un pro-
ducto denotado A x B, equipado con sus proyecciones py : (A x B) — A
y pp : (A x B) — B, los que, por la propiedad universal, corresponden
precisamente a pares de puntos (de A, respectivamente, de B). Se dice,
de manera algo informal, que los pares de puntos estan dados (o coinciden
con) “las proyecciones de un punto” de A x B. Lo que falta por explicar
es la nocién de “proyeccién de un punto de A x B” lo que significa, para
un punto 1 — (A x B), su composicion con cada una de las proyecciones
PA , PB- B |

Hay muchisimo mas en este libro que lo se podria resumir o comentar
en una mera resefia, de manera que me parece preferible que el lector lo
descubra por si mismo. La tnica advertencia (hecha ya, por otra parte) es
la de no desanimarse por la manera “erratica” de tratar asuntos supues-
tamente triviales, intercalados con otros mucho mas dificiles por cierto,
pero de ninguna manera imposibles con los conocimientos adquiridos en
las secciones que los preceden.

Algo que hay que notar, es que (como decimos los argentinos) “como
quien no quiere la cosa”, los autores logran dar la nocién de “topos”, bella
y util a la vez, sin el menor esfuerzo. Por ejemplo, muestran que suponer
que si un objeto A es exponenciable, es decir, que existen objetos de mor-
fismos X4 para cualquier objeto X, entonces, la ley distributiva enunciada
es valida. Esto se ha‘ri’a,, en un texto formal, introduciendo la nocién de
adjunto, de (Co)li’mit y observando que el endofunctor Ax (=) : C — C de
la ca‘togori’a C en cuestién en la que “vive” el objeto A, tiene un adjunto a
derecha, (—)* : C — C, y a partir de alli se daria una demostracién general
de la distributividad. Lo que se hace aquf, es dar “lamisma” demostracién,
pero sin siquiera mencionar esos otros conceptos mas complicados, ejempli-
ficados perfectamente en este tinico caso dado. Para un libro de este nivel,
es la solucién ideal, ademds de que lo hecho contiene ya el germen del ar-
gumento general, una vez que los conceptos adecuados sean introducidos,
lo que no se hace aquf.
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Los autores no desaprovechan una oportunidad magnifica de dar un ar-
gumento original de la demostracién del teorema diagonal de Cantor, rela-
cionandolo una vez mas con un teorema de punto fijo “positivo”. No so-

lamente es esta demostracién muy simple sino que se ve que es valida en
cualquier Ca,tcgori’a, con productos, lo que, como observan los autores, fué
un hecho explotado (imlvlfcitamentc) por Russell en los 1900 y por Godel
en los anos 30 para inferir las famosas “paradojas”.

Hago hincapié en el hecho de que la teoria de los topos, en su estado

«

inicial al menos, encuentra en la seccién 33 su mejor exposicién, lo que
no es de extranar, teniendo en cuenta que uno de los autores, a saber,
F. Willliam Lawvere, fué el iniciador de dicha teorfa, luego formalizada
conjuntamente con Myles Tierney. Casi todos los ejemplos de conjuntos
dinamicos son ejemplos de topos, asi como lo es la categoria de los conjun-
tos; en cambio, la categorfa de los conjuntos punteados no es un topos, ya
que no es distributiva (o sea que no puede tener exponentiacién para todos
sus objetos).

Para terminar, debo decir que éste es un libro bellisimo vy que los autores
logran, a través de ejemplos sencillos, ilustrar una gran variedad de concep-
tos y de argumentos tan profundos como los que llevan a una demostracién
de los teoremas de punto fijo de Brouwer o al teorema diagonal de Cantor.
No es un libro para impresionar, sino para ensefiar. Suponemos que un tal
libro ha de ser de gran utilidad, sobre todo en Latino-América, con poca
gente entrenada en las cuestiones que aq ul se tratan. Se necesitaba coraje y
mucha sabiduria para emprender tamafna empresa, pero los autores poseen
las dos. Es un libro muy apropiado para ensenar la teoria de categorilas
a cualquier nivel a partir de la preparatoria (en México), asl como para
iniciar a cualquiera que se interese en aplicar o al menos comprender qué
son y para qué sirven las ca‘tegori/a‘s.
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