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In this p a Pe r , the C a u ehy Pr o ble m fo r a e las s o f n o n lin e a r p se u d o 七yPe r b o lie e q u a tio n s of

p u ls e tr a n sm is sio n tyPe a re stu d ie d w hie h a rise in b io m ee h a n ie s u n d e r the s u ita b ly sm a ll in i-

比ia l
.
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.
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IP r o ve d by m e a n s o f the e n e r g y m e th o d a n d th e e n e r g y d e c a y e stim a te s a r e o bta in e d too
.
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我们研究高维非线性伪双曲的更为广泛的神经传播型方程 C a uc h y 问题
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神经传播方程
,

在 1 9 6 2 年最早为 N a g u m 。 等〔‘
,
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所提 出

,

其形式为
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其中
‘ : 、‘2

为非负常数
.

近些年 来
,

国内外许多学者对这类方程进行了深刻的研究
.

M
.

E.

s o h o n be k 【3] 研究了神经脉冲传播中的 Fi tz h u g h一 N a g u m 。 方程组初边值问题整体经典解

存在性
,

郑宋穆
、

沈玮熙
〔4]
进一步改进了 〔3] 的结论

.

c
.

v
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Pa 产
, 研究了

本文 1 9 88 年 6 月 1 3 日收到 , 1 9 9 0 年 2 月 2 3 日收到修改稿
.

* 国家自然科学基金资助课题
.
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沐U用迭代技巧成功地解决了 (1
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4 ) 解的整体存在性
.
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利用 G a le r ki n
方法得到了其强解的整体存在唯一性

.
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的光滑解的整体存在唯一性
,

并得到了形如 O (t 一口) 光滑解的能量衰减估计
.

本文所考虑的非线性伪双曲的方程 (1
.
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、
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,
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源于生物
、
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,
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,
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我们运用能量方法
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‘1]
证明系统 (l

:

1的一(l
.

1 2) 光滑解整体存在唯一性
,

并得到了

解的能量指数衰减估计
,

这在第二节至第四节中得到表述
,

第五节我们应用嵌人定理证明
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光滑解即为经典解
,

并得到了经典解的渐近性质
,

表明古典解随着时间延伸而渐近趋于零
,
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2

十 }}。‘(。(
·
)。}“

·

+ ,

{;
}‘D ‘一 V ‘

·
, }}“

· + ‘,D ‘U ‘。, ,,
2

+ ,,D ‘V ‘。,‘,
2 ·

(2
.

1 5)
,



4 期 二
梅 茗 : 高维广义神经传播方程 C a u

比y 问题整体光滑解

取 刀 < 2 ,

令
c ,

~ 。3

十 ‘ : R ,

十 c Z R I

七
: ;

/刀)
、

。。

,,”“U (r, ,,
’
。

+ ‘,D “V (
·

, ,,
’

+ 一

{;
厂t

2 一 不 因而

1ID 花+ , V (
:
)11

2
d r

《 ‘ ,
R 吕, + 2 1 (11刀通U (

r
) I}

’

+ 1ID 灸V (
:
) .1

’

)d ,

+ 11力互v (o )!}
‘

+
‘

{l刀及F (o)}l
’

(2
.

1 6)

由 夕妙nw
“n 不等式得

IID 受U (r)}1
’

+ }}刀花V (, ){}
’

成 e’‘

(}}。走U (0 ) }{
” + }!D 凌v (O)}}

’

) + (
e Z‘

一 1)、

(2
.

1 7 )

关于 天(0 毛 及成 s) 求和
,

并注意到 }IJ
。

司汤 +

}】U (t) !}几
:

十 }】V (t) }1几
,

( 。 , ‘R ;

!】J
。

(t,0 + u ,

) }1孙
,

成 R 言因而

c ;

R 昆
十

一
‘

L e 一 ’

一 l j ,

Z
(2

.

1 8 )

于是存在 O< t :

( T
,

当 , 〔〔0
, t :

〕时
,

一致地有

1IU (‘) 11几
‘

+ i}V 呀花)11几
·

《 3 R 孟<
.

呼R孟
·

(2
,

1 9 )

了、:

圣
由于 (2

.

1 6 )
,

并就 及求和
,

当 , 〔
.

〔。
, t :〕时一致地有

1 、

一

!;
}!

‘

。‘
·
)11分一“ ‘

、

‘,
“‘

·

(熟2 0头

另外
,

由方程组 (l
.

1。)
,

(l
.

1 1) 本身可得
.

, 对于
, 白〔。

, , 、] 一致地有

}}丝 {}
11 d t }}衬

注 只有在 h(o
, o , 0 , o) 一 0

:

+

}豁{几
, : :

今风 (2
.

2 1 )

线性方程时显得尤为突出
.

情况下才能得到估计式 (2
.

2 1 )
,

这在研究非退化的撒

记 c’ 一 m ax {Z’’
.

,
ca }

,

即已证得 梦。 : 才(0
, r;

}ZR
。,

c ‘’

一 m a x
{于

“ , c ,
}

c ’

R 忍
,

“
‘

R 孟)‘必 (0 , , :

}Z R 。, c ’

R 名
, c ’‘

R 弓

(ii ) 下证 梦 :

对于任意 (。
,

才(0
, ‘!

_

!Z R 。,

“ R 孟一 “
‘

R 且)户
:

必 (0
,

.

‘, }Z R 。 , ‘ ’

R 孟
, ‘’‘

R 孟)

夕) 〔才(0
, t : }Z R 。 , c

‘

R 言
, c “ R 言)

,

记

(U
。

‘V
。

) ~ 毋。

(
u , 。 ,

(U
,

V ) ~ qr (
“ , 。

) (2
.

2 2 )
;、,产、,产

由于 (u
。 , F

。

) 在 必 (o
, t ,

}Z R
。 , c ‘

R 孟
, c “ R 孟 的意义下满足有界性条件 (2

.

1 9 )一 (2
.

2 1)
,

根据 B a n a c h
一sa k :

定理可知
,

存在一子叙列 (仍记为 {(口
。 ,
犷

。

)}) 及 (厅

均收敛于 (万
,

F )
,

通过取极限并由极限的唯一性可知 (亏
,

歹) ~ (u
, v )

而根据 H’ 模的三角不等式得到
,

对一切
不〔〔o

, t :

〕一致成立

}}U (t)}}分 + }IV (t)}}几
,

成 3 R 吕< 4 R吕
,

,

讶)
,

使之平
a

.

。
于 R

, .

从
.

}】V (
:
) }】扮

+ , d : ( e “R 孟
,

(2
.

2 3 )

(2
.

2 4 )
沙0

}}臀⋯};
‘

+

}{豁})
, 卜

,

簇 ·‘

R
(2

.

2 5 )
)

(11 1) 下证 蟹 的连续性

设 (
u 、 , , 、

)
、

(
“2 , 。 ,

) 〔才(o
, ‘、}2风

, c ‘

及忍
, c “ R 孟)

,

记
、

(U ; ,
V ‘
)

’

~ 梦(
“‘

一

,
、

, ‘
)

, i ~ 1 , 2 ,

(U
, V ) 一 (U

、

一 U
: , V ;

一 V
z

)
,
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(
, , ,

) 一 (
“:

一 u : , , :

一 , 1

炙U (U
,
7 ) 满足

舒
+ U

‘

: 一

豁
一 △V + · V

一
+ ”‘

一
二一 , 一 , 一 ”(

一
二、

,

二一)
,

(2
.

2 6 )

U }
,二。 ~ 0 , V }

,
司 ~ 0 ,

类似于 (2
.

12 ) 的作法得到
,

对
·

Vt
一

〔〔。
, t :

] 有

.,刀‘u (: )!!
2

+ }、。‘V (: , !!
2

+ 2

!;
!!D ‘一 V (

·
)‘!

: d ·

(2
.

2 7 )

(2
.

2 8 )

+ 2

{;
(,,D ‘U ‘

·
, ,,

2

+
, ,,D ‘V (

·
, ‘,”‘

·

一 ,

!;
(。‘(‘(

一
二一 二一 , 一 ‘(

一
二一 7 一 , ,

,

D , V , ‘二 ‘,
·

, , ,

应用微分中值定理及引理 2
.

1 可得

}ID 专(h(
, : , 。 , ,

v u ; ,

? 。:

) 一 h (
u : , 。 2 ,

7 “: ,

v , 2

)H

攫 c ,
R
。

(}}
“(t )}}

H ‘

+ }}
, (t)1}

, r

)
.

(2
.

3 0 )

在 (2
.

2 夕) 中运用

!}刀是U (t )}!
’

S e hw a r z 不等式及带 刀的 C a u eh y 不等式并注意到 (2
.

3 0 ) 得

午
’

“”‘V (
t)“

2

十 ,

!;
“D ‘

十 1
犷(

·
)“

Zd · :
一

‘ 、

, . .

+ ’

!;
钱

。 ,
;
。

’

, : .

上
.

(11刀花U (
:
)11

’

+ 。
1ID 是V (

:
)I{

’

)d
:

s u p (}}
u (t )}!奋

刀 o( t‘, -

选取适当小的 , ,

使得
‘ , R : ·

, < 1 ,

和
,

得到

}IU (t)!1么
r

+ }】V (t )}1几
,

十 ‘ ,。

《
r: ·

(
c , R l ;

/ , )
·

又由方程组 (2
.

2 6)
、

(2
.

2 7 )得到

+ }}·(了, .!;
·

) 十 一 R 。,

!;
!}。 , 一。(

·
)}}“

· ,

(2
·

3 ; )

并记 、 , 。

~ 2 一 c , R 门 ,

再对于 天(0 簇 天成
s
) 求

}}V (幻 }】分+1 介
J 0

s u P (Il
u (t )}}奋 + }】

, (t)1!分)
, r 〔 [ 0

, , :

1
.

G‘
t‘r [

(2
.

3 2 )

{}臀}几
,

+

}1舒1乙
卜

:

成
c x盆 . t x s

/日口u }尸
.

!}口夕 }产

馨
.

划}丽 !}
, ,

十 }}丽 }}
“ , 一 ,

+ }!
· (‘)}};

·

+ ,}
·(犷)}}。

‘

)
·

于是证得了算子 梦连续
.

(iv ) 毋 的定义域可拓广到整个闭凸集 必 上即欲证

蛋 :

必 (0
, , :

}ZR
。 , 。’

R 孟
, e ‘’

R 忍)。 缪 (0
, t :

!Z R 。 , c ‘

R 忍
,

“
‘

R 名)
.

由于 才 稠于 必
,

对于任意 (
“ ,

刃 〔必
,

则存在 才 中的函数列 {(
“ ; ,

(
“, , , ,

)二 (
。 , 。

)
,

记 (v
, ‘ ,

犷二

) 一 犷(
u 二 , 。

小 由梦的连续性可得

(2
.

3 3)

t, ,

)}
,

使得

(u
, , v ,

) 一 梦(“
二 , , 二

)
二

毋(, , ,
) 一 (u

,
v )

, ; 一 + co
.

(2
.

3 4 )
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因为 (U
, ,

V 力 具有有界性条件 (2
.

19 )一(2
.

2 1)
,

从而可知 (U
, V ) 亦满足 (z

·

19 )一

(2
.

2 1 ) 即证得

梦 :
必(0

, , t

}ZR
。 , 。 ‘

R名
,

“
‘

R吕) , 必 (o
, r ;

}ZR
。 , c ’

R 月
,

“
’

R若)
.

根据上面的讨论
,

对于任意 O< , 。提
t : ,

不难知道 梦映 必 (0
, t。 }ZR

。 ,

“砒
,

c’’川 ) 至

自身
.

第三步 光滑解的局部存在唯一性
,

即证明梦 在 必 (0
, r。

}2尺
。 ,

c’川
, ‘ ,,
川 ) 中存在

着唯一的不动点
.

(i) 首先寻求这样的 0 < t0 ( t : ,

使得 梦在 必 (0
, t。

}Z R
。 , 。‘

川
,

“
‘

川) 中紧致
,

即证

有界集 梦(必 ) 必存在收敛子列
.

对于任意的 (
。 : , , l

)
、

(
。 2、 , 2

) 。勿仁。
, , 1 12 尺

。 ,
.

c决孟
, c ” R 言)

,

记

叭)
, i ~ l , 2 ,

类似于 ar 的连续性证明可知
,

存在充分小的
; 。成 t : ,

}!I(U
:

一 U
Z , V :

一 V Z

)111镇
c : 2 , 。 s u p l}l(

二 :

一 u Z , , ;

一
0‘ 口‘ * 。

‘

其中

(U
‘, V ‘

) ~ 梦(
u 、,

t 〔 [ 0
, t。] 时

,

有

, 2

)}川
,

(2
.

3 5 )

1}】(
“ , ,

)}1】
2

~ }】
,
}}禹

,

+
.}
· }};

,

+

}1号誉{乙
:

+

}}瓮!几
,

+

{;”
,
·(‘, ,,‘

,

二“一

并可取
, 。 < 生

,

即取
, 。 < m in {

, , ,

c 12

}
.

记 p ~ r0 c 12

< l ,

于是
心1 2

, I[(u
: 一 口: , F :

一 F
Z

) }}] 提 p s u p }}!(
u :

.

一 u Z , 。 ,

一 , :

) }}}
.

(2
.

3 6)
0‘罗‘ * ,

任取 (
, , ,

) 〔少 (o
, t 。
】Z R 。 , c ‘

R 孟
, c ‘’

R 丢)
,

构造 毋(必 ) 中函数P1J {(U
, , V ,

)}
,

其中

(F
。 , V 。

) 一 (
u , ,

)
,

(U
, , V ;

) 一 梦(U
二一 : ,

V ; 一 :

由 (2
·

3 6 )匆
, {(U

, , V 二

)} 为 “ 中 C a u c h y 序列
·

事实上

111(U
, : ,

玖
:

) 一 (U
。 : , v 二 :

)111( 。111(U
二 : 一 ; ,

F
, : 一 :

) 一 (U * 一 : ,
V

; : 一 ,

)111

( p ”
:

111(U
, : 一二 : , V 二 : 一二 :

) 一 (2了
。 ,

‘

V 。

){11

( 2。 + c ‘

咔
一 c ”

) R孟p 八一 0
,

当 科1

妻 拌2

, + co 时
,

(2
.

3 7 )

于是
,

根据 少 的闭性可知
,

该 ca uc hy 序列 {(v
二 ,

气)} 收敛
,

即证得有界集 州少) 存

在收敛子列
,

从而证明了 毋 的紧性
.

注 实际上
,

(2; 3‘) 表明非线性算子 梦为 B a n a c h 空l’ed c ,

([。
, , 。] ; 万

,

) x { c
。

([ o
,

, 。] ; H
‘

)门 c ‘

([ 0
, t。] ; 月

‘一 ,

)门L ’

([ 0
, t。] ; H

‘+ ’

)} 中有界闭凸集 必 (o
, , 。

12 R
。, c ‘

R孟
, c ’ ‘

R 吕)

上的压缩算子
.

(i i) 局部存在性
.

根据第二步及第三步 (i) 的讨论可知 梦为闭凸集 必 (0
, t。!Z R 。 ,

“川
, 。 ’

斌) 上的全连续算子
,

一

由 s 。hau d e r
不动点原理 (或者根据第三步 (i) 的讨论

由压缩映像原理 )得知 梦在必中存在一个不动点 (
u ,

刃 ~ 毋(
u ,

刃 〔必
.

即为 (1
.

10) 一

(1
.

1 2 ) 局部光滑解
.

(iii ) 唯一性一仿全的连续性的证明
,

并应用 G r
on w al l 不等式

,
一

即得局部光滑解的

唯一性
.

定理证毕
. -

.
- : - · , · 立

·

:
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三
、

一致先验估计

本节给出光滑解一个重要的先验估计
.

定理 3
.

1 在 (H
:

)
、

(H
Z

) 下
,

设 u0
, u : 〔H

‘ ,

(
, , ,

) 〔缪 (0
, T !Z R , c ‘

R , , c ’‘

R ,

)
,

T > o , R < R
:

/ 2

是问题 (1
.

10) 一 (1
.

12 ) 的局部光滑解
,

则存在一个充分小的 R 。 ,

当
.

Iluo lll, 十 lIue 十 “

1111
,

提 砒
,

尽< 凡 / 2
,

.:( }.l )

使得当 R 镬 R 。

时
,

对 o ( , 提 T 一致成立

Ilu (t) 盼
一

十 卜(t 川奋镇 砒
.

、 4
,

(3
·

2 )

证
·

记
; ;

.

乌(
。 , , ; U

,

V ) , U ,

十 U 一 V ,
‘ . 、

(3. 3 )

肠(“
,

玛 U
,

V ) 二 V ,

一 △ V + 。V + U 一 〔了(“
, , 一 。 ,

7 u ,

甲 ,

一 v u ) 一 g (
。 , 。 一 。 ,

, u ,

7 , 一 v ,
) ]U

,

一 tg (
“ , 。 一 。 ,

, u, 甲 , 一 v “
) + l + , Iv 一

‘

:

“
、 ’

(3
.

4 )

令
。。 ~ J

o u , , 。

~ J
。。 .

类似于定理 2
.

1 的做法
,

对 L
I

(
u , , ; u 。 , , ,

)
、

L Z

(跳
, , ; u 。 , 创

6

) 进

行微分 刀互(0 《 天提 :
)

,

再分别对应于 D 场
。 、

D 与
,

作内积
,

然后关于
;
积分

,

得到

‘、 一

{;
〔(D ‘

一 D ‘L !

(一
;

一
, , + (D ‘

一 D ‘L Z

‘· ‘·‘
’

一
, , ,‘,

、

一
,

合
(,,D ‘U

·

(‘, ‘,
’

+ ‘,D ‘二(犷, ,,
’

‘ ,,D ‘二(0 , ‘,
’

一 ,,D ‘二(。, ‘,”

+

l;
(,,D ‘二‘·) !}

2

+ : }D ‘二‘·) ,、
2

, ‘
· +

{;
.!D ‘

一 (·) }}
2‘·

一

{;
.

‘”魔一 ”赴〔(‘(一
_· - · ,

V · ,

7

一
, 一

’

g

‘
一

公
,

, :
,

, 。一 v u
))

u 。

+ (g (
u , , 一 u ,

v 二 ,

7 , 一 甲“) + l + , )
, 。

」)d
:

(3
·

5)

注意到条件 (H 口
,

(H
Z

)
.

应用引理 2
.

1 ,

得到 一
一

}!D 花[ (f(
, , , 一 二 ,

? u ,

v , 一 v “
) 一 g (

, , , 一 。 ,

7 u ,

v , 一v ,
))

, 。

]
·

!!

《 }In 灸〔(f(
u , , 一 二 ,

v u ,

v , 一 v u
)一 g (u , , 一 u ,

v 二 ,

7 , 一 7 u
))

, 。

]

一 [ f(, , ,
,

一 “ ,

? u ,

v “一 v u )一 。(u , “ 一 u ,

v “ ,

v “ 二 v 二
) ]

·

D 灸u
·

}l+ 11[f(
u , “ 一 “ ,

7 u ,

7 “

一 v “
) ,

,

g (
u , I, 一 u ,

7 “ ,

v ,

一 ? u
)] 刀互

u
川 ( c : 3 R !!, 。

(t)}}
。‘

+ c , ; R }}D 几u 。

(t)}}
,

(3
.

6 )

}】刀花[ g (
, , , 一 u ,

? , ,

v t, 一 v “ ) + 1 + ,
)

· 。。

] }1

成 1ID 掩[ (: + 1 + ‘
)
“。

] 一 (: + l 十
‘
)D 奄

, 。

}l+ 11(。 + 1 + ‘
)

·

D 花“。 11

镇 c : , R }1
。。

(t )!】。
,

十 c l‘R 】}D 花, 。

(t)}卜 二 (3
.

7 )
,

其中运用了条件 (H
:

) 所蕴含的估计式 (1
.

8 )
、

(1
.

9 )
.

·

由 S c h w ar
z

不等式
、

Cau 比y 不等式
,

并注意到 (3
.

6 )
、

(3
.

7) 两式及不等式
_

(a 十

b)
户 ( ‘

(
a 户 + b p

)
.

(p 妻 1 , a ,
b ) 0 , e

为某正常数 )
,

得到
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、

芡两
·

;
」

碗,j: 、
+

(s+
‘

石 ,。* -

口JOI
、

l一加I!刀 乏, 。

(
:
)11

2
沙r +

}!刀 互, 。

(
:
)!}

’d : +

‘
终

,

{〔(‘一
‘)”

〔

代(“ + ‘十 ‘

功甲: ,)[
zd r

厂t

奋一2成

c :
, R

}
。

1I
u *(‘)l}五

,

d万
1一加

‘

1
1)介

l
‘

丁一2哎

+

六
一 R

!;
,,二 (

·
, ,,“

·

‘一
(3

.

8 )

所以
一 户 刁

‘、 )

合
(‘}D , 二(户“{+ ,,D ‘二 (, , ,,

’

- 11刀‘
, 。

(o)}l
,

一 11刀‘
, 。

(o)i‘)

rd

、、,/J
,‘训,,D ‘“

·

(
·
) ,,

’

+
号

一

},D ‘t,s (
·

, ,,

一。 ,

一
。

(
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